
ͳ΋ترمودینامی های سیستم پایداری

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠٣ دی ١۴

مقدمه ١

که دانیم ͳم چنین هم است. انرژی از صعودی و فزونور تابع Έی آنتروپی که گرفتیم یاد ابتدا همان در Έترمودینامی موضوع اصل Έی عنوان به
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اصل این معنای بالا رابطه به توجه با کند. میل صفر سمت به بایست ͳم دما صفر های انرژی در که کند ͳم بیان Έترمودینامی چهارم موضوع اصل

تابع که دهیم نشان خواهیم ͳم درس این در باشد. (١) ش΋ل در شده داده نشان های نمونه مطابق بایست ͳم آنتروپی تابع که است این موضوع

های سیستم پایداری برای که داد خواهیم نشان واق΄ در است. ١ تحدب خاصیت آن و باشد داشته نیز دیΎر مهم خاصیت Έی بایست ͳم آنتروپی

بایست ͳم تحدب خاصیت این تعادل نقطه Έی ͳΎهمسای در لااقل باشد. حجم و انرژی از محدب تابع Έی آنتروپی که است لازم ͳ΋ترمودینامی

داد خواهیم نشان و کرد خواهیم استفاده موضوع همین از نیز بعد های بخش در باشد. پایدار تعادل نقطه Έی تعادل نقطه آن تا باشد برقرار حتما

تقعر یا تحدب های خاصیت دارای نیز گیبس تابع و آنتالپی تابع هلمهولتز، آزاد انرژی تابع انرژی، تابع مثل ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل بقیه که

پرداخت. خواهیم آنها به که دارند بر در ͳ΋فیزی عمیق نتایج بل΋ه نیستند زیباشناسانه و ͳریاض ͳخواص تنها تقعر و تحدب خواص این هستند. ͳمعین

دهد. ͳم نشان را ٢ را محدب تابع Έی (٢) ش΋ل شویم. آشنا مقعر تابع و محدب تابع تعریف با است بهتر نخست

convexity١

Convex Down٢

١
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انتروپی تابع دهنده نشان تواند ͳم که ١است شماره تابع تنها هستند، صعودی توابع دو هر که ش΋ل این در شده داده نشان تابع دو بین از :١ ش΋ل

باشد. انرژی حسب بر
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محدب تابع Έی :٢ ش΋ل

قرار آن بر مماس خطوط زیر همواره اش ͳمنحن که است خاصیت این دارای محدب تابع دهد. ͳم نشان را ٣ مقعر تابع Έی نیز (٣) ش΋ل

Convex٣

٢



دارد.
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مقعر تابع Έی :٣ ش΋ل

دیΎرش کننده تعریف خاصیت Έی گیرد. ͳم قرار برآن مماس خطوط از بالاتر همواره اش ͳمنحن که است خاصیت این دارای هم مقعر تابع

که: است این

λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≤ f(λx1 + (1− λ)x2) ∀x1, x2, λ ∈ [0, 1]. (٢)

دهیم قرار بالا رابطه در گاه هر

x1 = x− ϵ, x2 = x+ ϵ λ =
1

2
, (٣)

رسیم ͳم زیر نتیجه به

2f(x) ≤ f(x− ϵ) + f(x+ ϵ), (۴)

٣



شد: خواهد زیر نتیجه به منجر ϵ حسب بر بسط از پس که

0 ≤ d2f

dx2
. (۵)

متغیره چند تابع Έی کرد. تعریف زیر صورت به نیز متغیره چند توابع برای را آن توان ͳم و نیست متغیره Έی توابع به منحصر خاصیت این البته

کند: صدق زیر شرط در اگر است محدب f(x)

λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≤ f(λx1 + (1− λ)x2) ∀ x1 and x2, λ ∈ [0, 1]. (۶)

حال کرد. وارون بالا تعاریف در را ها نامساوی جهت که است ͳکاف تنها شود ͳم داده تعمیم نیز بالا به رو محدب توابع به ͳسادگ به گفتیم که آنچه

چارچوب در را توابع این ͳریاض خواص درباره بیشتر ͳبررس کنیم. توجه آنتروپی تابع به توانیم ͳم ایم آورده بدست توابع این از ͳکاف شناخت که

دهیم. ͳم انجام انتروپی توابع

ͳ΋ترمودینامی های حالت پایداری و آنتروپی تابع ٢

است. رسیده تعادل به (۴) ش΋ل در شده داده نشان ظرف Έی در که بΎیرید نظر در را همΎن گاز Έی

۴
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حالت و شود ͳخنث بایست ͳم حالت آن در خیزی و افت هر بنابراین باشد. پایدار تعادل حالت Έی بایست ͳم بالا در داده نشان حالت :۴ ش΋ل

. کرد تصور توان ͳم دیΎری متغیر هر یا حجم خیز و افت برای مشابه ش΋ل Έی برگردند. حالت آن به دوباره جدید های

نمایش U با را نیمه هر انرژی اگر هستند. هم به شبیه کاملا ظرف نیمه دو از کدام هر و کرده تقسیم مساوی قسمت دو به را ظرف رسانا دیواره

سمت به چپ سمت از ϵ اندازه به انرژی از ͳقسمت ۴ خیز و افت Έی اثر در که کنید تصور حال .2S(U, V ) با: است برابر سیستم آنتروپی دهیم،

ظرف اولیه آنتروپی از جدید آنتروپی اگر .S(U + ϵ, V ) + S(U − ϵ, V ) با: است برابر سیستم این آنتروپی صورت این در شود. منتقل راست

از آنتروپی از جدید آنتروپی که است این تعادل بودن پایدار شرط بنابراین است. نبوده تعادل حالت Έی اولیه حالت که معناست این به باشد بیشتر

ͳم در توپ Έی که است ͳوقت مثل درست وضعیت این کند. ͳخنث را خیز و افت این و برگردد اول حالت همان به دوباره گاز تا باشد کمتر اولیه

به را آن پتانسیل برود اطراف به خیزی و افت اثر در توپ اگر که است این تعادل بودن پایدار شرط است. رسیده تعادل به پتانسیل چاه Έی نیمم

اما است صفر توپ بر وارد نیروی بازهم باشد داشته قرار پتانسیل Έی تخت یا ماکزیمم نقطه در توپ اگر واق΄ در برگرداند. اش اولیه تعادل نقطه

شرط که داریم انتظار این بنابر است. حاکم وضعیت همین نیز آنتروپی مورد در نیستند. ͳتعادل پایدار های وضعیت نقاط، این که است این مسئله

باشد: برقرار زیر

2S(U, V ) ≥ S(U + ϵ, V ) + S(U − ϵ, V ). (٧)

Fluctuation۴

۵



نتیجه در و است انرژی متغیر از پایین به رو محدب تابع Έی انتروپی که است این رابطه این معنای

( ∂2S
∂U2

)
V
≤ 0. (٨)

دو در گاز فشار دهیم. انجام است کرده جدا هم از را ظرف نیمه دو که ͳاک΋اصط بدون و متحرک دیواره با توانستیم ͳم را ͳذهن آزمایش این

تعادل حالت در سیستم خود توسط بتوانند دیواره وضعیت در Έکوچ های خیز و افت که داریم انتظار بازهم است. برابر هم با دیواره این طرف

این بنابر شوند. ͳخنث

2S(U, V ) ≥ S(U, V + η) + S(U, V − η) (٩)

که است آن معنای به که

( ∂2S
∂V 2

)
U
≤ 0. (١٠)

که است این معنای به پایدار تعادل صورت این در کنند. ͳم تغییر انرژی هم و حجم هم آن در که گیریم ͳم نظر در را خیزی و افت حال

2S(U, V ) ≥ S(U + ϵ, V + η) + S(U − ϵ, V − η). (١١)

قرار بالا در اش ماکزیمم نقطه که رسد ͳم نظر به ͳسهم Έی مثل کنیم نگاه که ͳمقطع هر از را آنتروپی ΀سط ش΋ل که معناست این به رابطه این

رسیم: ͳم زیر نتیجه به تغییرات این از دوم مرتبه تا راست طرف بسط با قند. کله Έی مثل درست است، گرفته

ϵ2
∂2S

∂U2
+ η2

∂2S

∂V 2
+ 2ϵη

∂2S

∂U∂V
≤ 0 (١٢)

نوشت: زیر ͳماتریس صورت به توان ͳم را رابطه این

(
ϵ η

) ∂2S
∂U2

∂2S
∂U∂V

∂2S
∂U∂V

∂2S
∂V 2


 ϵ

η

 ≤ 0 ∀ ϵ, η. (١٣)

مثل ͳحقیق ماتریس Έی بودن ͳمنف ͳکل طور به است. ۵ معین نیمه ͳمنف ماتریس Έی آنتروپی مشتقات ماتریس که است این رابطه این معنای

v =

(
1 0

)
دهیم قرار اگر ساده مثال این مورد در است. برقرار vTAv ≤ 0 ی رابطه v دلخواه̃ ͳحقیق بردار هر ازای به که معناست این به A

است این معنای به رابطه این واق΄ در است. این از بیش (١٣) رابطه محتوی اما آیند. ͳم بدست (١٠) و (٨) شرایط̃ همان v =

(
0 1

)
یا

negative semi-definite۵

۶



ماتریس (چنانچه ماتریس این دترمینان که معناست این به امر این هستند. صفر با مساوی یا تر Έکوچ دوم مشتقات ماتریس مقدارهای ویژه که

شرط این آوردیم بدست قبلا که ͳروابط بر علاوه بایست ͳم نتیجه در مقدارهاست. ویژه ضرب حاصل دترمینان زیرا است، مثبت باشد) دو در دو

گرفته نظر در حجم و انرژی از ͳتابع عنوان به انتروپی روابط این در نویسیم: ͳم زیر در را شرط سه هر مراجعه ͳسادگ برای باشد. برقرار نیز زیر

است. شده گرفته نظر در ثابت آن در نیز ذرات تعداد و شده

( ∂2S
∂U2

)
V
≤ 0

( ∂2S
∂V 2

)
U
≤ 0

∂2S

∂U2

∂2S

∂V 2
− (

∂2S

∂U∂V
)2 ≥ 0 (١۴)

پس است، صعودی انرژی حسب بر همواره (١) ش΋ل در 1 ͳمنحن مثل آنتروپی اگر که اید ͳم پیش سوال این توضیح: Έی n

ندارد قیدی هیچΎونه که همΎن سیستم Έی برای بله که است این ΁پاس دهد. ͳم رخ انرژی مقدار بیشترین در حتما آن بیشینه نقطه

صورت به آنتروپی تابع آنگاه دهیم، ͳم قرار ی΋دیΎر کنار را سیستم دو ͳوقت که داد ͳم نشان دیدیم بالا در که آنچه اما است. چنین

بر آنتروپی تابع دو هر عبارت این در است. ثابت مقداری و سیستم دو کل انرژی U0 آن در که اید ͳم در S(U) + S(U0 − U)

ͳ΋ی کند، ͳم تعیین سیستم دو بین تعادل حالت در را انرژی توزیع که U متغیر حسب بر اما هستند،  صعودی خود متغیرهای حسب

این نکته است. تعادل نقطه همان که شود ͳم پیدا ماکزیمم نقطه Έی متغیر این حسب بر نتیجه در است. ͳنزول دیΎری و صعودی

افتد. ͳنم اتفاق الزاما چیزی چنین نباشد، محدب تابع Έی آنتروپی تابع اگر که است

انتروپی تحدب از ͳناش ͳ΋فیزی نتایج از ͳبعض ٢ . ١

آوریم: ͳم بدست نتیجه نخستین بعنوان کنیم. نگاه نتایج این به بیایید دارند. ͳمهم ͳخیل بلافاصله نتایج ها شرط این اما

( ∂2S
∂U2

)
V,N

= − 1

T 2

(∂T
∂U

)
V,N

=
−1

NT 2cv
≤ 0 −→ cV ≥ 0. (١۵)

شود. ͳم دما رفتن بالا سبب اجسام به دادن گرما همواره ͳیعن است. مثبت کمیت Έی ثابت حجم در ویژه گرمایی ظرفیت ͳسیستم هر برای ͳیعن

بنویسیم: زیر ش΋ل به توانیم ͳم را رابطه این آوریم. ͳم بدست مهم ͳ΋فیزی نتیجه Έی نیز دوم رابطه از

∂

∂V

( ∂S
∂V

)
U
≤ 0. (١۶)

٧



به شود ͳم تبدیل بالا رابطه بنابراین، .
(
∂S
∂V

)
U
= P

T که دانیم ͳم dU = TdS − PdV رابطه از اما

∂

∂V

(P
T

)
U
≤ 0, (١٧)

شده. نوشته (V,U) از ͳتابع عنوان به P
T رابطه این در

که دهید نشان ماکسول روابط از استفاده با تمرین: n

(∂P
∂T

)
V
=

α

κT
. (١٨)

بسپارید. یاد به همیشه و کنید ثابت بار Έی را آن که است خوب کرد.بنابراین خواهید استفاده بارها رابطه این از

ͳیعن وندروالس گاز حالت معادله از مثال: n

P =
RT

v − b
− a

v2
(١٩)

اید: ͳم بدست زیر ش΋ل به پذیری تراکم ضریب

κT =
1

− 2a
v2 + RTv

(v−b)2

(٢٠)

نتیجه در

(
∂κ−1

∂T

)
V
=

Rv

(v − b)2
≥ 0 (٢١)

( ∂κ
∂T

)
V
≤ 0. که است این معنای به که

ͳ΋ترمودینامی های حالت پایداری و انرژی تابع ٣

انرژی نمایش در را موضوع همین بخش این در کردیم. ͳبررس انتروپی نمایش در را ͳ΋ترمودینامی تعادل حالت پایداری موضوع پیشین بخش در

را خود مقدار کمترین کل انرژی آن در که است ͳحالت تعادل حالت است، ثابت اش آنتروپی که ͳسیستم Έی برای که دانیم ͳم کنیم. ͳم ͳبررس

٨



چرا شود، انرژی افزایش باعث حجم یا انتروپی مثل سیستم درون متغیرهای در خیزی و افت هر هرگاه است پایدار تعادل حالت ͳحالت چنین دارد.

ش΋ل رسم و ͳذهن ازمایش Έی طرح به نیاز اینکه بدون بنابراین شد. نخواهد دور آن و گشت بازخواهد تعادل حالت به سیستم صورت این در که

بنویسیم توانیم ͳم باشیم داشته جدیدی

2U(S, V ) ≤ U(S + ϵ, V + η) + U(S − ϵ, V − η) ∀ ϵ, η, (٢٢)

گیریم ͳم نتیجه آن از که

∂2U

∂S2
≥ 0,

∂2U

∂V 2
≥ 0,

∂2U

∂S2

∂2U

∂V 2
− (

∂2U

∂S∂V
)2 ≥ 0. (٢٣)

ماتریس مقدار ویژه دو هر جا این در که کنید دقت ∂2U
∂S2

∂2U
∂S∂V

∂2U
∂V ∂S

∂2U
∂V 2

 (٢۴)

سیستم تعادل نقطه که است دره Έی مثل U(S, V ) تابع ش΋ل دیΎر عبارت به است. مثبت نیز دو آن ضرب حاصل نتیجه در و هستند مثبت

شود. ͳم انرژی افزایش باعث تعادل حالت آن با اختلاف نوع هر و دارد قرار آن قعر در ͳ΋ترمودینامی

انرژی تقعر از ͳناش ͳ΋فیزی نتایج از ͳبعض ٣ . ١

است، مثبت ͳکمیت ثابت حجم در ویژه گرمایی ظرفیت که است این معنای به که آوریم،  ͳم بدست
(
∂2U
∂S2

)
V

≥ 0 رابطه از را نتیجه ترین ساده

که است این هم اش دلیل

(∂2U
∂S2

)
V
= (

∂T

∂S

)
V
=

T

CV
(٢۵)

زیرا است، مثبت نیز ،Έادیاباتی پذیری تراکم ضریب که آوریم ͳم بدست ترتیب همین به

(∂2U
∂V 2

)
S
=

(∂(−P )
∂V

)
S
=

1(
− ∂V

∂P

)
S

=
1

V κS
. (٢۶)

٩



که: کنیم ͳم توجه نخست (٢۴) تقعر رابطه سومین از استفاده برای

( ∂2U

∂V ∂S

)
=

( ∂T
∂V

)
S
= −

(
∂S
∂V

)
T(

∂S
∂T

)
V

= −
T
(
∂S
∂V

)
T

CV
= −

T
(
∂P
∂T

)
V

CV
= − Tα

κTCV
(٢٧)

رسیم ͳم زیر رابطه به روابط این ترکیب با نهایتا ایم. کرده استفاده (١٨) رابطه و ماکسول رابطه Έی از آخر تساوی دو در که

(κT
α

)2CV

κs
≥ TV. (٢٨)

ترکیب از مستقل ͳسیال هر و ای ماده هر مورد در که کند ͳم برقرار حجم و دما هر در مختلف ΁پاس توابع روی معین شرط Έی واق΄ در رابطه این

است. معتبر آن ساختار و

ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل دیΎر تحدب خواص ۴

بتوان بایست ͳم القاعده ͳعل بنابراین آیند. ͳم بدست انتروپی یا انرژی پتانسیل از لژاندر تبدیل از استفاده با همه دیΎر ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل

نظر در را U(X) ͳکل تابع کنیم. ͳم نگاه لژاندر تبدیل به دیΎر بار Έی کار این برای آورد. بدست رابطه این از استفاده با را آنها تحدب خواص

شوند: ͳم تعیین زیر روابط با لژاندر تبدیل نتیجه در و آن مشتق تابع این برای دارد. متغیر Έی تنها تابع که کنیم ͳم فرض ͳسادگ رای گیریم. ͳم

dU = PdX P :=
∂U

∂X
(٢٩)

و

ψ := U −XP dψ = −XdP X := − ∂ψ

∂P
. (٣٠)

بنویسیم:  توانیم ͳم حال شود. ͳم انجام متغیر Έی همان به نسبت نیز لژاندر تبدیل

∂X

∂P
=

1
∂P
∂X

(٣١)

(٣٠) ͳیعن لژاندر تبدیل روابط به توجه با و

− ∂2ψ

∂P 2
=

1
∂2U
∂X2

. (٣٢)

١٠



که دهد ͳم نشان رابطه این

∂2U

∂X2
> 0 ↔ ∂2ψ

∂P 2
< 0 (٣٣)

و

∂2U

∂X2
< 0 ↔ ∂2ψ

∂P 2
> 0. (٣۴)

بدون و ͳبراحت که است دلیل همین به هستند. دیΎر Έی وارون درست آن لژاندر تبدیل و تابع Έی این تابع تحدب خاصیت دیΎر عبارت به

آوریم. بدست انرژی تحدب خاصیت وی ر از را ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل همه تحدب خاصیت توانیم ͳم محاسبه

متغرهای از ͳتوابع ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل بقیه هستند، فزونور متغیرهای از ͳتابع که ͳداخل انرژی و آنتروپی خلاف بر نکته: Έی n

انرژی مثلا̈ تقسیم̮ با قبل حالت دو مثل را ͳ΋ترمودینامی سیستم پایداری استدلال توان ͳنم که است دلیل همین به هستند،  نافزونور و فزونور

تقعر یا تحدب خاصیت و کنیم استفاده لژاندر تبدیل از توانیم ͳم فقط ها پتانسیل نوع این برای برد. پیش U − ϵ و U + ϵ دوقسمت به

Έی V و T به نسبت F آزاد انرژی دوم مشتقات ماتریس مثلا که گفت توان ͳنم بنابراین بود. خواهد برقرار متغیر همان به نسبت تنها هم

است. ͳمنف یا مثبت ماتریس

کنیم: ͳم ͳبازنویس زیر در را ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل از ͳناش روابط

(∂2U
∂S2

)
V,N

≥ 0
(∂2U
∂V 2

)
S,N

≥ 0 (٣۵)

(∂2F
∂T 2

)
V,N

≤ 0
(∂2F
∂V 2

)
T,N

≥ 0 (٣۶)

(∂2H
∂S2

)
P,N

≥ 0
(∂2H
∂P 2

)
T,N

≤ 0 (٣٧)

(∂2G
∂T 2

)
P,N

≤ 0
(∂2G
∂P 2

)
T,N

≤ 0 (٣٨)

١١



علامت و کند ͳم تغییر یافته لژاندر تبدیل متغیر به نسبت تنها دوم مشتق علامت دهیم، ͳم انجام لژاندار تبدیل Έی که بار هر که کنید دقت

آوریم. ͳم بدست را بعدی های نامساوی (٣۵) های نامساوی از که است دلیل همین به ماند. ͳم ͳباق ثابت دیΎر متغیرهای به نسبت دوم مشتق

رابطه از که است مهم نکته این به توجه چنین هم
∂2U

∂V 2

∂2U

∂S2
≥ (

∂2U

∂V ∂S
)2

برای گیریم. ͳم نظر در را آل ایده گاز کنیم. روشن مثال Έی با را ها گفته این بیایید آوریم. ͳنم بدست هلمهولتز پتانسیل مورد در ͳخاص رابطه

داریم: گاز این

U = cNRT, S = NR ln(U cV ) = cNR ln cNRT +NR lnV. (٣٩)

نتیجه در

F ≡ U − TS = cNRT − cNRT ln(cNRT )−NRT lnV (۴٠)

داریم: تابع این برای

(∂2F
∂T 2

)
V,N

= −cNR
T

≤ 0,
(∂2F
∂V 2

)
T,N

=
NRT

V 2
≥ 0, (۴١)

و

( ∂2F

∂T∂V

)
= −NR

V
. (۴٢)

رابطه که بینیم ͳم مورد این در

(∂2F
∂T 2

)(∂2F
∂V 2

)
−
( ∂2F

∂T∂V

)2
= −(c+ 1)(

NR

V
)2 ≤ 0 (۴٣)

ͳول برقرارند (۴١) های نامساوی بازهم که دید خواهیم آنجا در دهیم انجام هم واندروالس گاز برای توانیم ͳم را محاسبه همین اما است. برقرار

نیست. برقرار الزاماً (۴٣) نامساوی

کنید. ͳبررس وندروالس گاز برای را موضوع این تمرین: n

١٢



توابع تحدب و لژاندر تبدیل ۵

ͳداخل انرژی لژاندر تبدیل هلمهولتز آزاد انرژی تابع مثلا که معنایی همان به هستند. دیΎر Έی لژاندر تبدیل ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل که دانیم ͳم

،Έترمودینامی گرفتن نظر در بدون و ͳکل طور به که گیریم ͳم یاد بخش این در است. هلمهولتز آزاد انرژی لژاندر تبدیل نیز ͳداخل انرژی است،

برای ایم آموخته ͳکل طور به که را آنچه توانیم ͳم بخش این خواندن از پس است. چΎونه هستند دیΎر Έی لژاندر تبدیل که ͳتوابع تحدب روابط

بΎیرید. نظر در را زیر مثل متغیر دو از ͳتابع ببریم. کار به ͳ΋ترمودینامی پتانسیل توابع

f = f(x, y) (۴۴)

که دانیم ͳم

df = Pxdx+ Pydy (۴۵)

آن در که

Px =
(∂f
∂x

)
y

Py =
(∂f
∂y

)
x
. (۴۶)

شود. ͳم تعریف زیر صورت به (x, Px) متغیرهای جفت به نسبت تابع این لژاندر تبدیل

g := f − xPx (۴٧)

آن نتیجه در که

dg = −xdPx + Pydy. (۴٨)

است: زیر متغیرهای از ͳتابع g بنابراین

g = g(Px, y) (۴٩)

بنویسیم: توانیم ͳم بخواهیم Px به نسبت را g تابع تحدب اگر حال

( ∂2g
∂P 2

x

)
y
=

(
− ∂x

∂Px

)
y
= − 1(

∂Px

∂x

)
y

= − 1(
∂2f
∂x2

)
y

. (۵٠)

١٣



لژاندر تبدیل در که متغیری همان به نسبت تابع تحدب علامت که معنا این به ایم. شده آشنا آن با قبلا که است ساده ͳخیل رابطه Έی رابطه این

کنیم. نگاه نداشته شرکت لژاندر تبدیل در که متغیری به نسبت را تحدب رابطه خواهیم ͳم بار این اما شود. ͳم ͳمنف ͳسادگ به است، کرده شرکت

نویسیم: ͳم منظور این به

(∂2g
∂y2

)
Px

=
(∂Py

∂y

)
Px

(۵١)

که دانیم ͳم بنویسیم. Px و y از ͳتابع عنوان به را Py که داریم نیاز راست طرف محاسبه برای

Py =
(∂f
∂y

)
x
= Py(x, y) (۵٢)

نویسیم: ͳم مشتق درست محاسبه برای

Py = Py(x, y) = Py(x(y, Px), y) (۵٣)

آنجا از و

(∂Py

∂y

)
Px

=
(∂Py

∂x

)
y

(∂x
∂y

)
Px

+
(∂Py

∂y

)
x
=

( ∂2f
∂x∂y

)(∂x
∂y

)
Px

+
(∂2f
∂y2

)
x
. (۵۴)

بنویسیم توانیم ͳم ایم یادگرفته قبل های فصل در که ͳروابط از اما

(∂x
∂y

)
Px

= −
(
∂Px

∂y

)
x(

∂Px

∂x

)
y

= −
(

∂2f
∂x∂y

)(
∂2f
∂x2

)
y

. (۵۵)

رسیم: ͳم نهایی نتیجه به ͳقبل رابطه در رابطه این جایΎذاری با

(∂2g
∂y2

)
Px

= −

(
∂2f
∂x2

)
y

(
∂2f
∂y2

)
x
−

(
∂2f
∂x∂y

)2(
∂2f
∂x2

)
y

. (۵۶)

بنابراین است. خودش متغیر دو هر به نسبت اول تابع ترکیبی های مشتق با متناسب تابع Έی لژاندر تبدیل دوم مشتق که کند ͳم بیان رابطه این

نسبت توابع این دوم های مشتق همان به که است ͳکاف و کنیم توجه توابع این ترکیبی های مشتق به که نیست نیازی ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل در

باشیم. داشته توجه جداگانه صورت به متغیرهایشان از کدام هر به

بنویسیم: توانیم ͳم بیشتر محاسبه بدون اکنون رابطه این از ͳمثال عنوان به

(∂2F
∂V 2

)
T
= −

(
∂2U
∂S2

)
V

(
∂2U
∂V 2

)
S
−

(
∂2U
∂S∂V

)2(
∂2U
∂S2

)
V

. (۵٧)
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بالعکس یا و

(∂2U
∂V 2

)
S
= −

(
∂2F
∂T 2

)
V

(
∂2F
∂V 2

)
T
−
(

∂2F
∂T∂V

)2(
∂2F
∂T 2

)
V

. (۵٨)

بنویسید. هلمهولتز و گیبس های پتانسیل جفت چنین هم و انتالپی، و ͳداخل انرژی های پتانسیل جفت برای را اخیر رابطه دو مشابه تمرین: n

Έترمودینامی های پتانسیل تحدب خواص نتایج از ͳبعض ۶

ها سیستم این تمایل و ͳ΋ترمودینامی تعادل های حالت پایداری همان کند ͳم ایفا Έترمودینامی های پتانسیل تحدب خاصیت که ͳنقش مهمترین

ناسازگار شده گفته خواص این با خود به خود ͳمنΎناه هرگونه دادیم نشان که همانطور که چرا است، شدن ی΋نواخت و همΎن بیشتر چه هر برای

ͳم اشاره آنها از ͳبعض به بخش این در که دارند استاندارد پذیر اندازه های کمیت باره در هم ͳمعین و ملموس نتایج تحدب خواص این اما است.

کنیم. استفاده مناسب پتانسیل تابع از بایست ͳم روابط این از کدام هر آوردن بدست برای که است این نکته کنیم.

مستقل متغیرهای که کنیم استفاده ͳپتانسیل از باید Cv = T
(
∂S
∂T

)
V

که آنجا از .Cv ثابت، حجم در گرمایی ظرفیت بودن مثبت n

آوریم: ͳم بدست و کنیم ͳم استفاده
(

∂2U
∂S2

)
V
≥ 0 رابطه از بنابراین است. انرژی همان ͳتابع چنین باشند. انتروپی و حجم اش

∂

∂S

(
∂U

∂S

)
V

= (
∂T

∂S
)V =

1

( ∂S∂T )V
=

T

Cv
≥ 0 (۵٩)

متغیرهای که کنیم استفاده ͳپتانسیل از توانیم ͳم بازهم κS = − 1
V

(
∂V
∂P

)
S

که آنجا از .κS دررو، بی پذیری تراکم بودن مثبت n

آوریم: ͳم بدست و کنیم ͳم استفاده
(

∂2U
∂V 2

)
S
≥ 0 رابطه از بنابراین .ͳداخل انرژی همان ͳیعن باشند آنتروپی و حجم اش مستقل

∂

∂V

(
∂U

∂V

)
S

= −(
∂P

∂V
)S =

−V
(∂V∂P )S

=
1

κS
≥ 0 (۶٠)

.κT همدما، پذیری تراکم بودن مثبت n

هلمهولتز. آزاد انرژی همان ͳیعن باشند دما و حجم اش مستقل متغیرهای که کنیم استفاده ͳپتانسیل از باید κT = − 1
V

(
∂V
∂P

)
T

که آنجا از

آوریم: ͳم بدست و کنیم ͳم استفاده
(

∂2F
∂V 2

)
T
≥ 0 رابطه از بنابراین

∂

∂V

(
∂F

∂V

)
T

= −(
∂P

∂V
)T =

−1

(∂V∂P )T
=

V

κT
≥ 0 (۶١)
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.Cp ثابت، فشار در ویژه گرمایی ظرفیت بودن مثبت n

رابطه از بنابراین گیبس. تابع ͳیعن باشند، دما و فشار اش مستقل متغیرهای که کنیم استفاده ͳپتانسیل از باید Cp = T
(
∂S
∂T

)
P

که آنجا از

آوریم: ͳم بدست و کنیم ͳم استفاده
(

∂2G
∂T 2

)
P
≤ 0 تحدب

∂

∂T

(
∂G

∂T

)
P

= −(
∂S

∂T
)P =

−1

T
Cp ≤ 0. (۶٢)

ظرفیت و پذیری تراکم ضریب ،ͳحجم انبساط ضریب مثل ΁پاس توابع حسب بر را
(
∂2S
∂V 2

)
U
≤ 0 شرط نتیجه : شده حل مثال n

است: زیر نامساوی معنای به شرط این که دهید نشان و بنویسید گرمایی

PTα
( 1

Cp
+

1

Cv

)
≤ P 2κT

Cv
+
T

V
. (۶٣)

زبان به نیست. آزمایشΎاه در گیری اندازه قابل های کمیت بین ͳسرراست و ساده چندان رابطه نامساوی این پیداست، که همانطور

حسب بر را ͳ΋ترمودینامی های مشتق و ها کمیت چΎونه که دهد ͳم یاد ما به تمرین این اما نیست. دردبخور به چندان رابطه این ساده

هم کنیم. استفاده ایم یادگرفته ماکسول روابط درس بخصوص گذشته درسهای در که هایی Έتکنی از و بنویسیم دیΎر های کمیت

کنیم. استفاده ماکسول روابط از توانیم ͳنم موق΄ چه که گیریم ͳم یاد چنین

که:  کنیم ͳم شروع اینجا از حل:

( ∂2S
∂V 2

)
U
=

∂

∂V
(
∂S

∂V
)U =

∂

∂V

(P
T

)
U
=
T ( ∂P∂V )U − P ( ∂T∂V )U

T 2
. (۶۴)

حسب بر را U تغییرات که است این نیازمند
(
∂T
∂V

)
U

محاسبه کنیم. حساب را کسر این صورت در شده وارد مشتقات بایست ͳم

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم شروع ͳاصل رابطه از بنویسیم. V و T تغییرات

dU = TdS − PdV = T
[(∂S
∂T

)
V
dT +

( ∂S
∂V

)
T
dV

]
− PdV (۶۵)

به رسیم ͳم ماکسول روابط از استفاده با

dU = CvdT + T
(∂P
∂T

)
V
dV − PdV (۶۶)
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است: این اش نتیجه
(
∂P
∂T

)
V
= α

κT
که این به توجه با که

( ∂T
∂V

)
U
=
P − Tα

κT

Cv
. (۶٧)

داشت: خواهیم بنویسیم. V و P تغییرات حسب بر را U تغییرات که است این نیازمند
(
∂P
∂V

)
U

محاسبه

(∂P
∂V

)
U
= −

(
∂U
∂V

)
P(

∂U
∂P

)
V

(۶٨)

شده نوشته فشار و حجم حسب بر ͳداخل انرژی مشتقات مخرج و صورت در کنیم. محاسبه جداگانه را مخرج و صورت باید ͳم حال

شده خواسته مشتقات که این برای بنابراین شود. ͳم نوشته حجم و انتروپی حسب بر ͳداخل انرژی ͳاصل رابطه در که دانیم ͳم است.

نویسیم: ͳم فشار و حجم حسب بر را انتروپی کنیم،  محاسبه را بالا رابطه در

U = U(S, V ) = U(S(V, P ), V ) (۶٩)

گیریم: ͳم نتیجه رابطه این از

(∂U
∂V

)
P

=
(∂U
∂S

)
V

( ∂S
∂V

)
P
+
(∂U
∂V

)
S(∂U

∂P

)
V

=
(∂U
∂S

)
V

( ∂S
∂P

)
V
. (٧٠)

آشنا: های کمیت جایΎذاری با یا و

(∂U
∂V

)
P

= T
( ∂S
∂V

)
P
− P(∂U

∂P

)
V

= T
( ∂S
∂P

)
V
. (٧١)

روابط از بلافاصله توانیم ͳنم مشتقات محاسبه برای کنیم. حساب فشار و حجم به نسبت را آنتروپی مشتقات که این ماند ͳم ͳباق

مزدوج متغیرهای هم به نسبت فشار و حجم دادیم، توضیح ماکسول روابط به مربوط درس در که همانطور زیرا کنیم، استفاده ماکسول

کنیم: ͳم عمل زیر ترتیب به محاسبه این برای هستند.

( ∂S
∂V

)
P

=

(
∂S
∂T

)
P(

∂V
∂T

)
P

=
Cp

TV α
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( ∂S
∂P

)
V

=

(
∂S
∂T

)
V(

∂P
∂T

)
V

=
CpκT
Tα

. (٧٢)

داشت: خواهیم نتیجه در

(∂U
∂V

)
P
=

Cp

V α
− P,

(∂U
∂P

)
V
=
CpκT
α

(٧٣)

هم بر دو این تقسیم با و

(∂P
∂V

)
U
=
αV P − Cp

CpκTV
. (٧۴)

که رسیم ͳم نتیجه این به (۶۴) رابطه در (٧۴) و (۶٧) دادن قرار با

T
(αPV − Cp

CpV κT

)
− P

(P − Tα
κT

CV

)
≤ 0 (٧۵)

کردن ساده از پس یا و

PTα
( 1

Cp
+

1

Cv

)
≤ P 2κT

Cv
+
T

V
. (٧۶)

دهیم. نشان خواستیم ͳم که بود چیزی همان این و

لوشاتلیه اصل ٧

ͳخیل ͳ΋فیزی نمود ͳول دهد ͳم نشان ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل تقعر یا تحدب در را خود اگرچه ͳ΋ترمودینامی سیستم Έی در تعادل پایداری

که کنید فرض الف، ش΋ل در دهد. ͳم نشان را پایداری این از ساده نمود دو (۵) ش΋ل است. شهودی درک قابل ͳسادگ به که دارد نیز ͳواضح

دمای از دمایش و شده گرم گاز Έی از ͳ΋کوچ قسمت شود)، ͳم تابیده تعادل حال در گاز Έی به که نوری شعاع از گرما جذب (مثلا ͳدلیل به

توابع تحدب دلیل به شود. ͳم منتقل گاز بقیه به قسمت این از Q اندازه به حرارت از ͳ΋کوچ مقدار صورت این در رود. ͳم بالاتر گاز تعادل

آن دمای که شود ͳم باعث Έکوچ ناحیه این توسط حرارت دادن دست از دلیل،  همین به و است مثبت Cv گرمایی ظرفیت که دانیم ͳم پتانسیل

ش΋ل حال برد. ͳم بین از خود به خود صورت به را ͳنΎناهم این تعادل حال در سیستم بهتر عبارت به شود. همدما گاز کل نتیجه در و بیاید پایین

١٨



ͳم باعث فشار افزایش این شود. تعادل حال در فشار از بالاتر گاز از Έکوچ ناحیه Έی در فشار ͳدلیل به که کنید فرض بΎیرید. نظر در را ب

افزایش هستند، صفر از تر بزرگ κS و κT اینکه و پتانسیل توابع تحدب دلیل به بازهم اما شود. تر بزرگ ͳاندک Έکوچ ناحیه آن حجم که شود

بازهم شود. برابر گاز کل فشار با ناحیه این فشار که کند ͳم پیدا ادامه ͳموقع تا افت این و کند پیدا افت آن فشار تا شود ͳم باعث ناحیه این حجم

لوشاتلیه اصل رود ͳم پیش ͳنΎهم سوی به سیستم و رود ͳم بین از تعادل حالت در ͳنΎناهم نوع هر که مشاهده این رود. ͳم بین از گاز ͳنΎناهم

تضعیف بجای ͳنΎناهم گونه هر و شدند ͳم ͳمنف پذیری تراکم یا ویژه گرمایی ظرفیت آنگاه نداشت، وجود تحدب خواص اگر شود. ͳم نامیده ۶

شد. ͳم خارج ͳکل به تعادل حالت از سیستم و شد ͳم تقویت

T

T + ϵ
Q

P

P + ϵ
V

الف

ب

پایدار دلیل به هم دو هر رود. ͳم بین از فشار در ͳنΎناهم ͳدوم در رود. ͳم بین از دما در ͳنΎناهم الف در لوشاتلیه. اصل از نمود دو :۵ ش΋ل

دهد. ͳم نشان پتانسیل توابع تحدب در را خود ͳریاض نظر از که تعادل بودن

Le Chatelier’s Principle۶
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ها: مسئله ٨

و A,B,C های ثابت که کنید فرض اند. شده داده مختلف های سیستم از ͳ΋ترمودینامی های پتانسیل عنوان به زیر روابط :Έی مسئله n

دارند. را پایداری شرایط ها پتانسیل این از Έی کدام که کنید تحقیق هستند. مثبت D

a :) F = A(
N5T

V 3
)

1
2

b :) G = BT
1
2P 2N

c :) H = C(
S2P

1
2

N
)

a :) U = D(
S3V 4

N5
)

1
2 . (٧٧)

که: دهید نشان ماکسول روابط چنین هم و تعاریف از استفاده با نخست الف:  دو: مسئله n

Cp = Cv +
TV

κT
α2, κT = κs +

TV

Cp
α2 (٧٨)

است. ͳحجم انبساط ضریب α آن در که

.κT ≥ κS چرا اینکه و Cp ≥ Cv چرا که دهید توضیح شهودی طور به ب:

کند. ͳم صدق پایداری شرط در آل ایده گاز Έی ͳاساس معادله که دهید نشان سه: مسئله n

برقرارند: زیر روابط واندروالس گاز برای که ایم داده نشان ͳقبل های درس از ͳ΋ی در چهار: مسئله n

P =
RT

v − b
− a

v2
, u = cRT − a

v
. (٧٩)

است: زیر ش΋ل به ͳاساس معادله واندروالس، گاز برای که دهید نشان روابط این از استفاده با

s(u, v) = s(u0, v0) + cR ln
( a+ uv

a+ u0v0

)
+R ln

( v − b

v0 − b
(
v0
v
)c
)

(٨٠)

کار این برای کند. ͳنم صدق پایداری شرط در پارامترهایش محدوده همه در وانداروالس گاز ͳاساس معادله که دهید نشان پن;: مسئله n

کنید. مشخص را ناپایداری های ناحیه و کنید رسم مختلف دماهای در را حجم حسب بر فشار های ͳمنحن
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ͳقدردان ٩

ͳم تش΋ر ایشان از اند. کرده یادآوری من به را درسنامه این تایپی اش΋الات از تا چند ،١۴٠٢ سال بهار در درس این دانشجوی خدابنده، برنا آقای

کنیم.
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