
ریاضی علوم دانشکده�ی

۹۳ فروردین ۱۷ کاربردآن و احتمال

احتمال توزیع چند و احتمال مفاهیم برخی :۱۱ جلسه�ی
ِیوسفی مهدی نگارنده: خزائی شهرام دکتر مدرّس:

قسمت این احتمال توزیع چند معرفی با سپس و می�شویم آشنا احتمال نظریه در اساسی مفهوم سه با ابتدا قسمت این در
می�رسانیم. اتمام به را

تجمعی توزیع تابع ۱

هستیم. زیر احتمال�های محاسبه�ی نیازمند گاهی ما که است گرفته نشأت اینجا از تجمعی توزیع تابع ایده�ی

Pr{X = a} Pr{X ≤ a} Pr{X > a}

Pr{X ≥ a} Pr{a < X ≤ b} Pr{a ≤ X < b}

Pr{a < X < b}

می�کنیم. تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان FX(x) نماد با را X تصادفی متغیر ۱ تجمعی توزیع تابع ۱ تعریف

FX(x) = Pr{X ≤ x}

ثانیاً باشد غیرنزولی اولاً که شرطی به باشد تصادفی متغیر یک تجمعی توزیع تابع می�تواند FX(x) مانند تابعی ۱ قضیه
کند. صدق زیر تساوی�های در بی�نهایت در آن حد ثالثاً باشد. پیوسته راست از نقطه هر در

lim
x→−∞

FX(x) = ۰ lim
x→∞

FX(x) = ۱

باشد. تجمعی توزیع تابع یک معرف می�تواند زیر های نمودار با توابعی آیا ۱ مثال
اول: نمودار

۱comulative distribution function

۱۱-۱
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در است. یک برابر بی�نهایت مثبت در آن حد همچنین و است پیوسته راست از نقطه هر در و است صعودی هم زیرا بله
است. صفر برابر بی�نهایت منفی

دوم: نمودار

۱

۱ ۲ ۳−۱−۲
t

F (t)

می�شود. داده پوشش هم حدها شرط و است صعودی تابع است پیوسته راست از نقطه هر در بله

تجمعی توزیع تابع پیرامون وابط ر ۱.۱

می�کنیم. محاسبه را آوردیم بخش این ابتدای در که را احتمال�هایی مقادیر حال

�������� Pr{X ≤ a} = FX(a) Pr{X > a} = ۱− FX(a)

������� ��Pr{X < a} = lim
x→a−

FX(x) = FX(a−) Pr{a < X ≤ b} = FX(b)− FX(a)

Pr{X = a} = FX(a)− FX(a−) Pr{X ≥ a} = ۱− FX(a−)

Pr{a ≤ X < b} = FX(b−)− FX(a−) Pr{a < X < b} = FX(b−)− FX(a)

امیدریاضی ۲

احتمال جرم تابع با X مانند تصادفی متغیر یک برای که است احتمال نظریه در پایه�ای مفاهیم از یکی ریاضی امید
می�شود. تعریف زیر صورت به p(x)

۱۱-۲



(امید متوسط مقدار باشد. p(x) احتمال جرم تابع و {x۱, x۲, · · · } برد با تصادفی متغیر یک X کنید فرض ۲ تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به و می�شوند داده نشان E[X] با X تصادفی متغیر ریاضی)

E[X] =
∑
i

xip(xi)

خود احتمال مقدار با برابر وزنی با X تصادفی متغیر که است مقادیری وزن�دار میانگین ریاضی، امید بهتر بیان به
می�کنند. یاد هم انتظار مورد مقدار یا متوسط مقدار واژه�ی با ریاضی امید از و ر این از می�پذیرد.

هنگامی می�دهد. قرار ما اختیار در سودمندی اطلاعات ریاضی امید است باخت یا برد آن برآمد که آزمایش�هایی در
تعداد برای ما انتظار مورد مقدار متوسط می�دهد، نشان ریاضی امید که عددی می�شوند، تکرار بارها آزمایش�ها این که

است. بازی هر در بردها
است. ثابت عدد همان مقدار برابر آن متوسط مقدار و یک احتمال با است تصادفی متغیر یک ثابت عدد هر ۱ نکته

E[α] = α

یعنی: است؛ خودش برابر آن متوسط است، ثابت عددی E[X] چون می�شود نتیجه قبل نکته�ی از ۲ مثال

E[E[X]] = E[X]

تصادفی متغیر یک از تابعی متوسط مقدار ۱.۲

برای راهی یافتن قسمت این در ما هدف شده�باشد. داده حقیقی اعداد روی g : R → R مثل تابعی کنید فرض
می�کنیم. شروع مثال یک ذکر با را قسمت این نکته�ی است. E[g(X)] محاسبه�ی

است. مفروض زیر احتمالات و مقادیر با X تصادفی متغیر ۳ مثال

Pr{X = −۱} = ۰٫۲ Pr{X = ۰} = ۰٫۵ Pr{X = ۱} = ۰٫۳

احتمال می�گیریم. نظر در را Y = X۲ جدید تصادفی متغیر ابتدا کار این برای است. E[X۲] مقدار محاسبه�ی ما هدف
است: آمده زیر در می�پذیرد، Y که مقادیری

Pr{Y = ۱} = Pr{X = −۱}+ Pr{X = ۱} = ۰٫۵

Pr{Y = ۰} = Pr{X = ۰} = ۰٫۵
بنابراین

E[X۲] = E[Y ] = ۱× ۰٫۵+ ۰× ۰٫۵ = ۰٫۵
.E[X۲] ̸= E[X]۲ که است مشخص

است ممکن راهبرد این ولی برد کار به ها E[g(X)] محاسبه�ی برای را مثال در شده برده کار به راهبرد می�توان چه اگر
می�کنیم. بیان زیر قضیه�ی صورت به آن محاسبه برای میان�بر روش یک لذا باشد. خسته�کننده g(X) برخی برای

۲ قضیه
E[g(X)] =

∑
i

g(xi)p(xi)

متغیری در می�کنند تولید مقدار یک که هایی g(xi) همه�ی می�کنیم. عمل استفاده قبل مثال همانند اثبات برای برهان.
می�کنیم. طی را زیر مراحل سپس و می�کنیم ذخیره yj مثل

۱۱-۳



∑
i g(xi)p(xi) =

∑
j

∑
i:g(xi)=yj

g(xi)p(xi)

=
∑

j

∑
i:g(xi)=yj

yjp(xi)

=
∑

j yj
∑

i:g(xi)=yj
p(xi)

=
∑

j yj Pr{g(X) = yj}
= E[g(X)]

یعنی: است؛ خطی متوسط مقدار ۲ نکته

E[aX + b] = aE[X] + b

� می�شود. نتیجه ۲ قضیه�ی از برهان.

E[aX + b] =
∑
i

(axi + b)p(xi) = a
∑
i

xip(xi) + b
∑
i

p(xi) = aE[X] + b

است. برقرار نیز قبل نکته�ی کلی�تر حالت ۳ نکته

E[α۱g۱(X) + α۲g۲(X) + .....+ αngn(X)] = α۱E[g۱(X)] + α۲E[g۲(X)] + · · · · · ·+ αnE[gn(X)]

می�شود. شناخته متوسط مقدار بودن خطی تحت ویژگی این

یعنی: می�کند. صفر را خطا متوسط مقدار که است این متوسط مقدار برای دیگری تعبیری ۴ نکته

E[X − E[X]] = ۰

برهان.
E[X − E[X]] = E[X]− E[E[X]] = E[X]− E[X] = ۰

.E[|X − E[X]|] و E[X] محاسبه�ی است مطلوب زیر، احتمال جرم تابع با X تصادفی متغیر برای ۴ مثال

Pr{X = −۲} =
۱
۴ Pr{X = ۰} =

۱
۲ Pr{X = ۲} =

۱
۴

E[X] =
۱
۴ × (−۲) + ۰× ۱

۲ +
۱
۴ × ۲ = ۰

E[|X − E[X]|] = | − ۲− ۰| × ۱
۴ + |۰− ۰| × ۱

۲ + |۲− ۰| × ۱
۴ = ۱

واریانس ۳

X تصادفی متغیر مختلف مقادیر فاصله وزندار میانگین واقع در است. E[X − E[X]] = ۰ که دیدیم قبل قسمت در
از که است X از مقادیری بین نسبی تقارن آن و است واضح هم امر این علت است. صفر خود وزنی میانگین از
میانگین حول تصادفی متغیر مختلف مقادیر پراکندگی میزان از آگاهی نیازمند ما گاهی هستند. بیشتر یا کمتر E[X]

می�کنیم. تعریف زیر صورت به واریانس عنوان با را جدیدی مفهوم منظور، این برای هستیم. خود

۱۱-۴



می�شود: تعریف زیر صورت به می�شود، داده نشان نیز σ۲X با که ،X تصادفی متغیر یک واریانس ۳ تعریف

Var(X) = E[(X − E[X])۲]

استفاده واریانس محاسبه�ی برای زیر ساده�تر رابطه�ی از معمولا متوسط، مقدار بودن خطی ویژگی به توجه با ۵ نکته
می�شود:

Var(X) = E[X۲]− E[X]۲

برهان.
�������� E[(X − E[X])۲] = E[X۲ − ۲XE[X] + E[X]۲]

������� �� = E[X۲]− ۲E[X]E[X] + E[X]۲

= E[X۲]− E[X]۲

E[(X − t)۲] مقدار می�توان صورت این در بگیریم. نظر در X تصادفی متغیر از تخمینی عنوان به را t مقدار کنید فرض
کنید: تعریف کجاست. در آن مینیم مقدار بدانیم می�خواهیم حال گرفت. نظر در خطا سنجش برای معیاری عنوان به را

f(t) = E[(X − t)۲] = E[X۲]− ۲tE[X] + t۲

داریم:
df

dt
= −۲E[X] + ۲t = ۰ → t = E[X]

را تخمین خطای متوسط مجذور ،X تصادفی متغیر از تخمینی عنوان به متوسط مقدار است این دهنده�ی نشان این
می�کند. مینیم

می�آید. دست به واریانس تعریف از که می�شویم آشنا دیگری مفهوم با اینجا در

می�شود: تعریف زیر صورت به X تصادفی متغیر معیار انحراف ۴ تعریف

σX =
√
Var(X)

بین رابطه�ی که X∗ نام با بسازیم جدیدی تصادفی متغیر آن از و باشیم داشته را X تصادفی متغیر کنید فرض ۶ نکته
است. زیر صورت به آن متوسط مقدار و واریانس آنگاه باشد. X∗ = X−E[X]

σX
صورت به دو این

E[X∗] = ۰ Var(X∗) = ۱

می�گویند. کردن نرمال اصطلاح در کار این به

آورید. دست به را زیر احتمال توزیع�های واریانس ۵ مثال
E[X۱] = ۱ و است زیر صورت به اول توزیع

۱۱-۵



...
..

۰

.

۱

.

۲

.

۰٫۳

.

۰٫۴

.

۰٫۵
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Var(X۲) = (۰− ۵)۲ × (۰٫۲۵) + (۵− ۵)۲ × (۰٫۵) + (۱۰− ۵)× (۰٫۲۵) = ۱۲٫۵

احتمال توزیع�های ۴

برنولی توزیع ۱.۴

متغیر هستیم. مواجه برنولی توزیع با موفقیت، یا است شکست یا آن برآمدهای که باشیم داشته تصادفی آزمایش اگر
می�کنیم. تعریف زیر صورت به را آن تصادفی

X =

{ ۰ failure
۱ success

۱۱-۶



داریم. احتمال جرم تابع برای حال باشد p برابر پیروزی احتمال می�کنیم فرض

p(۰) = Pr{X = ۰} = ۱− p

p(۱) = Pr{X = ۱} = p

نامیده p پارامتر با برنولی تصادفی متغیر کند، پیروی بالا احتمال جرم تابع از آن احتمال جرم تابع که تصادفی متغیر
می�شود.

با: است برابر برنولی توزیع واریانس و متوسط مقدار ۷ نکته

E[X] = p σ۲X = p(۱− p)

زیرا است p پارامتر با برنولی تصادفی متغیر یک نیز X۲ باشد؛ p پارامتر با برنولی تصادفی متغیر یک X اگر ۸ نکته
.E[X۲] = p گفت می�توان محاسبه بدون بنابراین .X۲ = X

جمله�ای دو توزیع ۲.۴

تصادفی متغیر و است p برابر آن�ها از کدام هر در پیروزی احتمال که داریم هم از مستقل برنولی آزمایش n کنید فرض
دوجمله�ای توزیع با تصادفی متغیر ،X تصادفی متغیر می�کنیم. تعریف آزمایش n در (پیروزی�ها) موفقیت�ها تعداد را X

است. زیر صورت به آن احتمال جرم تابع و می�شود خوانده (n, p) پارامترهای با

p(k) = Pr{X = k} =

(
n

k

)
pk(۱− p)n−k, k = ۰,۱, · · · , n

است: زیر صورت به (n, p) پارامترهای با دوجمله�ای تصادفی متغیر واریانس و متوسط مقدار ۹ نکته

E[X] = np σ۲X = np(۱− p)

است. n = ۱ آن در که است دوجمله�ای توزیع از خاصی حالت برنولی توزیع ۱۰ نکته

با: است برابر آن ماکسیمم مقدار و است زنگوله شکل به دوجمله�ای توزیع نمودار ۱۱ نکته

k = [(n+ ۱)p]

پواسون توزیع ۳.۴

می�شود. نامیده λ پارامتر با پواسون تصادفی متغیر کند، تبعیت زیر فرمول از آن احتمال جرم تابع که تصادفی متغیر هر

p(k) = Pr{X = k} = e−λλ
k

k!

شرایط تحت می��توان و است ارزشمندی توزیع بسیار ولی می�رسد نظر به پیچیده�ای توزیع ظاهر در چه اگر پواسون توزیع
شد. خواهد بیان نکته�ای قالب در که کاربرد به دوجمله�ای توزیع تقریب برای آن از خاصی

۱۲ نکته
E[X] = λ Var(X) = λ

۱۱-۷



بزرگ مقداری n ،(n, p) پارامترهای با دوجمله�ای توزیع با X تصادفی متغیر با آزمایش یک در که هنگامی ۱۳ نکته
توزیع از می�توان صورت این در بشود، مطلوبی و متوسط مقدار λ = np که طوری به کند اختیار را کمی بسیار مقدار p و

کرد. استفاده دوجمله�ای توزیع برای تقریبی عنوان به پواسون
داریم: .λ = np که باشید داشته نظر در می�گیریم. نظر در را دوجمله�ای توزیع احتمال جرم تابع ابتدا برهان.

p(k) =
(
n
k

)
pk(۱− p)n−k = n!

k!(n−k)! (
λ
n )

k(۱− λ
n )

n−k

= n(n−۱)....(n−k−۱)
nk

λk

k!

(۱− λ
n )n

(۱− λ
n )k

می�کند: میل زیر مقدار به p(k) مقدار فوق شرایط تحت مرحله این در حال

p(k) = Pr{X = k} → e−λλ
k

k!

متغیر احتمال مقادیر تقریب برای پواسون توزیع از می�توان جهت این از است. پواسون توزیع احتمال جرم تابع با برابر که
کرد. استفاده X تصادفی

هندسی توزیع ۴.۴

می�شود انجام p پیروزی احتمال با شکست، یا پیروزی برآمد با هم از مستقل و پیاپی تصادفی آزمایش�های کنید فرض
جرم تابع دارای که می�نامیم p پارامتر با هندسی تصادفی متغیر را تصادفی متغیر چنین شود. مشاهده پیروزی یک تا

است. زیر احتمال
p(k) = (۱− p)k−۱p, k = ۱,۲,۳, · · ·

است: زیر صورت به هندسی تصادفی متغیر واریانس و متوسط مقدار ۱۴ نکته

E[X] =
۱
p

Var(X) =
۱− p

p۲

کنید؟ توجیه حسی طور به را جلسه این در شده مطرح توزیع�های متوسط مقدار می�توانید آیا ۱ سؤال

۱۱-۸


