
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

١٣٩١ آذرماه ٢١ اتوماتا و زبان�ها نظریه�ی

متن از مستقل زبان�های ویژگͬ�های :٢٣ جلسه�ی
قلͬ�زاده شفیع نͽارنده: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

متن از مستقل زبان�های برای تزریق لم ١

حداقل طول با L در z رشته�ی هر برای که طوری به دارد وجود n طبیعͬ عدد ͷی ،L متن از مستقل زبان هر برای
باشد: داشته را زیر شرایط که نوشت z = uvwxy صورت به را z مͬ�توان ،n

|vwx| ≤ n (١

|vx| ≥ ۱ (٢

∀i ≥ ۰ ; uviwxiy ∈ L (٣

نیست. متن از مستقل خاص زبانͬ که مͬ�شود استفاده نͺته این اثبات برای تزریق لم از

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را L زبان ١ مثال

L = {۰n۱n۲n | n ≥ ۱}

نیست. متن از مستقل زبان این که کنیم ثابت مͬ�خواهیم
z = ۰n۱n۲n رشته�ی مͬ�کند، تزریقصدق لم شرایط در ازای�nایکه به باشد. متن از مستقل زبان که فرضمͬ�کنیم

مͬ�گیریم. نظر در را
حالت دو از ͬͺی نباشند، تهͬ دو هر v و x رشته�های و |vwx| ≤ n و z = uvwxy که u, v, w, x, y هر ازای به

است: برقرار زیر

نیست. ٢ شامل vwx (١

نیست. ٠ شامل vwx (٢

دو هر در ،i = ۰ �دهیم قرار حالت دو هر در اگر هست، L در uviwxiy رشته�ی ،i ≥ ۰ هر ازای به تزریق لم طبق
مͬ�رسیم. تناقض به حالت
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تزریق لم اثبات

لم در n = ۲m مͬ�کنیم ادعا مͬ�گیریم. نظر در متغیر m با ͬͺچامس نرمال فرم به L− {ϵ} برای گرامری برهان.
مͬ�کنیم. ثابت را زیر لم ابتدا اثبات مͬ�کند.�برای صدق تزریق

است. (m+ ۱) حداقل طول با مسیری دارای ،|z| ≥ ۲m که ،z محصول با تجزیه درخت هر ١ لم

حداکثر دارای تجزیه درخت مسیر�های اگر مͬ�کنیم ثابت معادلا˟ و کرده mاستفاده روی استقرا از اثبات برای برهان.
.|z| ≤ ۲m−۱ آنͽاه mباشند، طول

برقرار حͺم ۲m−۱ = ۲۰ = ۱ که آنجا از و |z| = ۱ که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به m = ۱ ازای به استقرا: پایه�ی
است.

ریشه�ی mپس > ۱ چون .(m > ۱ ) دارد �m برابر طولͬ تجزیه، درخت مسیر طولانͬ�ترین فرضمͬ�کنیم استقرا: گام
شروع تولیدی قانون با را درخت نمͬ�توان یعنͬ مͬ�کند، Aاستفاده → BC فرم به تولید قانون ͷی از درخت
مͬ�گیریم. نظر در است، C Bو آن�ها ریشه�ی که را زیردرختͬ دو مͬ�کند. استفاده پایانه حرف ͷی از که کرد
استقرا، فرض به توجه با نتیجه در باشند. m−۱داشته از بیشتر طول با مسیری نمͬ�توانند زیردرخت دو این
درخت نهایͬ محصول محاسبه�ی برای بنابراین دارند. ۲m−۲ طول حداکثر با محصولاتͬ زیردرخت دو این

داریم:
|z| ≤ ۲m−۲ + ۲m−۲ = ۲m−۱

مͬ�شود. ثابت استقرا حͺم بنابراین

بازگردیم. تزریق لم اثبات به مͬ�توانیم اکنون
مͬ�دانیم لم١ به توجه با .|z| > n و z ∈ L مͬ�کنیم فرض .n = ۲m که است متغیر m دارای L − {ϵ} گرامر

+mدارد. ۱ حداقل طول به مسیری z تجزیه� درخت
کبوتری لانه�ی اصل طبق +mاست، ۱ حداقل z مسیر طول و است رفته کار به mمتغیر ،L− {ϵ} زبان در چون
در Ak و . . . و A۱ و A۰ را مسیر در موجود متغیرهای است. شده تͺرار بار دو متغیر ͷی حداقل که مͬ�شود نتیجه
Ai = Aj مͬ�کنیم فرض دارد. حضور تͺراری متغیر ͷی حداقل آخر mمتغیر + ۱ در که مͬ�دانیم مͬ�گیریم. نظر

.k −m ≤ i < j ≤ k که

زیردرخت wمحصول رشته� پیداست، بالا شͺل از چنان�که کنیم. تقسیم�بندی بالا شͺل مشابه را درخت مͬ�توانیم حال
دو هر x و v ͬͺچامس نرمال فرم ساخت به توجه با است. Ai زیردخت محصول vwx رشته و است Aj ریشه� به
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سمت در که هستند z رشته� از قسمت�هایͬ ترتیب به y و u رشته�های این�که نهایتاً باشند. ϵ برابر همزمان نمͬ�توانند
دارند. حضور Ai زیردرخت راست و چپ

این ساخت. اولیه تجزیه درخت روی از را زیر شͺل مانند جدیدی تجزیه درخت مͬ�توان Ai = Aj = A اگر
مͬ�دهد. نمایش i = ۱ ازای به را uviwxiy رشته واقع در درخت

جایͽزین دارد w محصول که Aj ریشه با زیردرخت با را دارد vwx محصول که را Ai ریشه با زیردرخت مͬ�توان
i = ۰ ازای به را uviwxiy رشته واقع در درخت این است. شده داده نمایش زیر شͺل در حاصل درخت کرد.

مͬ�کند. ایجاد

محصول که Ai ریشه�ی با زیردرخت با را دارد w محصول که را Aj ریشه�ی با زیردرخت مͬ�توان دیͽر حالت در
uviwxiy رشته واقع در درخت این است. شده داده نمایش زیر شͺل در حاصل درخت کرد. جایͽزین دارد vwx
شد. خواهد ساخته نیز i بالاتر مقادیر ازای به uviwxiy رشته عمل این تͺرار با مͬ�کند. ایجاد i = ۲ ازای به را

مͬ�دانیم باشد. برقرار k − i ≤ m شرط باید Ai انتخاب برای شده گرفته نظر در حالات کلیه�ی در این�که نهایتاً
لم١ از استفاده با ،n = ۲m و |vwx| ≤ n تزریق لم شرایط طبق چون دارد. vwx محصول �،Ai ریشه با زیردرخت
k − i ≤ m شرط بنابراین و +mندارد ۱ از بیش�تر طول به مسیری Ai ریشه�ی با زیردرخت که داد نشان مͬ�توان

بود. خواهد برقرار
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متن از مستقل زبان�های بستاری ویژگͬ�های ٢

معͺوس�گیری و معͺوسیͺریختͬ یͺریختͬ، ستاره، عمل الحاق، اجتماع، به نسبت متن از مستقل زبان�های ٢ قضیه
است. بسته

و باشند متن از مستقل زبان�های L۲ و L۱ مͬ�کنیم فرض مͬ�دهیم. انجام اجتماع عملͽر برای را اثبات ابتدا برهان.
مͬ�کنند. تولید را L۲ و L۱ ترتیب به که هستند گرامر�هایͬ G۲ و G۱

G۱ = (V۱, T, P۱, S۱)

G۲ = (V۲, T, P۲, S۲)

S /∈ V۱∪V۲ و ندارند مشترکͬ متغیر V۲ و V۱ که فرضکنیم مͬ�توانیم مسأله کلیت از شدن کاسته بدون این�جا در
بͽیرید. نظر در زیر صورت به را G گرامر .

G = (V, T, P, S)

V = V۱ ∪ V۲ ∪ {S}

P = P۱ ∪ P۲ ∪ {S → S۱ | S۲}

به را S → S۱ | S۲ جدید تولید قانون و مͬ�کنیم اضافه گرامرها متغیر�های مجموعه� به S جدید متغیر ͷی یعنͬ
.L(G) = L۱ ∪ L۲ که کرد ثابت راحتͬ به مͬ�توان مͬ�افزاییم. گرامر�ها قوانین مجموعه�

کرد. اضافه گرامرها تولید قوانین مجموعه به را S → S۱S۲ | ϵ تولید قانون دو باید الحاق عمل برای
کرد. اضافه گرامرها تولید قوانین مجموعه به را S → SS۱|ϵ تولید قانون دو باید ستاره عمل برای

باشد. یͺریختͬ ͷی h : Σ۱ → Σ∗
۲ باشد، Σ۱ روی متن از مستقل زبان L مͬ�کنیم فرض یͺریختͬ عمل برای

است. متن از مستقل زبان ͷی نیز h(L) مͬ�دهیم نشان
بͽیرید نظر در را G′

= (V,Σ۲, P
′
, S) گرامر باشد. L زبان برای گرامر ͷی G = (V,Σ۱, P, S) کنید فرض

جایͽزین h(a) رشته�ی با a ∈ Σ۱ پایانه حرف هر آن�ها بدنه در که هستند P تولید قوانین همان P ′ تولید قوانین که
� .h(L) = L(G

′
) که داد نشان مͬ�توان مͬ�شود.

،LR = {wR|w ∈ L} و باشد آن برای Gگرامری و متن از مستقل زبان ͷی L مͬ�کنیم فرض معͺوس�گیری برای
GR و G مشتقات طول روی استقرا با .A → αR مͬ�دهیم قرار A → α تولید قانون هر ازای به زبان گرامر در
هستند. G تولید قوانین معͺوس GR در تولید قوانین تمام بنابراین و L(GR) = LR که داد نشان راحتͬ به مͬ�توان
باشد. یͺریختͬ ͷی h : Σ → Θ و Θ الفبای روی متن از مستقل زبان ͷی L کنید فرض یͺریختͬ معͺوس برای

داریم: تعریف طبق است. متن از مستقل نیز h−۱(L) مͬ�دهیم نشان

h−۱(L) = {w|h(w) ∈ L}

باشد: L برای پشته�ای١ ماشین ͷی P کنید فرض

P = (Q,Θ,Γ, δ, q۰, Z۰, F )

١pushdown automata
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مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به جدیدی پشته�ای ماشین

P
′
= (Q

′
,Σ,Γ, δ

′
, [q۰, ϵ], Z۰, F

′
)

.a ∈ Σͷی ازای به است h(a) از پیشوندی x و q ∈ Q که است [q, x]مرتب�های زوج� تمام ′Qمجموعه� این�جا در

F
′
= {[q, ϵ]|q ∈ F}

Xداریم: ∈ Γ و a ∈ Σ هر ازای به

δ
′
([q, ϵ], a,X) = {(a, h(a)), x}

بدون ورودی، رشته�ی از a حرف خواندن با Q صورت این در که است، تهͬ بافر که است حالتͬ برای قانون این
شامل δ

′
([q, ax], ϵ,X) آنͽاه باشد، (p, δ) شامل δ(q, a, x) اگر مͬ�کند. پر h(a) با را آن حالت، دادن تغییر

خواندن با P ′ پشته�ای ماشین صورت این در که نیست، تهͬ بافر که است وقتͬ برای قانون این است. ([p, x],∆)
مͬ�کند. شبیه�سازی را P پشته�ای ماشین حرکت ( ورودی رشته از حرفͬ خواندن بدون ) بافر از حرف ͷی

هستند: معادل زیر عبارت دو که داد نشان باید اثبات کردن کامل برای

([q۰, ϵ], w, Z۰) ⊢∗
P

′ ([q, ϵ], ϵ, α) (١

(q۰, h(w), Z۰) ⊢∗
P (q, ϵ, α) (٢

بپذیرد. را h(w) رشته�ی P اگر فقط و اگر مͬ�پذیرد را w رشته�ی هر P
′ که است معنا بدان این
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نیستند. بسته مͺمل�گیری و تفاضل اشتراک، تحت متن، از مستقل زبان�های ٣ قضیه

در زیر صورت به را M و L زبان�های کنیم. بسنده نقض مثال معرفͬ به اثبات برای مͬ�توانیم مورد این در برهان.
بͽیرید. نظر

L = {۰n۱n۲i|n ≥ ۱ , i ≥ ۱} M = {۰i۱n۲n|n ≥ ۱ , i ≥ ۱}
مͬ�شوند: تولید زیر گرامر�های توسط چون هستند متن از مستقل زبان�ها این

M = {۰i۱n۲n|n ≥ ۱ , i ≥ ۱} L = {۰n۱n۲i|n ≥ ۱ , i ≥ ۱}
S → AB S → AB

A → ۰A | ۰ A → ۰A۱ | ۰۱
B → B۲ | ۲ B → ۲B | ۲

است متن از Mمستقل زبان است متن از مستقل L زبان

است: زیر صورت به فوق، متن از مستقل زبان دو اشتراک

L ∩M = {۰n۱n۲n | n ≥ ۱}
نیست. متن از مستقل زبان دو این اشتراک که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به تزریق لم از استفاده با

متن، از مستقل زبان دو هر تفاضل اگر .L ∩ M = L − (L − M) کنیم: توجه کافیست نیز تفاضل مورد در
طبق اما است. متن از مستقل هم L− (L−M) بنابراین و است متن از مستقل L−M باشد متن از مستقل خود

است. متناقض که بود خواهد متن از مستقل لزوماً L ∩M تساوی،
M و L باشد، متن از مستقل خود متن از مستقل زبان هر مͺمل اگر .L ∩M = L ∪M مͺمل�گیری: مورد در
در است. متن از مستقل هم L ∪M نهایتاً و است متن از مستقل L ∪ M بنابراین و بود خواهند متن از مستقل

است. متناقض که بود خواهد متن از مستقل لزوماً L ∪M تساوی، طبق که حالͬ

هستند. متن از مستقل (L ∩R) و (L−R) باشند منظم زبان R و متن از مستقل زبان L اگر ۴ قضیه

که بسازیم R برای اتوماتا ͷی و L(P ) = L که بͽیریم نظر در L برای پشته�ای ماشین ͷی است کافͬ برهان.
باشد. L(A) = R

P = (QP ,Σ,Γ, δP , qP , Z۰, FP )

A = (QA,Σ, δA, qA, FA)

مͬ�کنیم: تعریف صورت به جدید پشته�ای ماشین ͷی حال

P
′
= (QP ×QA,Σ,Γ, δ

′
, [qP , qA], Z۰, FP × FA)

Xداریم: ∈ Γ و p ∈ QA ،q ∈ QP هر ازای به که

δ([q, p], a,X) = {([r, δ̂A(p, a)], γ) : (r, γ) ∈ δP (q, a,X)}

مͬ�کند. شبیه�سازی موازی طور به را A و P ماشین�های واقع در P ′ پشته�ای ماشین
هستند: معادل زیر عبارت دو که داد نشان باید اثبات کردن کامل برای
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(qP , w, Z۰) ⊢∗
P (q, ϵ, γ) ١

((qp, qA), w, z۰) ⊢∗
P ′ ((q, δ̂(qA, w), ϵ, γ) ٢

متن از مستقل زبان�های تصمیمͬ ویژگͬ�های ٣
نیستند: تصمیم�پذیر متن از مستقل زبان�های برای زیر مسائل

است؟ مبهم G متن از مستقل گرامر آیا (١

است؟ مبهم ذاتاً G متن از مستقل گرامر آیا (٢

هستند؟ هم از جدا متن از مستقل زبان دو آیا (٣

هستند؟ هم برابر متن از مستقل زبان دو آیا (۴

مͬ�دهد؟ پوشش را زبان تمام متن از مستقل گرامر ͷی آیا (۵

تصمیم�پذیراند: متن از مستقل زبان�های برای زیر مسائل

L؟ = ∅ آیا (١
شروع، متغیر اگر کرد. تعیین را زبان ͷی بودن تهͬ مͬ�توان مولد، متغیر�های کشف الͽوریتم از استفاده با

است. ناتهͬ زبان باشد، مولد متغیر ͷی

(|L| = ∞) است؟ نامحدود L آیا (٢
کرد. استفاده زیر لم از مͬ�توان متن از مستقل زبان ͷی بودن نامتناهͬ تعیین برای

طول با رشته�ای دارای زبان و باشد mمتغیر دارای ͬͺچامس نرمال فرم با L زبان گرامر اگر فقط و اگر ۵ لم
است. نامتناهͬ زبان ،n = ۲m که باشد (۲n− ۱) و n بین

متناهͬ تعیین برای نیز کارایͬ الͽوریتم اما نمͬ�دهد. پیشنهاد کارا الͽوریتم ͷی فوق لم که کرد دقت باید البته
مͬ�شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به که دارد وجود متن از مستقل زبان ͷی بودن

هست؟ L در w رشته�ی آیا (٣
مͬ�کنیم. استفاده CYK الͽوریتم از مورد این در

w = a۱a۲ . . . an ورودی:
صورت به ۱ ≤ i ≤ j ≤ n که را Xi,j مجموعه�های مͬ�گیریم. نظر در را ͬͺچامس نرمال فرم به G گرامر

مͬ�کنیم: تعریف زیر
Xi,j = {A|A ∗⇒G aiai+۱ . . . aj}
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صورت به Xijها محاسبه هدف، کنند. تولید را ai . . . aj مͬ�توانند که است متغیر�هایͬ همه� مجموعه� Xi,j

است. پویا٢ برنامه�سازی از استفاده با و بازگشتͬ
بسازیم: را زیر مجموعه�های ابتدا است کافͬ

X۱,۱ , X۲,۲ , . . . , Xn,n

Xi,i = {A|A → ai ∈ P}

مͬ�سازیم: سطر پایین از شروع با و سطر به سطر را زیر مجموعه�های بازگشتͬ طور به سپس

X۱,n
...

X۱,۲ X۲,۳ . . . Xn−۱,n
X۱,۱ X۲,۲ . . . Xn−۱,n−۱ Xn,n

تولید قانون ͷی و (i ≤ k ≤ j) k ͷی برای اگر که مͬ�کنیم عمل صورت این به Xi,jها ی محاسبه برای
مͬ�کنیم. اضافه Xi,j مجموعه�ی به را A متغیر آن�گاه C ∈ Xk+۱,j و B ∈ Xik باشیم داشته A → BC

زیرا خیر. یا هست L در w رشته�ی آیا که کرد تعیین مͬ�توان Xi,j مجموعه�ی محاسبه از پس سرانجام
باشد. X۱,n مجموعه�ی به متعلق گرامر شروع متغیر اگر فقط و اگر w ∈ L

مͬ�گیریم: نظر در را زیر ͬͺچامس نرمال فرم به L گرامر و w = baaba رشته�ی ٢ مثال

S → AB | BC

A → BA | a
B → CC | b
C → AB | a

مͬ�کنیم: استفاده CYK الͽوریتم از w ∈ L آیا بدانیم این�که برای

{S,A,C}
∅ {S,A,C}
∅ {B} {B}

{S,A} {B} {S,C} {S,A}
{B} {A,C} {A,C} {B} {A,C}
b a a b a

است. زیر صورت به بازگشتͬ الͽوریتم از استفاده با آن محاسبه� طریقه�ی و X۲,۴ = {B} مثال برای مورد این در
ساخته زیر صورت دو از ͬͺی به مͬ�تواند خود نوبه�ی به و بسازند را aab مͬ�توانند که است متغیرهایͬ X۲,۴مجموعه�

شود:
٢dynamic programming
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X۲,۳ = {B} اعضای را aa رشته� و X۱,۱ = {B} اعضای را b رشته :aa رشته�ی به b رشته� الحاق •
صورت به که باشیم متغیرهایͬ دنبال به باید هم به مجموعه دو این اعضای الحاق با بنابراین مͬ�سازند.

ندارد. وجود متغیری چنین این�جا در هستند. I → BB

X۲,۲ = {A,C} اعضای را a رشته X۳,۴و = {S,C} اعضای را ab رشته� :a رشته�ی به ab رشته� الحاق •
شͺل�های از ͷی به که باشیم متغیرهایͬ دنبال باید هم به مجموعه دو این اعضای الحاق با بنابراین مͬ�سازند.
صدق آخر قانون شرایط در B متغیر این�جا در باشند. I → AC ،I → CS ،I → CC ،I → AS

.B ∈ X۲,۴ بنابراین و مͬ�کند

.w ∈ L داریم: بنابراین S ∈ X۱,n چون پایان در
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