
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

١٣٩١ آبان ٧ اتوماتا و زبان�ها نظریه

منظم زبان�های بستاری ویژگͬ�های :١٣ جلسه�ی
رحمانͬ کیارش نͽارنده: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

گذشته جلسه نͺات ١
مͬ�گیریم: نظر در را زیر متناهͬ حالت ماشین

A = (Q,Σ, δ, q۰, F )

را معادل کمینه DFA حالت�های کلاس�ها، این مͬ�کنیم. افراز ،(Si) هم�ارزی کلاس�های به را Q شده، مطرح الͽوریتم�های از استفاده با
خواهند�داد. تشͺیل

Aeq : (Qeq,Σ, δeq, qeq, Feq)

qeq = Si ⇐ q۰ ∈ Si :iͷی ازای به اگر •

Feq = {Si|Si ∩ F ̸= ∅} یعنͬ: باشد. نهایͬ حالت ͷی شامل Si که است هایͬ Si شامل Feq •

است. δ(p, a) شامل T مجموعه و است، S دلخواه عضو ͷی p ،که δeq(S, a) = T مͬ�کنیم: تعریف S ∈ Qeq ازای به •

خواهدبود. کمینه DFA حاصل، کنیم، حذف را دسترسͬ غیرقابل حالت�های معادل، DFA محاسبه از بعد یا قبل اگر ١ قضیه
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منظم زبان�های بستاری ویژگͬ�های ٢

دهیم. نشان آن�ها روی مختلف اعمال انجام از بعد را منظم زبان�های بودن منظم مͬ�خواهیم

اجتماع ١.٢

است. Mمنظم ∪N آنͽاه، باشند، Nمنظم Mو زبان�های اگر ٢ قضیه

داریم. مͬ�پذیرند، را N Mو زبان�های ترتیب به که را AN و AM های (DFA) متناهͬ حالت� ماشین� مͬ�کنیم فرض برهان.

AM = (QM ,Σ, δM , qM , FM )

AN = (QN ,Σ, δN , qN , FN )

مͬ�پذیرد. را N Mو اجتماع DFA این که مͬ�دهیم نشان مͬ�سازیم. را زیر DFA آنها، از استفاده با

AM∪N = (Q,Σ, δ, q۰, F )

Q = QM ∪QN ∪ {q۰, F} •

است: زیر قوانین علاوه�ی به δN و δM قوانین همه�ی شامل δ •
δ(q۰, ϵ) = qM

δ(q۰, ϵ) = qN

δ(fi, ϵ) = F ، i ≤ n

δ(f ′
j , ϵ) = F ، j ≤ m

..

q۰

.

start

.qB .

qM

.

...

.

f۱

.

fn

. ....

f ′
۱

.

f ′
m

.

F

.ϵ .

ϵ

.

ϵ

.

ϵ

.

ϵ

. ϵ

به رسیدن راه تنها و ANمͬ�رویم. AMو متناهͬ حالت ماشین�های شروع حالت�های به ϵ یال�های با ورودی خواندن بدون شروع، حالت از
ͬͺی ابتدایͬ حالت از ورودی رشته�ی که صورتͬ در فقط پس است. AN یا AM نهایͬ حالت�های از ͬͺی حداقل به رسیدن پایانͬ، حالت
اوتوماتای زبانِ N و M زبان دو اجتماع یعنͬ واین بود. خواهد قبول قابل رشته برسد، ماشین آن نهایͬ حالت به هردو) (یا ها DFA از

است. ساخته�شده
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الحاق ٢.٢
است. MNمنظم آنͽاه، باشند، Nمنظم Mو زبان�های اگر ٣ قضیه

را N و M منظم زبان�های ترتیب به که داریم را AN و AM ماشین�های مͬ�کنیم فرض قبل، بخش مانند هم قسمت این برای برهان.
مͬ�پذیرند.

AM = (QM ,Σ, δM , qM , FM )

AN = (QN ,Σ, δN , qN , FN )

نمادی متناهͬ، حالت ماشین هر که مͬ�دانیم و MNاست. مͬ�پذیرد، که زبانͬ که مͬ�دهیم نشان و تعریف��مͬ�کنیم متناهͬ حالت ماشین ͷی
است. منظم زبان ͷیMN پس است، منظّم زبان ͷی از
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AM∪N = (Q,Σ, δ, qA, FN )

Q = QM ∪QN •

است: زیر قوانین علاوه�ی به δN و δM قوانین همه�ی شامل δ •
δ(fi, ϵ) = qB ، i ≤ n

اشتراک ٣.٢
است. Mمنظم ∩N آنͽاه، باشند، Nمنظم Mو زبان�های اگر ۴ قضیه

ͷی منظم، زبان هر برای (چون مͬ�پذیرند. Nرا Mو زبان�های ترتیب به که دارند وجود B و A متناهͬ حالت ماشین�های مͬ�دانیم برهان.
دارد.) وجود DFA

مͬ��کنیم: تعریف زیر صورت به را A×B متناهͬ حالت ماشین

A = (QM ,Σ, δM , qM , FM )

B = (QN ,Σ, δN , qN , FN )

A×B = (QM ×QN ,Σ, δ, [qM , qN ], FM × FN )

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را δ که
δ([p, q], a) = [δM (p, a), δN (q, a)]

مͬ��پذیرد. را N ∩M زبان ، A×B متناهͬ حالت ماشین که کرد اثبات استقرا به مͬ�توان
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(Σ∗ −M) Mیا ۴.٢
است. منظّم ،M آن، مͺمˁل آنͽاه، باشد، منظم ،M زبان اگر ۵ قضیه

مͬ�کنیم تعریف را A′ متناهͬ حالت ماشین مͬ�پذیرد. را M زبان A = (Q,Σ, δ, q, FA) متناهͬ حالت ماشین مͬ�کنیم فرض برهان.
باشند. آن نهای̞ͬ حالت�های ، A غیرنهایͬ حالت�های و بدهند را آن غیرنهایͬ حالت�های تشͺیل ،A نهای̞ͬ حالت�های همه�ی که صورتͬ به
نمͬ�شود. پذیرفته و مͬ�رسد غیرنهایͬ حالت ͷی به A′ در مͬ�رسد)، نهایͬ حالت ͷی (به مͬ�شود پذیرفته A در که رشته�ای هر ترتیب بدین

بود. Mخواهد مͬ�پذیرد A′ که زبانͬ پس
A′ = (Q,Σ, δ, q,Q− FA)

کرده�ایم. اثبات آن DFA تشͺیل با Mرا بودن منظم ترتیب بدین

N ∩M = N ∪M دهیم: ارائه N ∩M بودن منظم برای دیͽری اثبات مͬ�توانیم اکنون ١ نͺته
مͬ�بریم. پͬ چپ سمت بودن منظم به تساوی راست سمت از قسمت هر بودن منظم به توجه با

N −M ۵.٢
است. منظّم ،N −M آن�ها، اختلاف آنͽاه، باشند، منظّم N Mو زبان�های اگر ۶ قضیه

مͬ�کنیم: استفاده (N ∩M) بودن منظم اثبات مشابه روشͬ از برهان.

A = (QM ,Σ, , δM , qM , FM )

B = (QN ,Σ, , δN , qN , FN )

مͬ�پذیرند. را N Mو زبان�های ترتیب به که کردیم تعریف را B و A متناهͬ حالت ماشین�های
مͬ�کنیم: تعریف را A×B

A×B = (QM ×QN ,Σ, δ, [qM , qN ], F )

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به F که
∀p ∈ QM , q ∈ QN

[p, q] ∈ F ⇔ p ∈ FM ∧ q /∈ FN

MR ۶.٢
باشند. نوشته�شده برعͺس ابتدا به انتها از آن کاراکترهای همه که است رشته�ای رشته، ͷی معͺوس١ ١ تعریف

مͬ�دهیم. MRنشان با را آن که باشد، زبان آن رشته�های همه معͺوس̞ شامل که است زبانͬ ،M زبان،مثل ͷی معͺوس ٢ تعریف

است. منظّم MRهم زبان باشد، Mمنظم زبان اگر یعنͬ بسته�اند. معͺوس�گیری عمل̞ به نسبت منظّم زبان�های ٧ قضیه

بپذیرد. MRرا زبان که مͬ�سازیم DFA ͷی شهودی صورت به مͬ�پذیرد. Mرا زبان که داریم را A متناهͬ حالت ماشین مͬ�کنیم فرض

مͬ�کنیم. برعͺس را A یال�های همه�ی جهت .١

مͬ�کنیم. جدید ماشین̞ در نهایͬ حالت تنها به تبدیل را A شروع حالت .٢

مͬ�کنیم. وصل بودند نهایͬ A در که حالت�هایͬ به ϵ یال�های با را آن و مͬ�کنیم اضافه DFA به شروع حالت ͷی .٣

مͬ�پذیرد. MRرا زبان حاصل، متناهͬ حالت ماشین

١reversal
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ی�ͷریختͬ ٣
مͬ�دهد. نسبت را مشخص رشته�ی ͷی الفبا، نماد�های از هرکدام به که است تابعͬ ی��ͷریخت٢ͬ،

داشته�باشیم: w۱, w۲ ∈ Σ∗
۱ هر برای اگر مͬ�شود، نامیده ی�ͷریختͬ ͷی h : Σ∗

۱ → Σ∗
۲ تابع ٣ تعریف

h(w۱w۲) = h(w۱)h(w۲)

h(ϵ) = ϵ آنͽاه: باشد، ی�ͷریختͬ ،h اگر ٨ لم

داریم: ،h ی�ͷریخت̞ͬ تابع و ،ω = a۱a۲a۳...an رشته�ی برای ٩ لم

h(ω) = h(a۱)h(a۲)....h(an)

دیͽر، عبارت به مͬ�کند. توصیف کامل طور به را h ی�ͷریختͬ ،Σ۱ به h تحدید باشد، ی�ͷریختͬ ͷی h : Σ∗
۱ → Σ∗

۲ اگر ١ نتیجه
رشته، ͷی روی ی�ͷریختͬ تابع ͷی حاصل آوردن دست به برای بنابراین، باشد. مشخص a ∈ Σ۱ تمام ازای به را h(a) مقادیر کافͬ�است

مͬ�کنیم. الحاق هم به را آنها انتها، در و مͬ�کنیم اعمال رشته حرف�های ͷت�ͷت روی را تابع

مͬ�کنیم: اعمال ۰۱۱۰۱ رشته�ی روی را آن و مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را h ی�ͷریختͬ تابع ١ }مثال
h(۰) = ϵ
h(۱) = ab

پس
h(۰۱۱۰۱) = h(۰)h(۱)h(۱)h(۰)h(۱) = ababab

زیر صورت به و است Σ۲ روی زبان ͷی h(L) باشد، ی�ͷریختͬ ͷی h : Σ∗
۱ → Σ∗

۲ و باشد، Σ۱ روی زبان ͷی L اگر ۴ تعریف
مͬ�شود: تعریف

h(L) = {h(ω)|∀ω ∈ L}

است. منظّم زبان ͷی h(L) آنͽاه ی�ͷریختͬ، تابع ͷی h و باشد، منظّم زبان ͷی L اگر ١٠ قضیه

٢ }مثال
E = ۰۱∗ + ۱۰∗

L(E) = L
⇒ h(L) = (ϵ(ab)∗ + (ab)ϵ∗) = (ab)∗

شد. منظّم زبان ͷی حاصل و کردیم، اعمال L منظّم زبان روی را h تابع

معͺوس ی�ͷریختͬ ۴
معͺوس٣ ی�ͷریختͬ ͷی را آن و مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را، h−۱ آن، معͺوس تابع باشد، ی�ͷریختͬ ͷی h : Σ∗

۱ → Σ∗
۲ اگر

مͬ�نامیم.
آنͽاه: باشد، Σ∗

۲ روی زبان ͷی L کنیم فرض

h−۱ = {w|∀w ∈ Σ∗
۱, h(w) ∈ L}

٢homorphism
٣inverse homorphism
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روی منظّم زبان ͷی h−۱(L) آنͽاه، باشد، Σ∗
۲ الفبای روی منظّم زبان ͷی L و باشد، ی�ͷریختͬ ͷی h : Σ∗

۱ → Σ∗
۲ اگر ١١ قضیه
است. Σ۱ الفبای

مͬ�کنیم. اثبات را قضیه h−۱(L) زبان برای متناهͬ حالت ماشین ͷی ساختن با برهان.
تعریفمͬ�کنیم: زیر صورت به ′Aرا متناهͬ حالت ماشین مͬ�پذیرد. Lرا زبان که داریم Aرا = (Q,Σ۲, δ, q۰, F ) ماشین فرضمͬ�کنیم

A′ = (Q,Σ۲, γ, q۰, F )

γ(q, a) = δ̂(q, h(a)) مͬ�شود: تعریف روبرو صورت به γ که
که آن از قبل کاراکتر، هر روی که تفاوت این با مͬ�پذیرد را L زبان که است اتوماتایͬ همان مͬ�پذیرد را h−۱(L) زبان که ماشینͬ یعنͬ

مͬ�کنیم. اعمال را h تابع خوانده�شود، ماشین توسط
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