
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

١٣٩١ آبان ٢ اتوماتا و زبان�ها نظریه�ی

جدول، پر�کردن الͽوریتم با کمینه DFA آوردن بدست :١٢ جلسه�ی
DFAها در برابری مفهوم

قمصری صالحیان سهͬ نͽارنده: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

تعاریف ١
معادل٢ یا تمایزناپذیر١ را p, q ∈ Q حالت�های باشد، DFAͷی A = (Q,Σ, δ, q۰, F ) کنید فرض ١ تعریف
یا باشند نهایͬ حالت δ̂(q, w) و δ̂(p, w) دوی هر ، w دنباله�ی هر ازای به اگر مͬ�دهیم، نشان p ≡ q با و مͬ�گوییم

عبارتͬ: به نباشند. نهایͬ ͷی هیچ

p ≡ q ⇔ (∀w ∈ Σ∗ : δ̂(p, w) ∈ F ⇔ δ̂(q, w) ∈ F )

تمایزپذیرند، p, q معادلا˟ مͬ�دهیم. نشان p ̸≡ q با و تمایزپذیرند٣ p, q مͬ�گوییم نباشند، معادل p, q اگر ٢ تعریف
صورت این در باشد. نهایͬ ͬͺی فقط δ̂(q, w) و δ̂(p, w) حالت دو از که باشد داشته وجود �ای w رشته�ی اگر

مͬ�دهد. تمایز را p, q های حالت ، w رشته�ی مͬ�گوییم

DFAͷی در معادل های حالت آوردن دست به ٢
بͽیرید: نظر در را زیر DFA

١indistinguishable
٢equivalent
٣distinguishable
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حالت دو از که کنیم پیدا w رشته ͷی حداقل کافیست مͬ�باشد. C ̸≡ G که مͬ�کنیم ادعا شده داده DFA در
باشد. نهایͬ ͬͺی فقط δ̂(G,w) و δ̂(C,w)

مͬ�دهد: تمایز را G و C حالت�های که معناست این به که است ویژگͬ این دارای w = ε رشته

δ̂(C, ε) ∈ F ∧ δ̂(G, ε) ̸∈ F ⇒ G ̸≡ C

،١ مثال شͺل در مثلا́ بدهد؛ تمایز را حالت دو که بیابیم رشته ͷی است کافͬ حالت دو بودن غیرمعادل اثبات برای
داریم: w = ۰۱ ازای به چون نیستند، معادل G و A

δ̂(A,۰۱) ∈ F

اما
δ̂(G,۰۱) ̸∈ F

است. تمایزپذیر غیرنهایͬ حالت ͷی از نهایͬ حالت ͷی ١ لم

f ∈ F ∧ q ̸∈ F ⇒ f ̸≡ q

دهد. مͬ تمایز را حالت دو ε ی رشته برهان.
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زبان به معادلند. نیز δ(q, a) و δ(p, a) های حالت a حرف هر ازای به باشند، معادل p, q های حالت اگر ٢ لم
داریم: ریاضیات

p ≡ q ⇒ ∀a ∈ Σ : δ(p, a) ≡ δ(q, a)

مانند رشته�ای یعنͬ نباشند، معادل q′ = δ(q, a) و p′ = δ(p, a) اگر مͬ�کنیم. ثابت را خلفحͺم برهان با برهان.
حالت به را p, q از ͬͺی هم aw′ رشته�ی پس نه. را دیͽری و مͬ�برد نهایͬ حالت به را آن�ها از ͬͺی که دارد وجود w′

p′, q′ نتیجه در است. تناقض در معادلند p, q که اولیه فرض با مطلب این که حالͬ در نه. را دیͽری و مͬ�برد نهایͬ
بود. خواهند معادل هم

:DFAͷی در p, q حالت دو هر ازای به (٢ لم نقیض (عͺس ٣ لم

(∃a ∈ Σ : δ(p, a) ̸≡ δ(q, a)) ⇒ p ̸≡ q

که: داریم و غیرمعادلند. G و C حالت�های مͬ�دانیم ،١ مثال �ی DFA در

δ̂(B,۰) = G

و
δ̂(F,۰) = C

غیرمعادلند. نیز F و B که گفت مͬ�توان لم طبق نتیجه در

جدول کردن پر الͽوریتم ٣

تمام دنبال به که است بازگشتͬ الͽوریتمͬ مͬ�دهیم، شرح جدول»۴ کردن پر «الͽوریتم عنوان به زیر در که الͽوریتمͬ
مͬ�گردد. تمایزپذیر جفت�های

مͬ�کند. مقایسه هم با دو به دو بار ͷی را DFA حالت�های از جفت هر که داریم جدولͬ ابتدا
:١ لم طبق پایه: -

f ∈ F ∧ q ̸∈ F ⇒ f ̸≡ q

۴Table Filling Algorithm
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به را است غیرنهایͬ دیͽری و نهایͬ ͬͺی که جفت�هایͬ تمام ابتدا غیرمعادلند، غیرنهایͬ و نهایͬ حالت�های چون
مͬ�زنیم. علامت غیرمعادل حالت�های عنوان

:٣ لم از استفاده با استقرا: گام -

(∃a ∈ Σ : δ(p, a) ̸≡ δ(q, a)) ⇒ p ̸≡ q

مͬ�آوریم. دست به نیز را غیرمعادل حالت�های سایر شده�اند، مشخص پایه در که غیرمعادلͬ حالت�های همچنین و
مͬ�کنیم. پیاده ٣ شͺل DFA روی را الͽوریتم این

A,B,D,E, F,G,H ̸≡ C داریم: پایه برای پس است، نهایͬ حالت C حالت تنها که جایͬ آن از

B
× × C

× D
× E
× F
× G
× H

G F E D C B A

اول گام :١ جدول

غیرمعادلند.) حالت دو که است آن دهنده�ی نشان (علامت×
A ̸≡ C مثلا́: کنیم. استفاده حالت�ها سایر با C بودن غیرمعادل از ٣ لم مطابق که است آن بعد گام
غیرمعادلند، C و A خود چون مͬ�یابیم. مͬ�روند، C و A به ١ و ٠ با که را حالاتͬ الفبا حروف از کدام هر ازای به

بود. خواهند غیرمعادل نیز مذکور حالت�های
داریم: ٠ حرف ازای به

(δ(?,۰) = A ⇒? = C) ∧ (δ(?,۰) = C ⇒? ∈ {D,F}) ⇒ C ̸≡ D,C ̸≡ F

نمͬ�دهد. ما به جدول کردن پر برای جدیدی اطلاعات بالا در آمده دست به ناهم�ارزی�های از ͷی هیچ که
نمͬ�دهیم. ادامه را ١ حرف بررسͬ نتیجه در حالتAبرود، به ١ حرف با که ندارد وجود حالتͬ هیچ که جایͬ آن از و

مͬ�رویم: B ̸≡ C سراغ به
داریم: ٠ حرف ازای به مجددا

(δ(?,۰) = B ⇒? = A) ∧ (δ(?,۰) = C ⇒? ∈ {D,F})A ̸≡ D,A ̸≡ F

در نیز را زوج دو این بودن غیرمعادل مͬ�شود. حاصل (A,D) و (A,F ) زوج دو بودن غیرمعادل مرحله این در
مͬ�زنیم. علامت(×) جدول

نیست. بررسͬ ادامه�ی به نیازی نتیجه در برود، B به ١ حرف با که ندارد وجود حالتͬ هیچ نیز جا این در
مͬ�کنیم. کامل را جدول و داده ادامه را الͽوریتم حالت�ها بقیه�ی برای ترتیب همین به

درمͬ�آید: زیر صورت به جدول نهایت در
در مͬ�باشند؛ (D,F ) و (B,H) و (A,E) قرار از که جدول�اند معادل زوج�های نخورده�اند، علامت که خانه�هایͬ

مͬ�دهند. نشان را معادل حالت�های نخورده�اند، علامت که جدول از خانه�هایͬ الͽوریتم، پایان از پس واقع
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B
× × C

× × D
× E
× × F
× G
× H

G F E D C B A

دوم گام :٢ جدول

× B
× × C

× × × D
× × × E

× × × × F
× × × × × × G

× × × × × × H
G F E D C B A

نهایͬ گام :٣ جدول

حالت�های جدول پرکردن الͽوریتم خاتمه�ی از پس اگر ۴ قضیه
(معادلند). تمایزناپذیرند حالت�ها این آن�گاه نشوند، شناخته (غیرمعادل) تمایزپذیر حالت�های عنوان به

زبان دو برابری مسئله ۴
داده�شده زبان دو آیا که سوال این به پاسخ برای حل راه ͷی حاصلضرب DFA تشͺیل از استفاده با پیش جلسه�ی
برابری بررسͬ برای دیͽری روش ،DFAͷی در معادل حالت�های مفهوم از استفاده با حال دادیم. ارائه نه یا برابرند

مͬ�کنیم. ارائه زبان دو
است؟ L = M آیا ببینیم مͬ�خواهیم شده�اند، Mداده و L زبان دو واقع در

داریم.) را زبان دو DFAهای که مͬ�کنیم (فرض

دارای اجتماع DFA که کنید (دقت گرفت نظر در اتوماتا دو این اجتماع برای را جدول پرکردن الͽوریتم مͬ�توان
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هیچ حالت ͷی بودن اولیه از جدول پرکردن الͽوریتم چون نیست؛ اهمیت حائز مسئله این اما است، اولیه حالت دو
نمͬ�کند). استفاده�ای

اجتماع بر را جدول پرکردن الͽوریتم اگر بͽیرید. نظر Mدر آغازین حالت را q۰ و L آغازین حالت را p۰ ۵ قضیه
داریم: کنیم، Mاعمال و L زبان�های DFAهای

p۰ ≡ q۰ ⇔ L = M

کمینه DFAی محاسبه و ها حالت مجموعه افراز ۵
باشد: مͬ دارا را خواصزیر یعنͬ است ارزی هم رابطه�ی ͷی حالت�ها، بودن) (معادل تمایزناپذیری رابطه�ی ۶ قضیه

بازتابͬ .١
p ≡ p
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تقارنͬ .٢
p ≡ q ⇒ q ≡ p

تعدی .٣
(p ≡ q) ∧ (q ≡ r) ⇒ (p ≡ r)

اثبات خلف برهان با را سوم قسمت مͬ�شوند. واگذار خواننده به و بوده واضح دوم و اول قسمت�های اثبات برهان.
به p از آن پیمایش با مثلا́ که دارد وجود wای رشته�ی یعنͬ .p ̸≡ r ولͬ q ≡ r و p ≡ q کنید فرض مͬ�کنیم.
به w پیمایش با نیز q حالت از پس معادلند، q و p چون نمͬ�رسیم. نهایͬ حالت به r از و مͬ�رسیم نهایͬ حالت
حͺم دو این که نمͬ�رسیم. نهایͬ حالت به w پیمایش با q حالت از معادلند، q و r چون نیز و مͬ�رسیم نهایͬ حالت

معادلند. r و p نتیجه در تناقض�اند، در هم با
کنیم. افراز هم�ارزی کلاس�های به را DFAͷی در حالت�ها مجموعه مͬ�توانیم که است این ٣ قضیه نتیجه�ی

هم�ارزیِ حالت�های مجموعه به را Q بودن، معادل رابطه�ی باشد، DFAͷی A = (Q,Σ, δ, q۰, F ) اگر واقع در
مͬ�کند. افراز S۱, S۲, ..., St

داریم: مͬ�کنیم. تعیین را ٣ شͺل در شده داده DFA هم�ارزی حال

Q = A,B,C,D,E, F,G,H

مͬ�آوریم: دست به زیر صورت به را هم�ارزی کلاس�های الͽوریتم اجرای از پس

S۱ = {A,E}, S۲ = {B,H}, S۳ = {C}, S۴ = {D,F}, S۵ = {G}

تعریفمͬ�کنیم: زیر صورت به را (Aeq) آن معادل DFAی داریم. Aرا = (Q,Σ, δ, q۰, F DFAی( ٣ تعریف

Aeq = (Qeq,Σ, δeq, qeq, Feq)

که: صورتͬ به
Qeq = {S۱, S۲, , St}

qeq = Si|q۰ ∈ Si

Feq = {Si|Si ∩ F ̸= ∅}

که δeq(S, a) = T مͬ�کنیم تعریف a ∈ Σ هر و S ∈ Qeq هر ازای به که مͬ�کنیم تعریف صورت بدین نیز را δeq
داریم: دیاضͬ زبان به یعنͬ است. S دلخواه عضو ͷی p که مͬ�باشد δ(p, a) شامل که مجموعه�ایست T ∈ Qeq

(δeq(S, a) = T )|(S ∈ Qeq) ∧ (δ(p, a) ∈ T ) ∧ (p ∈ S)

درمͬ�آید: زیر صورت به ٣ شͺل DFA برای حاصل DFAمعادل بنابراین
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