
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

١٣٩١ مهر ١٨ اتومات�ها و زبان�ها نظریه

DFAها برای منظم عبارت تعیین :٨ جلسه�ی
منظم عبارت�های جبری قواعد

احمدیان حمید راستͽو، نسرین نͽارندگان: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

DFAبرای منظم عبارت تعیین ١

w = a۱...at رشته با متناظر مسیر حالت�ها، از (q۱, ..., qt+۱) دنباله حالت انتقال گراف ͷی در (مسیر) ١ تعریف
.δ(qi, ai) = qi+۱ اگر مͬ�شود نامیده

k = ۰,۱, ..., nبرای باشد. {q۱, ..., qn}حالت�های مجموعه AیDFAͷبا فرضکنید (k–مسیر) ٢ تعریف
محدودیتͬ (هیچ نͽذرد. k از اندیسبزرگ�تر با میانͬ حالت هیچ از که است مسیری ،DFA این برای ،یkͷ–مسیر

ندارد.) وجود انتها و ابتدا برای

هستند: زیر شرح به k–مسیرها مقابل DFAبرای ١ مثال

است. ٣–مسیر و ٢–مسیر ١–مسیر، ٠–مسیر، ͷی است، ϵ رشته�ی با متناظر که (q۱) مسیر •

نیست. ٠–مسیر اما است، ١–مسیر و ٢–مسیر است، ۰۱ رشته�ی با متناظر که (q۳q۱q۳) مسیر •

هستند. ٣–مسیر مسیرها، همه�ی •
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k–مسیرهایͬ با متناظر رشته�های همه�ی شامل که مͬ�کند توصیف را زبانͬ که است منظمͬ عبارت R
(k)
ij ٣ تعریف

مͬ�کند. تعیین را مͬ�شوند ختم qj به و مͬ�شوند شروع qi از که است

آغازین حالت qi حالت، انتقال گراف در که است مͬ�کند توصیف را زبانͬ زیر R(k)
ij منظم عبارت که کنید دقت

نهایͬ. حالت qj و است
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به ما واقع در باشد. نهایͬ حالت q۳ اینͺه فرض با با کنیم پیدا قبلͬ مثال برای منظمͬ عبارت مͬ�خواهیم ٢ مثال
بازگشتͬ روش کار این برای مͬ�شوند. ختم q۳ به و مͬ�شوند شروع q۱ از که مسیرهایͬ تمام یعنͬ R(۳)هستیم،

۱۳ دنبال
کنیم: مͬ بیان را زیر

مͬ�آوریم: بدست را ها R
(k)
ij از تا چند چیز هر از قبل

R
(0)
23 = 0

R
(1)
23 = 11 + 0

R
(2)
23 = 1(01)∗1 + (10)∗0 = {1(01)n1 : n ≥ 0} ∧ {(10)n0 : n ≥ 0}

نویسم. مͬ بازگشتͬ روش به نیز R(۳)را
۲۳

.L(R) = L(A) که دارد وجود R منظم عبارت ͷی ایͬ DFA هر برای ١ قضیه
باشد. F نهایͬ حالت�های مجموعه و q۱ شروع حالت ،{q۱, ..., qn}حالات مجموعه کنید فرض برهان.

شروع با و استقرایͬ روش از R(k)
ij عبارت ساخت برای کنیم. مͬ استفاده منظم عبارت گذاری نام جهت R

(k)
ij از

ولͬ ندارد وجود مسیرها روی محدودیتͬ هیچ k = n که زمانͬ کنید دقت مͬ�کنیم. استفاده k = n تا k = ۰ از
ندارد. وجود n از بزرگتر اندیس با حالت هیچ

داریم: وضوح به

R =
⊕
qj∈F

R
(n)
۱j

کرد. محاسبه بازگشتͬ صورت به مͬ�توان چͽونه را R(k)
ij که مͬ�دهیم نشان حال

مͬ�کنیم: استفاده استقرایͬ روش از R(k)
ij عبارت ساخت برای

k = ۰ پایه:
حالت هیچ نباید مسیر که است این مسیرها روی محدودیت هستند، بزرگتر یا ١ حالت�ها تمام اندیس که آنجایͬ از

صفر. طول به مسیر و ͷی طول به مسیر : دارد وجود شرایط این با مسیر نوع دو فقط باشد. داشته میانͬ
داریم: را زیر حالت دو j و i مقادیر به بسته

:i ̸= j .١
اگر باشد. داشته وجود است ممͺن ͷی طول به مسیر تنها و ندارد امͺان صفر طول به مسیر حالت این در
بنابرین و ندارد وجود نیز ͷی طول به مسیر صورت این در باشد، نداشته وجود یالͬ هیچ qj و qi گره�های بین

R
(۰)
ij = ∅

ͷی طول به مسیر lصورت این� در باشد، داشته وجود a۱, ..., al ∈
∑

برچسب�های با یالͬ qj و qi بین اگر
داریم: i ̸= j برای کلͬ حالت در لذا .R(۰)

ij = a۱ + ...+ al بنابراین و داریم

R
(۰)
ij =

⊕
δ(qi,a)=qj

a

٢-٨



:i = j .٢
است. (ϵ رشته با (متناظر صفر طول به مسیر ͷی خود (qi)حالت این در

. R(۰)
ii = ϵصورت این در باشد، نداشته حلقه qi گره اگر

صورت این در باشد، a۱, ..., al برچسب�های با حلقه�ای دارای qi گره اگر اما

R
(۰)
ii = ϵ+ a۱ + ...+ al

داریم: کلͬ حالت در

R
(۰)
ii = ϵ+

⊕
δ(qj ,a)=qi

a

استقرا: گام�های
بزرگتر اندیس با حالت هیچ از خود مسیر طول در که باشد داشته وجود qj حالت به qi حالت از مسیر ͷی فرضکنید

دارد: وجود حالت این برای امͺان دو نͽذرد. k از

چنین با متناظر رشته�های همه شامل تنها R(ij)
ij منظم عبارت زبان صورت این در نͽذرد: qk حالت از مسیر .١

بود. خواهد مسیرهایͬ

کنیم. تقسیم قسمت چند به را مسیر مͬ�توانیم ما صورت این در بͽذرد: qk حالت از بار ͷی حداقل مسیر .٢
حالت�های تمام و است، j حالت به k از آخر قسمت ،k از گذر بدون است k حالت به iحالت از اول بخش
بͽذرد، k از بار ͷی فقط خود طول در مسیر اگر که کنید توجه است. k از گذر بدون خودش به k از میانͬ
زیر صورت به مسیرهای چنین تمام با متناظر منظم عبارت داشت. نخواهد وجود میانͬ�ای قسمت هیچ
ملاقات تا که مͬ�دهد نشان را مسیر از بخشͬ اول عبارت مͬ�شود. داده نشان R(k−۱)

ik (R
(k−۱)
kk )∗R

(k−۱)
kj

نشان را j تا k از سوم قسمت و مͬ�دهد، نشان را خودش به k از عبور با مسیر دوم قسمت است، k اولین
مͬ�دهد.

داریم: فوق حالت دو در مسیرها عبارت�های ترکیب از

R
(k)
ii = R

(k−۱)
ij +R

(k−۱)
ik (R

(k−۱)
kk )∗R

(k−۱)
kj

داریم. i, j هر ازای به را R(n)
ij بنابراین

مثال چند ٢
٣ مثال

R
(۳)
۲۳ = R۲

۲۳ +R۲
۲۳(R

(۲)
۳۳ )

∗R۲
۳۳
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بنویسید. منظم عبارت ͷی زیر DFA برای ۴ مثال

..q۱.start . q۲.

١

.
٠

.

١،٠

خواندن و q۱ از شروع با اتوماتا این که کنید دقت زیرا، مͬ�پذیرد. باشند داشته ٠ ͷی که را رشته�هایͬ DFAتمام این
مͬ�ماند. باقͬ q۲ در ورودی رشته�ی هر ازای به بعد و مͬ�رود q۲ یعنͬ پایانͬ حالت به ٠ ͷی

L = {۱(n)۰y : n ≥ ۰, y ∈ {۰,۱}∗}
بسازیم. قضیه پایه�های براساس را منظم عبارت مͬ�خواهیم حال

Table 1: A DFA accepting all strings that have at least one 0

R
(0)
11 ϵ+ 1

R
(0)
12 0

R
(0)
21 ∅

R
(0)
22 (ϵ+ 0 + 1)

به q۱حالت از یال ͷی زیرا است ١ دارای است. یͺسان انتهایͬ و ابتدایͬ حالت زیرا است ∅ دارای R(۰)
۱۱ عبارت

q۲ حالت به q۱ حالت از ٠ ورودی با یال ͷی زیرا است ٠ R
(۰)
۱۲ دیͽر، مثال عنوان به دارد. ١ ورودی با q۱ حالت

است R(۰)
۲۱ = ∅ سوم، مثال عنوان به و هستند. متفاوت انتهایͬ و ابتدایͬ حالتهای زیرا ندارد ∅ هیچ دارد. وجود

براساس R(۰)
ij محاسبه�ی قاعده�ی بسازیم. را استقرا پایه�های مͬ�بایست حال ندارد. وجود ١ به ٢ از یالͬ هیچ زیرا

با: است برابر قضیه

R
(۱)
ij = R

(۰)
ij +R

(۰)
i۱ (R

(۰)
۱۱ )

∗R
(۰)
۱j

ساده سوم ستون و است، فوق فرمول از استفاده با مستقیم شده محاسبه عبارت�های اولین ستون دومین زیر جدول در
است. عبارت�ها شده�ی
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Table 2: Regular expression for paths that can go through only state 1

By direct substitution Simplified
R

(1)
11 ϵ+ 1 + (ϵ+ 1)(ϵ+ 1)∗(ϵ+ 1) 1∗

R
(1)
12 0 + (ϵ+ 1)(ϵ+ 1)∗0 1∗0

R
(1)
21 ∅+ ∅(ϵ+ 1)∗(ϵ+ 1) ∅

R
(1)
22 ϵ+ 0 + 1 + ∅(ϵ+ 1)∗0 ϵ+ 0 + 1

فهم برای .R(۰)
۱۲ + R

(۰)
۱۱ (R

(۰)
۱۱ )

∗R
(۰)
۱۲ با است برابر عبارت این بͽیرید. نظر در را R(۱)

۱۲ عبارت نمونه، برای
.(ϵ + R)∗ = R∗ داشت خواهیم باشد، منظمͬ عبارت هر R اگر قاعده�ی که کنید توجه شده ساده عبارت�های
از بیشتر عبارت�های یا ٠ از ترکیبͬ هر حاوی که مͬ�دهند را توضیح را زبانͬ عبارت طرف دو هر که است این نͺته
هر حاوی عبارت که مͬ�کنند بیان عبارت دو هر که کنید توجه ،(ϵ+۱)∗ = ۱∗ داریم ما، موقعیت در است. L(R)

برابراست R(۱)
۱۲ اصلͬ عبارت بنابراین است. ١ تعداد هر نشان�دهنده بازهم که (ϵ+ ۱)۱∗ = ۱∗ و است ١ تعداد

دو به ͬͽبست R(۱)
۲۲ و R(۱)

۲۱ عبارت شده�ی ساده است. قبلͬ عبارت شبیه R
(۱)
۱۱ عبارت شده�ی ساده . ۰+ ۱∗۰ با

داریم: R منظم عبارت هر برای دارد. ∅ مورد در قاعده
است. الحاق١ ساز عضوپوچ عبارت∅ بنابراین . ∅R = R∅ = ∅ .١

است. اجتماع٢ همانͬ عضو عبارت∅ بنابراین .∅+R = R + ∅ = R .٢
محاسبه را R(۲)

ij عبارت مͬ�خواهیم حال مͬ�شود. جایͽزین ∅ با ∅(ϵ + ۱)∗(ϵ + ۱) مانند عبارت ͷی نتیجه در
مͬ�دهیم: قرار k = ۲ کنیم.

R
(2)
ij = R

(1)
ij +R

(1)
i2 (R

(1)
22 )

∗R
(1)
2j

Table 3: Regular expressions for paths that can go through any state 0

By direct substitution Simplified
R

(2)
11 1∗ + 1∗0(ϵ+ 0 + 1)∗∅ 1∗

R
(2)
12 1∗0 + 1∗0(ϵ+ 0 + 1)∗(ϵ+ 0 + 1) 1∗0(0 + 1)∗

R
(2)
21 ∅+ (ϵ+ 0 + 1)(ϵ+ 0 + 1)∗∅ ∅

R
(2)
22 ∅+ 0 + 1 + (ϵ+ 0 + 1)(ϵ+ 0 + 1)∗(ϵ+ 0 + 1) (0 + 1)∗

نهایͬ حالت حالت، دومین و شروع اولیه حالت از که عبارت�هایͬ تمام اجتماع از اتوماتا این برای نهایͬ منظم عبارت
این داریم. نیاز R(۲)

۱۲ عبارت به فقط ما ،q۲ نهایͬ حالت تنها و q۱از شروع با مثال، این در مͬ�شود. ساخته باشد،
مͬ�شود شروع ١ تعداد هر یا ٠ با است رشته�هایͬ تمام شامل عبارت این زبان .۱∗۰(۰+۱)∗ با است برابر عبارت

داشت. خواهد ١ و ٠ تعداد هر بعد و

١annihilator for concatenation
٢identity for union
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منظم عبارت�های جبری قواعد ٣
جابه�جای٣ͬ قاعده�ی

E + F = F + E

EF ̸= FE

اشتراک�پذیری۴ قاعده��ی

(E + F ) +R = E + (F +R)

(EF )R = E(FR)

پخش۵ͬ قاعده�ی

L(M +N) = LM + LN

(M +N)L = ML+NL

جمع همانͬ عضو

∅+R = R + ∅ = R

الحاق همانͬ عضو

ϵR = Rϵ = R

الحاق ساز پوچ عضو

∅R = R∅ = ∅

آن از ͬͺی با مͬ�توان را یͺسان عبارت�های از تعداد هر اجتماع که مͬ�کند بیان قاعده این جمع: برای همانͬ قاعده�ی
کرد. جایͽزین عبارت�ها

R +R = R

است. ϵ رشته�ی حاوی تنها عبارت∅ شدن بسته

∅∗ = ϵ

است. ϵ و خودش با برابر ϵ الحاق تعداد هر با که رشته�ای تنها است. ساده زیر عبارت درستͬ کردن ͷچ

ϵ∗ = ϵ

٣commutative law
۴associative law
۵distributive law
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