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گراف در بیشینه ͳجریان�ده :١۶ جلسه�ی
زاده Έکوچ ͳعل نΎارنده: ͳخزائ شهرام دکتر مدرˈس:

مقدمه ١
وزن م�ͳگوییم. جریان١ شب΋ه�ی باشد، داشته مقصد رأس Έی و مبدأ �رأس Έی که طوری به دار وزن یال�های با جهت�دار گراف Έی به
مسأله�ی در است. جریان عبور قابل جهت دهنده�ی نشان یال هر جهت و م�ͳباشد یال آن از عبوری جریان ظرفیت دهنده�ی نشان یال، هر
اندازه�ی به حداکثر یال هر از که طوری به کرد، منتقل مقصد به مبدا از م�ͳتوان که کنیم پیدا را ͳجریان حداکثر م�ͳخواهیم بیشینه٢ جریان

کند. عبور جریان مجاز جهت در و آن ظرفیت

حداکثر یال هر از که طوری به برسد (مقصد) tرأس به (مبدأ) sرأس از جریان بیشترین م�ͳخواهیم زیر گراف در مثال عنوان به ١ مثال
است.) شده نوشته آن کنار در یال هر (ظرفیت کند. عبور جریان ظرفیتش اندازه�ی به
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جریان شب΋ه�ی Έی :١ ش΋ل

تعاریف ٢
f : E → R ≥ ٠ تاب΄ کردن پیدا ͳمعن به e ∈ E یال برای Ce ظرفیت با G = (V,E) وزن�دار گراف برای ͳجریان�ده تعریف١

که: طوری به است

.∀e ∈ E : ٠ < fe ≤ Ce :ͳیعن باشد؛ برقرار یال هر برای جریان محدودیت شرط .١

∀v ∈ V − {s, t} :
∑

u fuv =
∑

w fvw :ͳیعن باشد؛ برقرار رأس هر در باید جریان بقای شرط .٢
رأس�های ترتیب به t و s) باشد. برابر آن ͳخروج جریان�های جم΄ با باید رأس Έی به ورودی جریان�های جم΄ دیΎر، عبارت به

هستند.) مقصد و مبدا
١network flow
٢maximum Flow

١۶-١



است: s شروع رأس از شده خارج جریان میزان با برابر ͳجریان�ده Έی اندازه�ی جریان) (اندازه�ی تعریف٢

|f | =
∑
w

fsw

است. برابر مقصد رأس به شده وارد جریان اندازه با شروع رأس از شده خارج جریان اندازه که داد نشان م�ͳتوان ͳسادگ به

.|f | =
∑

w fwt :ͳیعن است. برابر مقصد رأس به شده وارد جریان اندازه با شروع رأس از شده خارج جریان اندازه ١ لم

را s ∈ S, t ∈ T طوری�که به T و S مجموعه�ی دو به جریان شب΋ه�ی رأس�های از افرازی جریان) شب΋ه�ی Έی برای (برش تعریف٣
نشان |⟨S, T ⟩| با و T به S از عبوری یال�های ظرفیت مجموع با است برابر برش ظرفیت م�ͳدهیم. نمایش ⟨S, T ⟩ با و گوییم برش Έی

دیΎر: عبارت به م�ͳشود. داده
|⟨S, T ⟩| =

∑
vw∈E,v∈S,w∈T

Cvw

بود: خواهد زیر صورت به ١ مثال گراف برای بیشینه ͳجریان�ده ٢ مثال
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بیشینه ͳجریان�ده Έی :٢ ش΋ل

به مقصد). به مبدا برش از عبوری یال�های ظرفیت (مجموع داد عبور ١۵ از بیشتر جریان نم�ͳتوان نحوی Ϳهی به فوق شده�ی رسم� برش از
ͳجریان�ده اندازه بیشترین لذا کرد. پیدا نم�ͳتوان شب΋ه این در بیشتری ظرفیت با برش همچنین است. ١۵ برش این ظرفیت دیΎر عبارت

م�ͳباشد. ١۵

است. کمینه ظرفیت با برش� کردن پیدا کمینه برش مسأله کمینه٣) برش (مسأله تعریف۴

کمینه. برش ظرفیت با است برابر ͳجریان�ده اندازه�ی بیشترین ٢ قضیه

م�ͳکنیم. تعریف صورت این به را را یال هر برای پسماند ظرفیت ،f ͳجریان�ده Έی برای پسماند۴) (ظرفیت تعریف۵

Cf
uv =

{
Cuv − fuv uv ∈ E

fuv vu ∈ E

پسماند ظرفیت با یال�های گراف این در باشد. پسماند ظرفیت�های آن یال�های ظرفیت که جهت�داری گراف پسماند)� (گراف تعریف۶
م�ͳکنیم. حذف را صفر

٣min-cut
۴residual capacity

١۶-٢



آن: با متناظر پسماند گراف و f ͳجریان�ده با جریان شب΋ه Έی ٣ مثال
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آن پسماند گراف (ب)
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f � ͳجریان�ده (آ)

پسماند گراف :٣ ش΋ل

م�ͳنامیم. افزاینده۵ مسیر Έی را پسماند گراف در t به s از مسیر هر تعریف٧

نشان B با و م�ͳکنیم تعریف P مسیر در پسماند ظرفیت مینیمم با برابر را گلوگاه۶ پسماند، گراف در P افزاینده مسیر هر برای تعریف٨
:ͳیعن م�ͳدهیم،

B = min
uv∈P

{Cf
uv}

با مسیر این گلوگاه همچنین است. زیر ش΋ل در سبز Ίرن با شده مشخص مسیر افزاینده مسیر Έی قبل مثال پسماند گراف در ۴ مثال
است. شده داده نشان Ίرن ͳآب خط�چین
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پسماند گراف در افزاینده مسیر Έی :۴ ش΋ل

م�ͳکنیم: تعریف صورت این به را B گلوگاه با P افزاینده مسیر با متناظر افزوده جریان تعریف٩

f ′
uv =


fuv +B uv ∈ P

fuv −B vu ∈ P

fuv oth.
۵augmenting path
۶bottleneck

١۶-٣



خواهد زیر صورت به ٣ مثال در f ͳجریان�ده با متناظر افزوده جریان بΎیریم، نظر در را قبل مثال افزاینده��ی مسیر که ͳصورت در ۵ مثال
(B = ۵ اینجا (در بود.
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B = ۵ با افزوده جریان (ب)
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f � ͳجریان�ده (آ)

افزوده جریان :۵ ش΋ل

است. اولیه�ی ظرفیت به نسبت مجاز ͳجریان�ده Έی افزوده جریان ٣ لم
که کنیم ثابت باید برهان.

برابرند. رأس هر در ͳخروج و ورودی جریانهای مجموع .١

.٠ ≤ f ′
uv ≤ Ce .٢

ͳخروج و وردی جریان مقدار نباشد، افزاینده مسیر Έی روی ͳرأس اگر م�ͳشود. ثابت افزوده جریان تعریف روی از ͳسادگ به اول گزاره�ی
نیز مقدار همان به و شده وارد آن به جریان واحد B تعداد به باشد، B گلوگاه با افزاینده مسیر Έی روی ͳرأس اگر نم�ͳکند. تغییر آن
هر از عبوری جریان که است ΀واض افزوده جریان تعریف به توجه با باشد uv ∈ P اگر دوم، گزاره�ی دادن نشان برای است. شده خارج

است: صفر مساوی بزرگتر یال
uv ∈ P ⇒ f ′

uv = fuv +B ≥ ٠

همچنین:
f ′
uv = fuv +B ≤ fuv + Cf

uv = fuv + Cuv − fuv = Cuv

.uv /∈ P ⇒ ٠ ≤ f ′
uv ≤ Cuv که داد نشان م�ͳتوان نیز مشابه طور به .٠ ≤ f ′

uv ≤ Cuv نتیجه در

الΎوریتم ٣

افزاینده مسیر Έی بار هر که است ͳکاف م�ͳکنیم. بیان را بیشینه جریان کردن پیدا الΎوریتم شده داده تعریف�های و قضایا به توجه با حال
دهیم. نسبت گراف به را افزوده جریان و آورده بدست را B سپس کنیم، پیدا پسماند گراف در t به s از

فورد-فال΋رسون: الΎوریتم

Algorithm 1 Algorithm: Ford-Fulkerson
function MaximumFlow(Graph G, Capacity C)

[assumes C = {Ce ≥ 0 : e ∈ E}]
Start with zero flow
while Until there is no s → t path do

Augment the flow along some augmenting path.

١۶-۴



.|f ′| > |f | باشد، P افزاینده�ی مسیر و f جریان با متناظر افزوده جریان Έی f ′ اگر ۴ لم
گراف کل ͳجریان�ده اندازه�ی که گرفت نتیجه م�ͳتوان شده اضافه یال�ها از ͳبعض به B اندازه�ی به بار هر این΋ه به توجه با برهان.

م�ͳیابد. افزایش

است. بیشینه جریان Έی ،ͳنهای جریان مقدار و م�ͳشود متوقف نهایتاً الΎوریتم باشند، ͳنامنف ΀صحی ظرفیت�ها مقادیر اگر ۵ قضیه

ͳنا�منف ΀صحی عدد Έی هم الΎوریتم از مرحله هر در جریان مقادیر باشند، ͳنامنف ΀صحی اعداد ظرفیت�ها اگر که است ΀واض برهان.
بنابراین، است. مثبت ΀صحی عدد Έی آن گلوگاه مقدار باشد، داشته وجود پسماند گراف در افزاینده�ای مسیر اگر بالاخص بود. خواهند
م�ͳشود. متوقف الΎوریتم ت΋رار، بار ͳمتناه تعداد از پس لذا م�ͳکند. اضافه ͳجریان�ده اندازه�ی به واحد ١ حداقل دلخواه افزاینده مسیر هر
م�ͳشود. واگذار خواننده به الΎوریتم توقف از پس است) ͳنامنف ΀صحی عدد Έی نیز خود (که ͳجریان�ده اندازه�ی بودن بیشینه اثبات

�������� از الΎوریتم این ͳپیچیدگ لذا م�ͳرسیم. بیشنیه ͳجریان�ده به ت΋رار بار |f∗| با حداکثر دهیم، نمایش f∗ با را بیشینه ͳجریان�ده اگر
و است ͳنمای ورودی اندازه به نسبت الΎوریتم این ͳپیچیدگ که کنید دقت م�ͳباشد. گراف یال�های mتعداد آن در که است O(m|f∗|)
خواهد Θ(|f∗|) اجرا زمان که دارند وجود ͳمثال�های داد. نمایش م�ͳتوان بیت log |f∗| حداکثر با را |f∗| اندازه�ی چون چندجمله�ای نه
زمان شود، انتخاب افزاینده مسیر عنوان به t به s از سه طول با مسیر بار هر اگر است، ΀صحی عدد Έی C که زیر گراف در مثلا بود.

است. Θ(C) اجرا

ts

C

C

C

C

۱

زیاد اجرای زمان با مثال :۶ ش΋ل

بیشینه جریان به است مم΋ن بل΋ه نیابد پایان وقت Ϳهی الΎوریتم است مم΋ن تنها نه باشند، ͳحقیق اعدد ظرفیت�ها مقادیر اگر ١ ن΋ته
م�ͳکنند. ذخیره ͳمتناه دقت با را ͳحقیق اعداد ها کامپیوتر زیرا نم�ͳکند ایجاد ͳل΋مش عمل در مسأله این البته نشود. همΎرا

م�ͳیابد: کاهش ای چندجمله به الΎوریتم ͳپیچیدگ که است شده مطرح ایده دو الΎوریتم ͳپیچیدگ کاهش برای

O(nm٢) ͳپیچیدگ به حالت این در باشد. داشته کمتری یال�های تعداد که کنیم انتخاب را افزاینده�ای مسیر بار هر این΋ه ͳ΋ی .١
.[Dinits, Edmonst-Karp, 1972] م�ͳرسیم

الΎورتیم صورت این در باشد. داشته را گلوگاه مقدار بیشترین که کنیم انتخاب را افزاینده�ای مسیر بار هر که است این دیΎر ایده�ی .٢
.[Edmonst-Karp, 1972] است سازی پیاده قابل O(m٢ logm log |f∗|) زمان در

ͳبرنامه�ریزیخط مسأله کاهشبه ۴

و ٠ ≤ fe صورت به معادله نا ٢m و هستتد ها fe مسأله، متغیر�های است. بیان قابل نیز بهینه�سازی مسأله�ی Έی صورت به مسأله این
هدف م�ͳرسیم. ͳخط معادله�ی n − ٢ به نهایت در که باشد، برقرار باید رأس هر در نیز جریان بقای شرط همچنین داریم. fe ≤ Ce

را آن م�ͳتوان زیر صورت به که م�ͳگویند ٧ͳخط برنامه�ریزی مسأله این به ͳکل حالت در هاست. fe از ͳخط ترکیب Έی کردن ماکسیمم
نوشت:

x = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ Rn

٧linear programming

١۶-۵



max cTx s.t. x ≥ ٠٠٠,Ax ≤ b

معادلات، شامل م�ͳتوانند که محدودیت تعدادی با را ͳخط هدف تاب΄ Έی بیشینه�سازی یا کمینه�سازی مسأله�ی هر که داد نشان م�ͳتوان
کاهش قابل فوق ͳکل فرم به ͳخط برنامه�ریزی مسأله�ی Έی به باشد، متغیرها روی محدودیت عدم یا متغیرها روی محدودیت نامعادلات،
روی اگر همچنین کنیم. ͳمنف را هدف تاب΄ ضرایب همه تا است ͳکاف کنیم min را هدف تاب΄ بخواهیم max جای به اگر مثلا است.
تعریف را x′′

i ≥ ٠ و x′
i ≥ ٠ ͳ΋کم متغیر�های xi متغیر جای به م�ͳتوانیم باشیم. نداشته xi > ٠ شرط (xi (مثلا متغیرها از ͳ΋ی

این حل روش�های قدیم�ͳترین از ͳ΋ی است. شده مطرح مسائل این حل برای متعددی الΎوریتم�های .xi = x′
i − x′′

i که طوری به کنیم
نیست. چندجمله�ای ͳپیچیدگ دارای اما م�ͳکند حل را ͳعمل نمونه�های از بسیاری ͳبالای سرعت با چند هر که است سادک٨ روش مسأله
شوروی اهل ریاضیدان خاچیان٩، لئونید توسط ١٩٧٩ سال در سرد Ίجن دوران بحبوحه در کارا) غیر (اما چندجمله�ای الΎوریتم اولین
دست کاراست) نیز عمل در (که ͳمتفاوت چندجمله�ای الΎوریتم به ͳبرکل دانشΎاه دکترای دانشجوی Έی بعد سال چند شد. ابداع سابق،

است. معروف ١٠ ͳمیان نقطه�ی روش به که یافت
،ͳیعن ،ͳخط برنامه�ریزی مسأله نمونه Έی ΀صحی بهینه جواب یافتن وجود این با

x = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ Zn

max cTx s.t. x ≥ ٠٠٠,Ax ≤ b

حل راه که نم�ͳرود انتظار و است NP-hard مسأله�ی Έی است معروف ١١ͳخط برنامه�ریزی مسأله�ی به که مسأله این نیست. ͳآسان مسأله
آن درباره آینده جلسات در که م�ͳکند حل را “P = NP?” باز مسأله ͳوریتمΎال چنین یافتن شود. پیدا آن برای چندجمله�ای زمان در

کرد. خواهیم صحبت
مسأله این΋ه با داد. کاهش ΀صحی ͳخط برنامه�ریزی مسأله�ی Έی به م�ͳتوان را ΀صحی ظرفیت با بیشینه جریان مسأله�ی که کنید دقت
نمونه�های ،ͳخط برنامه�ریزی مسأله حل برای موجود چندجمله�ای حل�های راه اما نیست حل قابل چندجمله�ای زمان در ͳکل حالت در دوم

م�ͳکنند. حل چندجمله�ای زمان در را اول مسأله یافته کاهش

٨simplex
٩Leonid Khachiyan

١٠interior point
١١integer linear programming

١۶-۶


