
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

١٣٩١ بهمن ٢٩ آنالیز�الͽوریتم�ها

چند�جمله�ای�ها ضرب :۴ جلسه�ی
زاده ͷکوچ علͬ و خلیلͬ ساینا نͽارنده: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

مقدمه ١
دو حاصل�جمع و حاصل�ضرب محاسبه و چندجمله�ای ͷی ارزیابͬ برای الͽوریتم�هایͬ یافتن دنبال به جلسه این در ما

داد. نمایش مͬ�توان طریق سه به را چند�جمله�ای ͷی هستیم. چند�جمله�ای

آن ضرایب بردار از A(x)استفاده =
∑n

j=٠ ajx
j نمایشچندجمله�ای برای راه ساده�ترین ضرایب: نمایشبا .١

یͷچندجمله�ای ارزیابͬ مͬ�شود. معرفͬ (a٠, a١, ..., an) آرایه چندجمله�ایA(x)با دیͽر، عبارت به است.
معروف هورنر١ قانون به که زیر رابطه از منظور این برای است. انجام قابل O(n) در آن ضرایب از استفاده با

است

A(x) = a٠ + (a١ + (a٢ + (· · ·+ (an−١ + anx)x) · · · )x)x
مͬ�کنیم: استفاده زیر الͽوریتم طراحͬ برای

function Evaluate(A, x)
[assumes A = (a0, . . . , an)]
y ← 0
for j = n to 0 do

y ← aj + y · x
return y

در مͬ�توان را آنها حاصل�جمع ،n درجه از B و A چندجمله�ای دو ضرایب نمایش از استفاده با همچنین
زیرا نمود محاسبه O(n)

A(x) + B(x) =
n∑

j=٠

ajx
j +

n∑
j=٠

bjx
j =

n∑
j=٠

(aj + bj)x
j

مͬ�کند. مشخص را حاصل�جمع چندجمله�ای ضرایب که است n-تایͬ آرایه ͷی هم باز حاصل که
O(n٢) زمان در کانولوشن٢ رابطه�ی از استفاده با A(x) ·B(x)حاصل�ضرب چندجمله�ای مستقیم محاسبه

است: انجام قابل
١Horner
٢convolution
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A(x)B(x) =
n∑

i=٠

aix
i

n∑
j=٠

bjx
j =

٢n∑
j=٠

(

j∑
i=٠

aibj−i)x
j

چندجمله�ای مͬ�توان مͬ�شود، استفاده اعداد حاصل�ضرب محاسبه برای که است کاروتسوبا ایده از استفاده با
حل، و تقسیم رهیافت از استفاده با کار این برای نمود. O(nlog٢محاسبه ٣) سریع�تر زمان در را حاصل�ضرب
A(x) = B١(x) + xn/٢B٢(x) و A(x) = A١(x) + xn/٢A٢(x)صورت به B و A چندجمله�ای�های

چندجمله�ای�های محاسبه از پس و مͬ�شوند گرفته نظر در

P١(x) = A١(x) ·B١(x) ,

P٢(x) = A٢(x) ·B٢(x) ,

P٣(x) = (A١(x) + A٢(x)) · (B١(x) +B٢(x)) ,

مͬ�شود: محاسبه صورت بدین حاصل�ضرب چندجمله�ای بازگشتͬ، صورت به

A(x) ·B(x) = P١(x) + xn/٢(P٣(x)− P١(x)− P٢(x)
)
xn/٢ + xnP٢(x)

حاصل�ضرباست. چندجمله�ای محاسبه O(nبرای log n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ بسط ما نهایͬ هدف

به�طور را چندجمله�ای که است نقطه تعدادی از استفاده چندجمله�ای ͷی نمایش دیͽر روش نقطه�ای: نمایش .٢
مشخص یͺتا طور به متمایز نقطه�ی n با n− ١ درجه�ی از چند�جمله�ای ͷی که مͬ�دانیم مشخصکنند. یͺتا
مجموعه از که n − ١ حداکثر درجه از یͺتای چندجمله�ای لاگرانژ، درون�یابͬ روش از استفاده با مͬ�شود.

مͬ�باشد. زیر صورت به متمایزند)،� ͬͽهم xi (که مͬ�گذرد {(x١, y١), . . . , (xn, yn)} نقاط

A(x) =
n∑

k=١

yk

∏
j ̸=k(x− xj)∏
j ̸=k(xk − xj)

مقادیر اگر چندجمله�ای، ͷی نقطه�ای نمایش از استفاده با

tk =
∏
j ̸=k

١
(xk − xj)

O(n) زمان در (k = ١, . . . , n برای x ̸= xk (که x نقطه هر A(x)در ارزیابͬ باشند،� شده محاسبه قبل از
داریم: زیرا است،� انجام قابل

A(x) =
n∏

j=١

(x− xj)
n∑

k=١

yktk
x− xk

A(x)چندجمله�ای�های نقطه�ای نمایش�های {(x١, y
′
١), . . . , (xn, y

′
n)} و {(x١, y١), . . . , (xn, yn)} اگر

ͷی {(x١, y١ + y′١), . . . , (xn, yn + y′n)} وضوح به باشند،� (n − ١ حداکثر درجه�های (با A′(x) و
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حاصل�جمع چند�جمله�ای نقطه�ای نمایش بنابراین است. �،A(x)+A′(x) مجموع، چندجمله�ای برای نمایش
است. محاسبه قابل O(n) زمان در

برایچندجمله�ایحاصل�ضرب، یͷنمایشصحیح صورتͬ در تنها {(x١, y١y
′
١), . . . , (xn, yny

′
n)} وجود این با

چندجمله�ای دو هر اگر باشد. n− ١ حداکثر حاصل�ضرب چندجمله�ای درجه که است �،A(x)A′(x) یعنͬ
است. نمایش قابل نقطه ٢n− ١ حداقل با A(x)A′(x)اینصورت در باشند، n− ١ دقیقاً درجه از

ثابت ضریب همراه به چند�جمله�ای ریشه�های از استفاده با نمایشچندجمله�ای�ها دیͽر روش نمایشریشه�ای: .٣
به�صورت مͬ�توان را n درجه چندجمله�ای هر جبر، اساسͬ قضیه طبق است. آن درجه بزرگترین

a

n∏
i=١

(x− ri)

رود. بͺار چندجمله�ای برای نمایشͬ عنوان به مͬ�تواند (a, r١, · · · , rn) بنابراین داد. نمایش
نقطه�ای نمایش ولͬ مͬ�شوند. انجام O(n) زمان در ارزیابͬ و حاصل�ضرب ریشه�ای، نمایش از استفاده با
مجبوریم ریشه�هایچندجمله�ایحاصل�جمع برایمحاسبه زیرا نیست،� حاصل�جمع برایمحاسبه نمایشمناسبͬ
این از بیشتر را ریشه�ای نمایش بحث ما شویم. متوسل دارند بالایͬ پیچیدگͬ غالباً که عددی روش�های به

کرد. نخواهیم بررسͬ

فوریه تبدیل ٢
جدول این در شد. متصور شده ذکر کنون تا که روش�هایͬ مرتبه�زمانͬ برای را زیر جدول مͬ�توان خلاصه طور به
مͬ�باشد. چندجمله�ای ریشه�های با نمایش ردیفآخر، و نقطه�ها با نمایش ردیفدوم، و ضرایب نمایشبا اول، ردیف

داریم: را زیر زمانͬ مرتبه�های جدول پس

مرتبه�زمانͬ�ها �جدول :١ جدول

حاصل�ضرب مرتبه�زمانͬ ارزیابͬ مرتبه�زمانͬ حاصل�جمع مرتبه�زمانͬ نمایش نوع
O(n١٫۵٩) O(n) O(n) ضرایب
O(n) O(n٢) O(n) نقطه�ای
O(n) O(n) زیاد ریشه�ای

ͬͺی که نقاط به چندجمله�ای�ها از و چندجمله�ای�ها به نقاط از تبدیلات برای سریع�تری روش�های معرفͬ به بنابراین
مͬ�پردازیم. است، فوریه٣ تبدیل آنها ازمهمترین

٣Fourier Transform
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فوریه تبدیل� ١.٢
برایضربچند�جمله�ای�ها روشموجود بهترین با حال شدیم. آشنا نمایشچند�جمله�ای�ها نحوه�ی با قبل بخش�های در

مͬ�شویم. آشنا مͬ�دهد، انجام O(n log n) در را کار این که

دارد. ١−را و ١ جواب دو حداکثر معادله این حقیقͬ اعداد مجموعه�ی در بͽیرید. نظر در ١−Xnرا = ٠ معادله
دارد. ریشه n مختلط اعداد مجموعه در ولͬ

واحد ام n ریشه�های مختلط اعداد مجموعه ١−Xnدر = ٠ معادله ریشه�های واحد) مختلط (ریشه�های ١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش w٠, w١, · · · , wn−١ با را آن�ها که مͬ�شوند نامیده

کدام هر بنابراین شده�اند. پخش مختلط فضای در واحد دایره�ی روی یͺنواخت کاملأ طور به مختلط ریشه�ی n این
(i =

√
−١ (که پایه ریشه�ی از توانͬ صورت به را واحد عدد ریشه�های از

w = exp(٢iπ/n)

.wk = wk یعنͬ نوشت مͬ�توان
به را مسئله این مͬ�توان بͽیرید. نظر در�� را x٠, . . . , xn−١ نقاط در

∑n−١
i=٠ aix

i چندجمله هم�زمان ارزیابͬ مسئله
داد: نمایش نیز زیر ماتریسͬ حاصل�ضرب صورت y٠

...
yn−١

=

١ x٠ x٢
٠ · · · xn−١

٠
... ... ... . . . ...
١ xn−١ x٢

n−١ · · · xn−١
n−١


 a٠

...
an−١


مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را فوریه تبدیل لذا باشد. xk = wk که است وقتͬ مسئله این از خاصͬ حالت

برای wk نقاط در چندجمله�ای ارزیابͬ از است عبارت n− ١ درجه�ی با چندجمله�ای ͷی فوریه�ی تبدیل ٢ تعریف
.w = e

٢πi
n آن: در که k = ٠,١, . . . , n− ١

A(x) =
∑n−١

i=٠ aix
i چندجمله�ای ضرایب نمایش که را (a٠, . . . , an−١) بردار فوریه تبدیل گفت مͬ�توان معادلا˟

مͬ�کند. تبدیل (y٠, . . . , yn−١) بردار به است
y٠
...
yj
...

yn−١

=


١ ١ ١ · · · ١
... ... ... ... ...
١ wj w٢j · · · w(n−١)j

... ... ... . . . ...
١ wn−١ w٢(n−١) · · · w(n−١)(n−١)




a٠
...
aj
...

an−١


ماتریسͬ (ضرب کنیم محاسبه را چندجمله�ای حاصل بار ͷی نقطه، هر ازای به که است این بدیهͬ حل راه ͷی
عملیات این مͬ�توان حل و تقسیم روش به اما بود. خواهد O(n٢) از عمل این که دهیم.) انجام مستقیم را فوق
A(x) = مجموع صورت به را A(x) چندجمله�ای و کرده جدا را زوج و فرد توان با جملات اگر کرد. ساده�تر را
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زوج n مͬ�کنیم (فرض باشند n
٢ حداکثر درجه�ی از کدام هر Ao(x) و Ae(x) که بنویسیم Ae(x

٢) + xAo(x
٢)

نوشت: مͬ�توان است)،

A(١) = Ae(١) + Ao(١)
A(−١) = Ae(١)− Ao(١)

A(i) = Ae(−١) + Ao(−١)i
A(−i) = Ae(−١)− Ao(−١)i

نوشت: مͬ�توان را بازگشتͬ روابط باشند، واحد ام n٢ ریشه�های v٠, v١, . . . , vn
٢ −١ اگر کلͬ حالت در و

A(wk) = Ae(v
k) + wkAo(v

k)

A(wk+n
٢ ) = Ae(v

k)− wkAo(v
k)

.wk+n
٢ = −wk که مͬ�کنیم توجه نͺته این به

مͬ�نویسیم: را (FFT) سریع۴ فوریه تبدیل الͽوریتم بازگشتͬ رابطه�ی همین ͷکم به

Algorithm 1 Algorithm: FFT
function fft(a0, a1 . . . , an−1)

[assumes n is a power of two]
if n = 1 then

return a0
(e0, e1, ..., en/2−1)← fft((a0, a2, . . . , an−2)
(d0, d1, ..., dn/2−1)← fft(a1, a3, . . . , an−1)
for k = 0 to n

2
− 1 do

wk ← e
2πik
n

yk ← ek + wkdk

yk+n/2 ← ek − wkdk

return y0, y1, ..., yn−1

که است واضح فوق بازگشتͬ الͽوریتم به توجه با نیز زمانͬ پیچیدگͬ مورد در

T (n) = ٢T (n
٢
) +O(n)⇒ T (n) = O(n log n)

صورت به ماتریسM(w)را ابتدا کرد. محاسبه مͬ�توان راحتͬ به نیز را فوریه معͺوس تبدیل که مͬ�دهیم نشان حال

۴Fast Fourier Transform

۴-۵



مͬ�کنیم: تعریف زیر

M(w) =


١ ١ ١ · · · ١
... ... ... · · · ...
١ wj w٢j · · · w(n−١)j

... ... ... · · · ...
١ wn−١ w٢(n−١) · · · w(n−١)(n−١)


یعنͬ آن معͺوس ماتریس تا است کافͬ معͺوس تبدیل محاسبه�ی برای است. واندرموند ماتریس ͷی ماتریس این

کنیم. محاسبه ١−Mرا

M(w)−١ = ١
n
M(w−١) با: است ماتریسM(w)برابر معͺوس ١ قضیه

حاصل�ضرب حال مͬ�دهیم. نمایش M∗ و M با ترتیب به را M(w−١) و M(w) نمایش در سادگͬ برای برهان.
با: است برابر ماتریس این (j, k) درایه�ی مͬ�کنیم. محاسبه ∗MMرا

(MM∗)j,k = ١ + wj−k + w٢(j−k) + · · ·+ w(n−١)(j−k) =

{
١−wn(j−k)

١−wj−k j ̸= k

n j = k

صفر مقدار این نباشد، برابر k با j اگر کرده�ایم. استفاده w(j−k) نسبت قدر با هندسͬ سری مجموع رابطه�ی از که
یعنͬ MM∗ = nI خلاصه طور به لذا است. n برابر مقدار این باشد، برابر k با j اگر و (wn = ١ (چون است

.M−١ = ١
n
M∗

نوشت: مͬ�توان جزئͬ تغییرات با هم را معͺوس فوریه تبدیل الͽوریتم لذا

Algorithm 2 Algorithm: FFT-Inverse
function fft-inverse(a0, a1, . . . , an−1)

[assumes n is a power of two]
if n = 1 then

return a0
(e0, e1, ..., en/2−1)← fft-inverse(a0, a2, · · · , an−2)
(d0, d1, ..., dn/2−1)← fft-inverse(a1, a3, . . . , an−1)
for k = 0 to n

2
− 1 do

wk ← e−
2πik
n

yk ← 1
n
(ek + wkdk)

yk+n/2 ← 1
n
(ek − wkdk)

return y0, y1, ..., yn−1
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فوریه تبدیل ͷکم به چندجمله�ای�ها حاصل�ضرب محاسبه�ی ٢.٢

نحو این به C(x) = A(x)B(x) = (
∑n−١

i=٠ aix
i)(

∑n−١
i=٠ bix

i) حاصل�ضرب چندجمله�ای محاسبه�ی برای
مͬ�کنیم. عمل

درجه با چندجمله�ای�هایͬ صورت به جمله�ای�ها چند تا مͬ�دهیم قرار صفر را bi و ai ضرایب ادامه�ی ابتدا •
.j = n, . . . ,٢n− ١ برای aj = bj = ٠ یعنͬ: درآیند. ٢n− ١ حداکثر

یعنͬ شود. ٢ از توانͬ ضرایب تعداد تا مͬ�دهیم قرار صفر را bi و ai ضرایب ادامه�ی لازم تعداد به سپس •
j = برای aj = bj = ٠ مͬ�دهیم قرار است ٢n − ١ از بزرگتر که باشد ٢ از توانͬ کوچͺترین N اگر

.٢n, . . . , N − ١

Ak = A(wk) تا مͬ�کنیم محاسبه جداگانه طور به N طول به دنباله دو هر برای را سریع فوریه تبدیل حال •
آیند. بدست k = ٠, . . . , N − ١ برای Bk = B(wk) و

تبدیل آن از نهایت در و کرده محاسبه k = ٠, . . . , N − ١ برای را Ck = C(wk) = AkBk سپس •
آیند. بدست c٠, c١, . . . , cN−١ ضرایب تا مͬ�گیریم معͺوس فوریه�ی

صرف�نظر انتهایͬ صفر جملات از مͬ�توان البته که است حاصل�ضرب چندجمله�ای C(x) =
∑n−١

i=٠ cix
i نهایتا
کرد.

کنیم. حساب را چندجمله�ای دو حاصل�ضرب عملیات، O(n log n) با توانستیم بنابراین

فوریه تبدیل ͷکم به صحیح اعداد حاصل�ضرب محاسبه�ی ٣

بیتͬ n عدد دو زیرا کرد. ساده�تر هم را بیتͬ n عدد دو ضرب ایده همین با بتوان که برسد نظر به شاید

a =
n−١∑
i=٠

ai٢i, b =
n−١∑
i=٠

bi٢i

نقطه در B(x) =
∑n−١

i=٠ bix
i و A(x) =

∑n−١
i=٠ aix

i های چندجمله�ای ارزیابͬ واقع در ai, bi ∈ {٠,١} که
لذا و b = B(٢) و a = A(٢) یعنͬ، هستند. x = ٢

c = ab = A(٢)B(٢) = C(٢)

است. حاصلضرب چندجمله�ای C(x) = A(x)B(x) که
اعداد ضرب به خود (که مختلط اعداد ضرب از سریع فوریه تبدیل الͽوریتم در که است این دارد وجود که نͺته�ای اما
عملیات صحیح محاسبه برای کافͬ تقریب از استفاده به نیاز دلیل به که است شده استفاده دارد) احتیاج حقیقͬ
بیتͬ عملیات است ممͺن داریم نیاز حقیقͬ اعداد ضرب O(n log n) به اینͺه با یعنͬ مͬ�کنند. زیاد را پیچیدگͬ

باشد. بیشتر خیلͬ استفاده مورد
سال در که است O(n log n log log n) مرتبه�ی از است شده داده بیتͬ n اعداد ضرب برای که الͽوریتمͬ بهترین

شد. کشف Strassen و Schönhage توسط ١٩٧١

۴-٧


