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 ها ی بازینظریه

ها  نشر نی است که توسط دستیاران درس نظریه بازی  –این مجموعه پاسخ به سوالات انتهای فصل کتاب نظریه بازی ها  

پریماه  ، سپیده عبداللهی،  محمدصدرا حیدرینژاد،  ، سعید حجتیآقایان و خانم ها مهرداد پورقاسم، حسن ابوذرپور، فاطمه اصغری

این جزوه صرفا برای استفاده شخصی تهیه شده است.    کا عبدی، امیرمسعود باقری، علی امینیاکبرپور، ملی، مرضیه علی صفریان

باشند. دستیاران این درس از افراد بسیار خبره و با    است و تضمینی وجود ندارد تمام تمارین بدرستی و یا بصورت کامل حل شده

کند. از همه این عزیزان برای زمانی  ها هستند که تسلط ایشان این جزوه را بسیار غنی و مورد اتکا می دانش در حوزه نظریه بازی

تمرین گذاشتند، متشکرم. همچنین از شما درخواست دارم چنانچه موارد اشتباهی را ملاحظه فرمودید به بنده  که در تهیه این حل 

 اطلاع دهید.  rahmati@sharif.eduبا ایمیل 

 فصل اول  .1

 : سعید حجتی نژاد 1، تمرین 1فصل 

برای کشیدن جدول ابتدا نیاز داریم که تمام حرکات هر بازیکن را مشخص کنیم. به همین منظور نمودار تمام مسیرهای ممکن ناو 

 کنید مشاهده می 1را در شکل  Iجنگی کشور 

 

 Aبرای حمله به کشور  Iمسیرهای ممکن کشور 1شکل 

 کنید: مشاهده می 2را در شکل  Aهمچنین تمام مسیرهای ممکن نیروهای دفاعی کشور  
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 Aمسیرهای ممکن نیروی دفاعی کشور 2شکل 

با توجه به اینکه غیرممکن است نیروهای دو کشور در شب اول با هم برخورد کنند، مکان نیروها در شب اول مهم نیست و  

در شب سوم حتما در یکی از نقاط   Iسازیم. همچنین با توجه به اینکه نیروهای کشور  های مختلف را باشروع از شب دوم میحالت

b    یاd    قرار دارد، قرار داشتن نیروهای دفاعی کشورA    در شب سوم فقط در این دو نقطه منطقی است و تمام نقاط دیگر نسبت

را از برنامه دفاعی  dو   bهای اقامت شب سوم در تمام نقاط غیر از  توان گزینه به یکی از این دو نقطه مغلوب هستند. بنابراین می

 توان جدول زیر را ترسیم کرد.حات گفته شده، میحذف کرد. با استفاده از تمام حرکات ممکن هر کشور و توضی Aکشور 

 

 

کنید بازیگر دیگر بیابید. در این صورت مشاهده میمحض  های محض هر بازیگر را نسبت به هر حرکت  بهترین پاسخ  اگر

 تیجه این بازی، تعادل محض ندارد.های محض هیچ تقاطعی ندارند. در نکه بهترین پاسخ 
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 Aکشور   

  
c-b e-b e-d g-d 

 Iکشور 

c-b  -1 , 1  -1 , 1 1 , -1 1 , -1  

e-b  -1 , 1  -1 , 1 -1 , 1 1 , -1 

e-d  1 , -1  -1 , 1 -1 , 1 -1 , 1  

g-d  1 , -1  1 , -1 -1 , 1 -1 , 1  

 Aکشور   

  
c-b e-b e-d g-d 

 Iکشور 

c-b  11 , -  11 , - 1-,  1  1-,  1  

e-b  11 , -  11 , -  11 , - 1-,  1  

e-d 1-,  1   11 , -  11 , -  11 , - 

g-d 1-,  1  1-,  1   11 , -  11 , - 
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متقارن است، باید آنها را با    gdبا حرکت    cbگیریم. از آنجایی که حرکت  برای محاسبه پاسخ ترکیبی، از تقارن بهره می

متقارن است و باید آنها را هم با احتمال برابر بازی کند. بنابراین به    edبا حرکت    ebاحتمال برابر بازی کند. همچنین حرکت  

 رسیم: جدول زیر می

 Aکشور    

   
q1 0.5-q1 0.5-q1 q1 

   
c-b e-b e-d g-d 

 Iکشور 

p1 c-b  -1 , 1  -1 , 1 1 , -1 1 , -1  

0.5-p1 e-b  -1 , 1  -1 , 1 -1 , 1 1 , -1 

0.5-p1 e-d  1 , -1  -1 , 1 -1 , 1 -1 , 1  

p1 g-d  1 , -1  1 , -1 -1 , 1 -1 , 1  

 

𝑈𝐼(𝑐𝑏. 𝑄) = 0 

𝑈𝐼(𝑒𝑏. 𝑄) = −1 × 2 × (0.5 − 𝑞1) = 2𝑞1 − 1 

𝑈𝐼(𝑔𝑑. 𝑄) = 0 

𝑈𝐼(𝑒𝑑. 𝑄) = −1 × 2 × (0.5 − 𝑞1) = 2𝑞1 − 1 

تفاوت باشد، خواهیم  بین حرکات خود بی  Iکند که کشور  را به نحوی انتخاب می 𝑞1احتمال   Aاز آنجایی که  در تعادل، کشور  

 داشت: 

𝑈𝐼(𝑐𝑏. 𝑄) = 𝑈𝐼(𝑒𝑏. 𝑄) = 2𝑞1 − 1 = 0 

→      𝑞
1
= 0.5 

 داریم: Aبه همین روش برای مطلوبیت کشور 

𝑈𝐴(𝑐𝑏. 𝑃) = 0 

𝑈𝐴(𝑒𝑏. 𝑃) = 2 × (0.5 − 𝑝1) = 1 − 2𝑝1 

𝑈𝐴(𝑔𝑑. 𝑃) = 0 

𝑈𝐴(𝑒𝑑. 𝑃) = 2 × (0.5 − 𝑝1) = 1 − 2𝑝1 

تفاوت باشد، خواهیم  بین حرکات خود بی  Aکند که کشور  را به نحوی انتخاب می 𝑝1احتمال   Iز آنجایی که  در تعادل، کشور  ا

 داشت: 

𝑈𝐴(𝑐𝑏. 𝑄) = 𝑈𝐼(𝑒𝑏. 𝑄) = 1 − 2𝑝1 = 0 

→      𝑝
1
= 0.5 



4 

 مهرداد پورقاسم :2تمرین  1فصل 

دانیم در تعادل هرگز بازی  شود و ازآنجاکه میمی  Tاکیداً مغلوب حرکت    B، حرکت  1(، برای بازیگر  1در جدول نخست )جدول  

 توانیم سطر مربوط به آن را حذف کنیم. شود مینمی

2بازیگر   
 

R C L 

(4،2)  (1،1)  (2،۰)  T 

1بازیگر   (2،3)  (1،2)  (3،4)  M 

(3،۰)  (۰،2)  (1،3)  B 
 1جدول 

 

 شود. می Rاکیداً مغلوب حرکت  C، حرکت 2(، برای بازیگر 2در جدول جدید )جدول 

2بازیگر   
 

R C L 

(4،2)  (1،1)  (2،۰)  T 
1بازیگر   

(2،3)  (1،2)  (3،4)  M 
 2جدول 

 

 ، دیگر هیچ حرکت اکیداً مغلوبی وجود ندارد. گرهایبازیک از (، برای هیچ3در جدول جدید )جدول 

2بازیگر   

R L  

(4،2)  (2،۰)  T 
1بازیگر   

(2،3)  (3،4)  M 
 3جدول 

 را در نظر بگیرید. 3ی حل، جدول برای ادامه 

 

a) های نش محض تعادل 
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(L,Tنمی )  با انتخاب    2تواند یک تعادل نش برای این بازی باشد؛ چراکه بازیگرR    به جایL  به   ۰تواند پیامد خود را از  می

 افزایش دهد. 2

(M,Rنمی ) با انتخاب  2تواند یک تعادل نش برای این بازی باشد؛ چراکه بازیگرL  به جایR به   3تواند پیامد خود را از می

 افزایش دهد. 4

(T,R( و )M,L تعادل )توانند با تخطی پیامد خود را افزایش دهند.یک بازیگرها نمیهای نش این بازی است؛ چراکه هیچ 

 

b) های نش ترکیبی تعادل 

بازیگر   کنید  انتخاب2فرض  احتمال  Lو    Rهای  ،  با  ترتیب  به  1و  𝑞های را  − 𝑞 می 𝜎2کند، بازی  = (𝑞, 1 − 𝑞) .

 برابر است با: Tاز حرکت  1، پیامد انتظاری بازیگر 2سپس، با به ازای یک انتخاب ترکیبی مشخص از سوی بازیگر 

𝑢1(𝑇, 𝜎2) = 2 × 𝑞 + 4 × (1 − 𝑞) = 4 − 2𝑞 

 برابر است با: Tو پیامد انتظاری او از حرکت 

𝑢1(𝑀, 𝜎2) = 3 × 𝑞 + 2 × (1 − 𝑞) = 𝑞 + 2 

 : اگر و تنها اگر کندیم یرا باز Tاو انتخاب بنابراین، 

𝑢1(𝑇, 𝜎2) > 𝑢1(𝑀, 𝜎2)  ⇒  4 − 2𝑞 > 𝑞 + 2 ⇒ 𝑞 <
2

3
 

 برابر خواهد بود با:   1درنتیجه، بهترین واکنش بازیگر 

𝐵1(𝜎2) = (𝑝, 1 − 𝑝) =

{
 

 (1,0)                                        if 𝑞 <
2
3⁄

(0,1)                                        if 𝑞 > 2
3⁄

{(𝑝, 1 − 𝑝) | 𝑝 ∈ [0,1]}       if 𝑞 = 2
3⁄

 

 را نیز به دست بیاوریم:  2توانیم تابع بهترین واکنش بازیگر طور مشابه ما میبه

 :Lاز حرکت  2پیامد انتظاری بازیگر 

𝑢2(𝜎1, 𝐿) = 0 × 𝑝 + 4 × (1 − 𝑝) = 4 − 4𝑝 

 :Rاز حرکت  2پیامد انتظاری بازیگر 

𝑢2(𝜎1, 𝑅) = 2 × 𝑝 + 3 × (1 − 𝑝) = 3 − 𝑝 

 کند اگر و تنها اگر: را بازی می Lانتخاب  2بازیگر 
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𝑢2(𝜎1, 𝐿) > 𝑢2(𝜎1, 𝑅)⇒  4 − 4𝑝 > 3 − 𝑝 ⇒ 𝑝 <
1

3
 

 برابر خواهد بود با:   2درنتیجه، بهترین واکنش بازیگر 

𝐵2(𝜎1) = (𝑞, 1 − 𝑞) =

{
 

 (1,0)                                        if 𝑝 <
1
3⁄

(0,1)                                        if 𝑝 > 1
3⁄

{(𝑞, 1 − 𝑞) | 𝑞 ∈ [0,1]}       if 𝑝 = 1
3⁄

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اند از: های ترکیبی بازی عبارتکنید بازی سه تعادل نش ترکیبی دارد. تعادلطور که مشاهده میهمان

(𝑝, 𝑞) = (0,1), (
1

3
,
2

3
) , (1,0) 

 : حسن ابوذرپور3تمرین  1فصل 

تواند انتخاب کند(. در هر عدد مثبتی را می  2در نظر بگیریم)دقت شود که بازیگر   𝑥را برابر با    2اگر سهم مطالبه شده بازیگر  

1انتخاب سهم    1این صورت بهترین پاسخ بازیگر   − 𝑥 نیز از بهترین پاسخ    2باشد. همچنین به دلیل وجود تقارن بازیگر  می

1)}برد و تمایلی برای خروج از تعادل ندارد. لذا حرکت  بیشترین سود را می  1بازیگر   − 𝑥, 𝑥)|0 ≤ 𝑥 ≤ تعادل نش     {1

تر سبب خواهد شد که از پیامد این بازی خواهد بود. انتخاب بالاتر سبب خواهد شد به هردوبازیگر چیزی نرسد و انتخاب پایین

 بیشتر محروم شوند.

 : حسن ابوذرپور4تمرین  1فصل 

a) است.   1انتخاب هر یک از بازیگران عدد  ،با فرض اطلاعات کامل در رابطه با انجام بازی 

1

3
 

2

3
 

𝑝 → 
1 

1 
↑ 
𝑞 

𝐵1 

𝐵2 

 توابع بهترین واکنش بازیگرها -3شکل 
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کنند. برای این  بازیگران برای انتخاب حرکتی که منجر به برنده شدن آنها گردد، از حذف پیاپی حرکات نسبتا مغلوب استفاده می

A1امر در ابتدا در نظر بگیرید که مجموعه انتخابی هر بازیگر  ⊆ {1,2, . . . نسبتا غالب بر تمام   33باشد. انتخاب عدد   {100,

کمتر باشند، لذا    33رود یک سوم میانگین اعداد انتخاب شده از  باشد چرا که علی القاعده انتظار میاعداد بزرگتر از خودش می

را انتخاب    34عدد اشتباهی نیست. برای نمونه اگر تمام بازیگران عدد    33به هیچ عنوان نسبت به اعداد بزرگتر از    33انتخاب عدد  

رود نه  انتخاب نسبتا غالب به شمار می  33شود. دقت شود که انتخاب  را انجام دهد برنده بازی می   33انتخاب  بازیگری که  کنند،  

با   33را بازی کنند، در این حالت انتخاب    1۰۰انتخاب اکیدا غالب. برای فهم بهتر حالتی را درنظر بگیرید که تمامی بازیگران  

هر   درنتیجه.  نسبتا غالب بر اعداد بزرگترش است  33بازیگر برنده را مشخص خواهد کرد. پس انتخاب    1۰۰ب هرعدد زیر  انتخا

به   را  انتخابی خود  A2بازیگر مجموعه حرکات  ⊆ {1,2, . . . در مجموعه   {33, مشابه  استدلال  با    A2محدود خواهد کرد. 

A3باشد و مجموعه حرکات مدنظر هر بازیگر به  انتخاب نسبتا غالب بر اعداد بالاترش می  11انتخاب عدد   ⊆ {1,2, . . . ,11} 

 خواهیم رسید.  1خواهد رسید. به همین ترتیب با حذف حرکات نسبتا مغلوب به عدد  

b)  این گزاره در حالت𝑁 >  برای نشان دادن اینکه هیچ حرکتی بر حرکت محض دیگر غلبه اکید ندارد، برقرار است.   2

بر انتخاب    1۰۰های زیر  هیچ یک از انتخاب   دهیمرا بازی کنند، نشان می  1۰۰درگام اول ابتدا در حالتی که همه بازیگران انتخاب  

s2دیگری غلبه اکید ندارد. فرض کنید حالتی را که  داشته باشیم  :   = ⋯ = 𝑠𝑁 = توان نشان  گاه به راحتی می، آن 100

𝑠1داد نفر اول به ازای هر   < برهم غلبه اکید ندارند. )اما انتخاب هر   99تا  1های کدام از انتخابشود. پس هیچبرنده می 100

 خواهد داشت.(   1۰۰غلبه اکید بر  1۰۰عدد زیر 

s2حال درگام دوم فرض کنید که  = ⋯ = 𝑠𝑁 = 𝑠1و   1 > 𝑠1گاه مجددا هرفرد با انتخاب  ، آن1 >  شود.  بازنده می 1

𝑠1 − 
1(𝑁 − 1) + 𝑠1

3𝑁  
>
𝑁 − 1 + 𝑠1

3𝑁
− 1

              
⇔    (3𝑁 − 1)𝑠1 >  −2𝑁 − 1 + 𝑠1

              
⇔    

✓ 
                     
⇔     𝑁 + 2 > (2 − 3𝑁)𝑠1 

 غلبه اکید بریکدیگر ندارند.  Nتا  2های کدام از استراتژیپس در این حالت نیز هیچ

است  ندارند. حال در گام نهایی کافیبر یکدیگرغلبه اکید    1۰۰تا    2های  و انتخاب  99تا    1های  تاکنون نشان دادیم که انتخاب

 1۰۰  نیز برهم غلبه اکید ندارد. درقسمت اول سوال نشان دادیم که انتخاب  1۰۰و    1های  کدام از انتخاب نشان دهیم که هیچ

s3هم بر صد غلبه ندارد، درنظر بگیرید    1که  غلبه ندارد. برای نشان دادن این  1بر انتخاب   = ⋯ = 𝑠𝑁 = و  100

𝑠2 = 𝑠1، در این حالت  2 =  شود.  باعث بازنده شدن فرد می  1

✓ 𝑖𝑓 𝑠1 = 1:
100(𝑁−2)+1+2

3𝑁
> 2

                     
⇔     𝑁 > 2 
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 ام خواهیم داشت:  iبه عبارت دیگر هیچ حرکت اکیدا غالب محضی بر حرکت دیگر وجود ندارد. یعنی به ازای هر بازیگر 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
∗, 𝑠−𝑖) ≥ 𝑢𝑖(𝑠i, 𝑠−𝑖)    ⩝  (𝑠i, 𝑠−𝑖)𝜖𝑠  𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑠𝑖

∗ ≠ 𝑠i 

𝑁اما در حالت  =  خواهد بود. 1۰۰اکیدا غالب بر انتخاب  1حالتی وجود خواهد داشت که انتخاب  2

c)   تا  1فرض کنید یکی از بازیگران حرکت ترکیبی انتخاب بین𝑎  را با احتمال
1

𝑎
 بازی کند.   

 بازی کنند:را  1۰۰حالت اول: فرض کنید تمامی بازیگران دیگر انتخاب 

برای بازیگر مذکور برابر با    1۰۰صورت پیامد انتخاب  در این 
1

𝑁
است که در حالت مجانبی به صفر میل میکند و پیامد انتخاب  

باشد. ) هرحرکت ترکیبی کوچکتر از تر میخواهد بود چرا که قطعا حرکت وی به ثلث میانگین نزدیک  1حرکت ترکیبی برابر با  

 خواهد بود.( 1۰۰اکیدا غالب بر انتخاب  1۰۰

 را همزمان بازی نکنند:  1۰۰حالت دوم: تمامی بازیگران انتخاب 

توان حالتی متصور شد که آورد. میبدست می  ۰قطعا بازیگر مذکور بازنده خواهد بود و پیامد    1۰۰در این حالت با انتخاب عدد  

تر بوده و پیامد بزرگتر مساوی صفر نصیبش  بازیگر حرکت ترکیبی را به نحوی بازی کند تا  انتخابیش به ثلث میانگین نزدیک

𝑎گردد. برای نمونه با انتخاب   = را   1تواند برنده بازی شود. تصور کنید حالتی را که تمامی بازیگران انتخاب  بازیگر می   33

بازی کنند. در این حالت به احتمال 
1

33
کند و پیامد  را بازی می 1بازیگر انتخاب  

1

𝑁
های دیگر نیز  آورد. به ازای حالترا بدست می  

بازیگر با احتمال لااقل
1

33
 گیرد. شود و انتخاب حرکت ترکیبی تمامی حالات را دربر مینصیبش می ۰پیامد بیشتر از  

 غلبه کند. 1۰۰پس در هردو حالت حرکت ترکیبی وجود دارد که اکیدا بر انتخاب 

d)  داشته باشیم:اکیدا مغلوب باشد، باید  99اگر انتخاب 

𝑢𝑖(99, 𝑠−𝑖) < 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖)    ⩝  (𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖)𝜖S with si ≠ 99 

 : خواهیم داشتند، در اینصورت را بازی کن 100انتخاب  باقی بازیگران همگی را انتخاب کند و 99بازیگر اول  حال اگر

𝑢1(99,100, . . . ,100) < 𝑢1(𝑠𝑖 , 100, . . . ,100)
                       
→        1 < 𝑢1

∗  

اکیدا مغلوب    99انتخاب    در نتیجه  پسباشد.  برای هیچ یک از بازیگران امکان پذیر نمی  1این درحالی است که پیامد بزرگتر از   

 نخواهد بود.

e)   از حرکات ترکیبی قیدشده در بخش    ان  بازیگر  که در نظر بگیریدc  حرکت ترکیبی بازیکن   کنند.استفاده میi    ام انتخاب

 باشد. می 𝑎/1با احتمال   𝑎تا   1هرعدد بین 

𝐴𝑖در رابطه با ترتیب حذف حرکات ابتدا با درنظر گرفتن فضای 
0 ⊆ {1,2, . . .  فرضرا با 1۰۰برای هر بازیگر انتخاب {100,

𝑎 = 𝐴𝑖گیری هر بازیگربه   فضای تصمیم  پسکنیم.  حذف می 99
1 ⊆ {1,2, . . . با در  تقلیل می {99, یابد. درگام بعدی 
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گرفتن   𝑎نظر  = فضای   98 𝐴𝑖در 
می   99انتخاب     1 بازیگر حذف  هر  برای  فضای را  به  تا  𝐴𝑖کنیم 

3 ⊆ {1,2, . . . ,98}  

𝑎ام با در نظر گرفتن 𝑘دهیم تا در گام برسیم. به همین ترتیب حذف پیاپی حرکات اکیدا مغلوب را انجام می = 100 − 𝑘  

101حرکت   − 𝑘 گیری هر بازیگر به فضای   کنیم و فضای تصمیمرا حذف می𝐴𝑖
𝑘 ⊆ {1,2, . . . ,100 − k}    .تقلیل یابد

𝑎با در نظر گرفتن    2ام با حذف انتخاب    99در گام   = 𝐴𝑖فضای تصمیم گیری به مجموعه تک عضوی   1
99 ⊆ تبدیل  {1}

 خواهد شد.  

 کنیم.حال منحصربفرد بودن این انتخاب را اثبات می

 𝑎−𝑖درنظر بگیرید که ) 
∗ 𝑎𝑖

حال فرض خلف کنید که .  مانده پس از حذف پیاپی حرکات اکیدا مغلوب باشدهای باقی( تنها حرکت,∗

(𝑎−𝑖 
∗ 𝑎𝑖

 رساند. را به مطلوبیت بالاتری می i( تعادل نش این بازی نباشند. درواقع حرکت دیگری وجود دارد که بازیگر ,∗

𝑢𝑖  ( 𝑎𝑖
∗, 𝑎−𝑖 

∗ )  < 𝑢𝑖  ( 𝑎𝑖
∗, 𝑎−𝑖 

′ )     ⩝  𝑎𝑖
′𝜖A  

 𝑎−𝑖)   اما از آنجا که در فرض داشتیم  
∗ 𝑎𝑖

  مانده پس از حذف پیاپی حرکات اکیدا مغلوب هستند، پس باید های باقی(  تنها حرکت,∗

𝑎𝑖حرکت  
′′𝜖A𝑖   وجود داشته باشد که اکیدا غالب بر حرکت  امی𝑎𝑖

قرارگیرد و در فرایند حذف پیاپی حرکات اکیدا مغلوب حرکت   ′

𝑎𝑖
 را حذف کند  ′

𝑢𝑖  (𝑎𝑖 
′  , 𝑎−𝑖 

 )  < 𝑢𝑖(𝑎𝑖
′′, 𝑎−𝑖

 )           ⩝  𝑎−𝑖
 𝜖A  

 همچنین رابطه زیر نیز برقرار است

𝑢𝑖( 𝑎𝑖
′, 𝑎−𝑖 

∗ ) < 𝑢𝑖(𝑎𝑖
′′, 𝑎−𝑖

∗ ) 

𝑎𝑖حال با توجه به اینکه حرکت 
 آید.است، دوحالت پیش میتاکنون حذف نشده ∗

𝑎𝑖 اگر (1
∗  𝑎𝑖

′′ 𝑢𝑖( 𝑎𝑖باشد، در اینصورت  =
∗, 𝑎−𝑖

∗ ) > 𝑢𝑖(𝑎𝑖
′, 𝑎−𝑖

∗  که این مخالف فرض ما است.     (

2) 𝑎𝑖
∗ 𝑎𝑖

′′ 𝑎𝑖باشد، دراینصورت یک  ≠
𝑎𝑖وجود دارد که اکیدا غالب بر   ′′′

∗ 𝑎𝑖
 است. یعنی :  ,′′

 𝑢𝑖( 𝑎𝑖
′, 𝑎−𝑖

∗ ) < 𝑢𝑖(𝑎𝑖
′′, 𝑎−𝑖

∗ ) < 𝑢𝑖(𝑎𝑖
′′′, 𝑎−𝑖 

∗ ) 

𝑎𝑖 حال اگر
∗  𝑎𝑖

′′′ 𝑎𝑖فرض ما غلط است و اگر   1مشابه حالت    ،باشد =
∗ 𝑎𝑖

′′′ �̂�𝑖باشد، مجددا  ≠
شود و نهایتا  تعریف می  

   بدست آمده منحصر بفرد شود.  Aکند که مجموعه  پیدا میانقدر این مسیر ادامه 

 مانده منحصربفرد است . باقی Nهر تعداد از  برای 1پس انتخاب 

f) گیری بازیگران هستیم. برای این بخش به دنبال کوچکترین عدد در فضای تصمیم𝑥, 𝑦, 𝑧     از چپ به راست به ترتیب

 هستند.  3و  2و  1گیری برای بازیگر کوچکترین عدد فضای تصمیم



1۰ 

هردو کوچکتر از ثلث میانگین 𝑧 و 𝑥 اگرگیری(.  )بزرگترین انتخاب در فضای تصمیم  را بازی کند  1۰۰فرض کنید بازیگر دو انتخاب  

باشند، عدد بزرگتر برنده خواهد بود و اگر هر دو سمت راست ثلث میانگین باشند، عدد کوچکتر برنده خواهد شد. برای بررسی  

 است داریم:  𝑧 و 𝑥های  حالتی که ثلث میانگین میان انتخاب

𝑥حالت اول  <  𝑧: 

 هردو کمتر از میانگین باشند، بازیگر سوم برنده خواهد شد. اگر در طرفین میانگین قرار بگیرند، برنده بازی مبهم است.  𝑧 و 𝑥اگر  

 : برنده است  زیر  در شرایط 1در این صورت بازیگر 

1

3
𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 −  𝑥 <  𝑧 −

1

3
𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒

 
⇔ 

2

3
𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 −  𝑥 <  𝑧 

 
⇔ 

 
⇔

2

9
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) −  𝑥 <  𝑧

 
⇔2𝑦 − 7𝑥 < 7𝑧 

   𝑦=100  
⇔     200 − 7𝑥 < 7𝑧(∗)  

𝑥فرض   با  <  𝑧 :داریم 

𝑥 <  𝑧
              
⇔    7𝑥 < 7𝑧

 
⇔200 − 7𝑧 < 200 − 7𝑥 

        (∗)         
⇔       200 − 7𝑧 < 7𝑧 

           
⇔     

200 < 14𝑧
 
⇔2𝑦 < 14𝑧 

Or 14.28 < 𝑧 (∗∗)  

𝑥که و این (∗∗)ی  با توجه به رابطه کند.می  استفادهاز حذف پیاپی حرکات نسبتا مغلوب  1بازیگر   <  𝑧  اعداد   1بازیگر

𝐴𝑖گیری نخست وی عبارت است از  کند. پس فضای تصمیمرا به عنوان استراتژی نسبتا مغلوب حذف می 14بزرگتر از 
1 =

{1,2, . . . 𝑧. برای نمونه در حالت مرزی، فرض کنید {14, = 𝑥و  15 = صورت ثلث میانگین برابر  باشد. در این 14

 شود.برنده می  1بوده و بازیگر  14.33

و   𝑥. مجددا  14گیری فوق بازی کند. یعنی کنیم که بازیگر دوم بزگترین انتخاب را در فضای تصمیمحال در گام دوم فرض می

𝑧  یابیم.را می 

2𝑦 < 14𝑧
 𝑦=14  
⇔   𝑧 > 2 

گیری به صورت  کند. لذا فضای تصمیمرا حذف می 2حرکات بیشتر از  1مشابه استدلال گام نخست دراین حالت نیز بازیگر 

𝐴𝑖
2 =  باشد. می {1,2}

 با توجه به رابطه   1گیری بازیگر کند فلذا فضای تصمیمرا انتخاب می 2درگام سوم نیز بازیگر دوم حرکت 

 2𝑦 < 14𝑧
 𝑦=2  
⇔  𝑧 > 𝐴𝑖به     1

3 =  شد. تبدیل خواهد {1}

𝑥 حالت دوم >  𝑧: 
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 در حالتی که اعداد در طرفین میانگین باشند، خواهیم داشت:  

1

3
𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 −  𝑧 > 𝑥 −

1

3
𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒

 
⇔  200 − 7𝑥 > 7𝑧  

𝑥با فرض  >  𝑧   200به − 7𝑧 > 200 − 7𝑥   خواهیم رسید که باتوجه به رابطه بالا به𝑧 < شود. منجر می 14.28

𝑥با قید  >  𝑧  انتخاب𝐴𝑖
1 = {1,2, . . . در خواهد بود. برای نمونه    14نسبتا غالب بر اعداد بالاتر از    1برای بازیگر   {14,

𝑧فرض کنید    حالت مرزی = 𝑥و  13 = شود. در برنده می  1بوده و بازیگر    14.11باشد. ثلث میانگین در این نمونه برابر    14

𝑥فضای   >  𝑧   با انتخاب𝐴𝑖
1 = {1,2, . . . ها نیز مشابه حالت نخست ادامه پیدا  برنده خواهد شد. سایر گام  1بازیگر   {14,

 کند. می

g) مختلفی های  توان به جوابدر حالت نقض فرض عقلانی بازی کردن بازیگران و فرض عدم تبانی بین بازیگران می

 رسید. 

 

 : محمدصدرا حیدری 5، تمرین 1فصل 

 کنیم. های محض را پیدا می ابتدا تعادل

 

 بنابراین تنها تعادل نش محض بازی برابراست با: 

𝐸𝑄1 = {𝑀, 𝐶} 

کنیم که برای هر دو بازیگر، تمام حرکاتشان  های ترکیبی اول به این نکته توجه میبرای محاسبه تعادل

امکان این را دارند که بهترین واکنش در مقابل حرکت بازیگر دیگر باشند بنابراین در این بازی هیچ حرکت  

نداریم و نمی مغلوبی  بنابراین لازم است تمام حالتتوانیم به کمک حذف آن جدول را ساده اکیداً  های  تر کنیم. 

 ممکن را بررسی کنیم. 

توانیم از حذف حرکات اکیدا مغلوب استفاده کرده و  های مختلف، میتوجه داشته باشید در بررسی حالت

 جدول را ساده کنیم. 

 

 ترکیب کند.  𝑴و  𝑼بین حرکات   1بازیگر  •
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L C R 

U (10, 0) (0, 0) (-1, 15) 

M (-12, 1) (8, 8) (-1, -1) 

  

,0)توسط حرکت ترکیبی  𝐿در این حالت حرکت   0.5, توان آن  اکیداً مغلوب شده و می  ۲بازیگر   (0.5

 را حذف کرد. 

  𝑞 1 − 𝑞 

 
 

C R 

𝑝 
U 

(0, 

0) 
(-1, 

15) 

1 − 𝑝 
M 

(8, 

8) 
(-1, 

-1) 

  

𝑞بدیهی است که   ۱تفاوت شدن بازیگر  برای بی = اگر بداند حریفش حرکت   ۱دانیم بازیگر  باشد. ولی می 0

𝑅 گاه حرکات کند، هیچرا بازی می𝑈 و𝑀 کند. بنابراین در این حالت تعادلی نداریم.را بازی نمی 

 

 ترکیب کند.  𝑫و  𝑼بین حرکات   1بازیگر  •

 
𝐿 𝐶 𝑅 

𝑈 (10, 0) (0, 0) (−1, 15) 

𝐷 (5, 1) (8, −1) (0, 0) 

 

,0.5)توسط حرکت ترکیبی   𝐶در این حالت نیز حرکت   0, تواند پایه حرکت  مغلوب شده و نمی (0.5

 ترکیبی در تعادل باشد. 

  𝑞 1 − 𝑞 

 
 

𝐿 𝑅 

𝑝 𝑈 (10, 0) (−1, 15) 

1 − 𝑝 𝐷 (5, 1) (0, 0) 

 

 داریم:  ۲تفاوت شدن بازیگر برای بی

𝑢2(𝐿) = 1 − 𝑝

𝑢2(𝑅) = 15𝑝
⟹ 1− 𝑝 = 15𝑝 ⇒ 𝑝 =

1

16
 

 داریم:  ۱حال برای بازیگر 
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𝑢1(𝑈) = 10𝑞 − 1 + 𝑞

𝑢1(𝐷) = 5𝑞
⇒ 11𝑞 − 1 = 5𝑞 ⇒ 𝑞 =

1

6
 

 و مطلوبیت او از حرکاتش برابراست با: 

𝑢1(𝑈, 𝐷) =
5
6

𝑢1(𝑀) = −
17
6

 

 بنابراین این حالت یک تعادل نش خواهد بود. 

𝐸𝑄2 = {(
1

16
, 0,

15

16
) , (

1

6
, 0,

5

6
)} 

 

 ترکیب کند.  𝑫و  𝑴بین حرکات   1ازیگر ب •

 
𝐿 𝐶 𝑅 

𝑀 (−12, 1) (8, 8) (−1,−1) 

𝐷 (5, 1) (8, −1) (0, 0) 

,0.66)توسط حرکت ترکیبی   𝑅حرکت  0, تواند پایه حرکت ترکیبی در تعادل  مغلوب شده و نمی (0.34

 باشد. 

  𝑞 1 − 𝑞 

 
 

𝐿 𝐶 

𝑝 𝑀 (−12, 1) (8, 8) 

1 − 𝑝 𝐷 (5, 1) (8, −1) 

𝑞را انجام دهد و   𝐶فقط باید حرکت    ۲که بازیگر    است بدیهی  ۱تفاوت شدن بازیگر  برای بی = باشد.   0

ترکیب کند. حال برای آن   𝐷و  𝑀تواند بین  کند و میرا بازی نمی 𝑈هرگز حرکت   ۱در این حالت بازیگر  

 بایست: را بازی کند می 𝐶حرکت  ۲که بازیگر 

𝑢2(𝐶) ≥ 𝑢2(𝐿) 

8𝑝 − 1 + 𝑝 ≥ 1 ⇒ 9𝑝 ≥ 2 ⇒ 𝑝 ≥
2

9
 

 نهایت تعادل نش داریم. بنابراین در این حالت بی

 بین هر سه حرکتش ترکیب کند.   ۱حال باید حالاتی را بررسی کنیم که بازیگر 

 ترکیب نکند.  ۲بازیگر  •

باشد و هیچ حرکت   تفاوتها بیبایست بین آنبین هر سه حرکتش ترکیب کند می  ۱برای آن که بازیگر  

از همه حرکاتش برابر باشد. بنابراین    ۱ازای آن مطلوبیت بازیگر  وجود ندارد که به  ۲محضی از بازیگر  

 چنین تعادلی نداریم. 
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 ترکیب کند.  𝑪و  𝑳بین   ۲بازیگر  •

  𝑞 1 − 𝑞 

 
 

𝐿 𝐶 

1 − 𝑟 − 𝑠 𝑈 (10, 0) (0, 0) 

𝑟 𝑀 (−12, 1) (8, 8) 

𝑠 𝐷 (5, 1) (8, −1) 

 داریم:  ۱برای بازیگر 

𝑢1(𝑀) = −12𝑞 + 8 − 8𝑞

𝑢1(𝐷) = 5𝑞 + 8 − 8𝑞
⇒ −12𝑞 = 5𝑞 ⇒ 𝑞 = 0 

شده و از دو حرکت دیگر   ۰برابر با    ۱برای بازیگر   𝑈که در این صورت حرکت مطلوبیت حرکت  

 کمتر است. بنابراین در این حالت تعادلی نداریم. 

 

 

 ترکیب کند.  𝑹و  𝑳بین   ۲بازیگر  •

  𝑞 1 − 𝑞 

 
 

𝐿 𝑅 

1 − 𝑟 − 𝑠 𝑈 (10, 0) (−1, 15) 

𝑟 𝑀 (−12, 1) (−1,−1) 

𝑠 𝐷 (5, 1) (0, 0) 

 

,0.5)توسط حرکت ترکیبی   𝑀در این حالت حرکت   0, تواند پایه حرکت ترکیبی مغلوب شده و نمی (0.5

 در تعادل باشد. بنابراین چنین تعادلی نیز نداریم. 

 

 

 ترکیب کند.  𝑹و  𝑪بین   ۲بازیگر  •

  𝑞 1 − 𝑞 

 
 

𝐶 𝑅 

1 − 𝑟 − 𝑠 𝑈 (0, 0) (−1, 15) 

𝑟 𝑀 (8, 8) (−1,−1) 

𝑠 𝐷 (8, −1) (0, 0) 

 

,0)توسط حرکت ترکیبی   𝑈در این حالت حرکت   0.5, تواند پایه حرکت ترکیبی  مغلوب شده و نمی  (0.5

 در تعادل باشد. 
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 بین هر سه حرکتش ترکیب کند.  ۲بازیگر  •

  𝑝 1 − 𝑝 − 𝑞 𝑞 

 
 

𝐿 𝐶 𝑅 

1 − 𝑟 − 𝑠 𝑈 (10, 0) (0, 0) (−1, 15) 

𝑟 𝑀 (−12, 1) (8, 8) (−1,−1) 

𝑠 𝐷 (5, 1) (8, −1) (0, 0) 

 

 داریم:  ۱برای بازیگر 

𝑢1(𝑈) = 10𝑝 − 𝑞 

𝑢1(𝑀) = −12𝑝 + 8 − 8𝑝 − 8𝑞 − 𝑞 = 8 − 20𝑝 − 9𝑞 

𝑢1(𝐷) = 5𝑝 + 8 − 8𝑝 − 8𝑞 = 8 − 3𝑝 − 8𝑞 

 بنابراین داریم: 

8 − 20𝑝 − 9𝑞 = 8 − 3𝑝 − 8𝑞 ⇒ 20𝑝 + 9𝑞 = 3𝑝 + 8𝑞 ⇒ 17𝑝 = −𝑞 ⇒ 𝑝 = −
1

17
𝑞 

غیرهم علامت هستند و اگر یکی مثبت باشد دیگری منفی خواهد بود که  𝑞و  𝑝دهد  نتیجه بالا نشان می

 برای احتمال قابل قبول نیست. پس تنها حالت ممکن برابراست با: 

𝑝 = 𝑞 = 0 

بازیگر   این صورت  بازی می  𝐶حرکت محض   ۲در  تعادلی ممکن را  دادیم چنین  نشان  قبلاً  که  کند 

 نیست. پس در این حالت نیز تعادلی نداریم.  

 

 های بازی برابرشد با: در نهایت تعادل

𝐸𝑄1 = {(0, 1, 0), (0, 1, 0)} 

𝐸𝑄2 = {(
1

16
, 0,

15

16
) , (

1

6
, 0,

5

6
)} 

𝐸𝑄∞ = {(0,
2

9
,
7

9
) , (0, 1, 0)} 

𝜎1(𝑈)ازای همه حرکات ترکیبی با احتمال  که تعادل آخر به = 𝜎1(𝑀)و  0 ≥
2

9
 برقرار است.  

 ، حسن ابوذرپور6تمرین  1فصل 

نسبتا غلبه دارد. چرا که به ازای هر انتخاب از بازیگر دوم بر اساس جدول   Dبر انتخاب    Uمسیر اول: برای بازیگر اول، انتخاب  

,𝑠2𝜖{𝐿,𝑀) پیامدهای بازی 𝑅})  انتخاب حرکت ،U  پیامدهای بزرگتر و یا مساوی با انتخابD  .دارد 

𝑢1(𝑈, 𝑠2) ≥ 𝑢1(𝐷, 𝑠2) 
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 Mرساند. اگر بازیگر دوم حرکت  می1واحدی به بازیگر    2پیامد    Dو    Uاز سمت بازیگر دوم، انتخاب    Lدرواقع با انتخاب حرکت  

 Dرا بر انتخاب   U انتخاب  1، بازیگر  Rرسانده، و با انتخاب حرکت    1واحدی به بازیگر    1پیامد    Dو    Uرا انتخاب کند انتخاب  

 شود.شود، از ماتریس پیامدها حذف مینسبتا مغلوب تلقی می D(. پس ازآنجا که حرکت -1 < ۰دهد)ترجیح می

2بازیگر   

 𝑅 𝑀 𝐿  

(۰،۰ )  (1،1 )  (12، )  𝑈 
1بازیگر   

(1،2 )  (1،3 )  (2،1 )  𝐶 

 

غلبه دارد. چراکه بدون درنظر گرفتن انتخاب    Rاکیدا بر حرکت    Lرسد. برای بازیگر دوم، حرکت  حال نوبت به بازیگر دوم می

( به عبارت  2>1پیامد    Cو با انتخاب    1>۰پیامد    Uبرای بازیگر دوم پیامد بیشتری خواهد داشت. )انتخاب    L، انتخاب  1بازیگر  

,𝑠1𝜖{𝑈)دیگر در فضای  𝐶}) :داریم 

𝑢2(𝑠1, 𝐿) > 𝑢2(𝑠1, 𝑅) 

را از فضای انتخاب   Rلذا ما انتخاب     باشد )هر انتخاب اکیدا مغلوبی، نسبتا مغلوب نیز است.(می  Lاکیدا مغلوب بر    Rانتخاب  

 کنیم. کنیم و جدول پیامدهای بازی را مجدد بازنویسی میحذف می 2بازیگر 

2بازیگر  

𝑀 𝐿  

(1،1 )  (12، )  𝑈 
1بازیگر   

(1،3 )  (2،1 )  𝐶 

 

برای بازیگر دوم، انتخاب    Mایم. حرکت  را بطور کامل بررسی نکرده  2های بازیگر  در گام بعد، دقت شود که کماکان ما انتخاب

  1برای بازیگر دوم برابر    Lو    Mرا انتخاب کند، پیامد انتخاب    U  1باشد. درواقع هنگامی که بازیگر  می  Lنسبتا مغلوب نسبت به  

ها  (. به عبارت دیگر برای هرکدام از انتخاب1<2عایدی بیشتری خواهد داشت )  L، بازیگر دوم از انتخاب  Cاست. اما با انتخاب  

,𝑠1𝜖{𝑈) 1توسط بازیگر  𝐶})  :داریم 

𝑢2(𝑠1, 𝑀) ≤ 𝑢2(𝑠1, 𝐿) 

 کنیم. برای بازیگر دوم جدول پیامدها را بازنویسی می Mپس با حذف انتخاب 

    2بازیگر                                            
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𝐿  

(12، )  𝑈 
1بازیگر   

(2،1 )  𝐶 

 

باشد(. نیز می  Cنسبتا غالب بر     Uخواهد بود )پس بنابراین انتخاب  Cیک انتخاب اکیدا غالب بر    Uحال برای بازیگر یک انتخاب  

,𝑈) ، مجموعه انتخابCاز این رو بعد از حذف انتخاب   𝐿)   تعادل بازی با روش حذف پیاپی حرکات نسبتا مغلوب در مسیر اول

 است.  

نسبتا مغلوب را انجام دهیم. برخلاف مسیر اول، در این مسیر دوم: در این مسیر قصد داریم با ترتیبی متفاوت، حذف پیاپی حرکات  

شود. تلقی می  Rیک حرکت نسبتا غالب بر    Mکنیم. حرکت  حالت ابتدا از حذف حرکات نسبتا مغلوب برای بازیگر دوم شروع می

توسط    Dو    C( و با انتخاب  ۰<1برای بازیگر دوم بیشتر است )   M، پیامد انتخاب  1توسط بازیگر    Uچرا که با انتخاب حرکت  

,𝑠1𝜖{𝑈)   1های بازیگر  تفاوت است. درواقع به ازای تمام انتخاببی  Rو    M ، بازیگر دوم نسبت به انتخاب بین  1بازیگر   𝐶, 𝐷} )

 داریم: 

𝑢2(𝑠1, 𝑀) ≥ 𝑢2(𝑠1, 𝑅) 

 شود:برای بازیگر دوم، ماتریس پیامدها به شکل زیر می Rلذا با حذف انتخاب 

 

2بازیگر  

𝑀 𝐿  

(1،1 )  (12، )  𝑈 

1بازیگر   (1،3 )  (2،1 )  𝐶 

(1- ،1 )  (2-،2 )  𝐷  

 

پیامدهای یکسانی به ازای هر انتخاب بازیگر    Dو    Uهای  در این حالت انتخاب نسبتا مغلوبی وجود ندارد. انتخاب  1برای بازیگر  

توسط بازیگر    M( و به ازای انتخاب  1<2پیامد پیامد کمتر )  2توسط بازیگر    Lبه ازای انتخاب    Cدهد. و انتخاب  می  1، به بازیگر  2

وجود ندارد. پس   از طریق حذف پیاپی حرکات نسبتا مغلوب دهد. پس در این مسیر تعادلیمی 1( به بازیگر  1<3پیامد بیشتری ) 2

 های نسبتا مغلوب دارای اهمیت است و روی جواب اثر دارد.مشاهده کردیم ترتیب حذف در روش حذف پیاپی حرکت
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رسیم. اما با حذف حرکات نسبتا مغلوب در مسیر اول  همانطور که قید شد از مسیر دوم، با حذف حرکات نسبتا ضعیف به تعادل نمی

 کنیم.به تعادل رسیدم و این نتیجه به دست آمده یکسان است. حال تعادل نش محض بازی را بررسی می 

2بازیگر   

 𝑅 𝑀 𝐿  

(۰،۰ )   )1،1(  )2،1( 𝑈 

1بازیگر    )2،1(  )3،1(  )1،2( 𝐶 

 )-1،-1(  )1،-1(  )2،-2( 𝐷  

 

تعادل نش بازی است. اما لزوما این تعادل نش، تنها تعادل نش بازی   )   (U,Lانتخاب   که با توجه به بهترین پاسخ هر بازیگر،

 باشد. چرا که این بازی حداقل یک تعادل نش ترکیبی نیز خواهد داشت. نمی

بازیگر   بگیرید  بازی در نظر  این  تعادل نش ترکیبی  آوردن  به دست  احتمال    1برای  ,𝑝با  𝑞, 1 − 𝑝 − 𝑞  انتخاب به ترتیب 

𝑈, 𝐶, 𝐷    را بازی کند و بازیگر دوم با احتمال𝑥, 𝑦, 1 − 𝑥 − 𝑦  به ترتیب انتخاب𝐿,𝑀, 𝑅   .را بازی کند 

2بازیگر   

𝑅  (1 − 𝑥 − 𝑦) 𝑀 (𝑦) 𝐿 (x)  

(۰،۰ )  (1،1 )  (12، )  𝑈 (𝑝) 

1بازیگر    
 )2،1( (1،3 )  (2،1 )  𝐶 (q) 

 )-1،-1( (1- ،1 )  (2-،2 )  𝐷 (1-p-q)  

  2ترکیب کند. در این صورت برای بازیگر    C,Uبین    اولدست آوردن تعادل نش ترکیبی حالتی را درنظر بگیرید بازیگر  برای به

 داریم: 

𝑢2(𝐿|𝑝 + 𝑞 = 1) = 2 − 𝑝  , 𝑢2(𝑀|𝑝 + 𝑞 = 1) = 1 , 𝑢2(𝑅|𝑝 + 𝑞 = 1) = 1 − 𝑝 

𝑝کند و با احتمال را بازی نمی  𝑅حرکت   2پس بازیگر   = که بازیگر  شود. حال برای اینتفاوت میبی 𝐿,𝑀بین دو حرکت  1

 تفاوت شود: بی C,Uبین  اول

(2 ∗ 𝑥) + (1 ∗ (1 − 𝑥)) = 1 ∗ 𝑥 + 3 ∗(1 − 𝑥)
           
⇒   𝑥 =

2

3
 

,1)}پس تعادل ترکیبی بازی برابر است با   0,0), (
2

3
,
1

3
, 0)}  
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پیامدهای  𝐷,𝑈های  را ندارد. چرا که انتخاب 𝐷انگیزه تخطی از تعادل و بازی کردن حرکت   1همچنین دقت شود که بازیگر  

 به همراه دارد. 1یکسانی برای بازیگر 

های دیگر نیز وجود لذا نتیجه روش حذف پیاپی حرکات نسبتا مغلوب در حالت یکتا لزوما تنها تعادل نش بازی نیست و تعادل نش

 دارند. 

 : محمدصدرا حیدری 7، تمرین 1فصل 

 

𝑃(𝑄) = 𝛼 − 𝛽𝑄,    𝑄 =∑𝑞𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 (aقسمت 

 برابراست با:  𝑖امسود تولیدکننده  

𝜋𝑖 = 𝑞𝑖𝑃(𝑄) − 𝑞𝑖𝑐 

 𝑞−𝑖  ها به جز بنگاه  را برابر با مقدار تولید شده توسط بنگاه𝑖کنیم. ام تعریف می 

𝑞−𝑖 =∑𝑞𝑗

𝑁

𝑗≠𝑖

⟹ 𝜋𝑖 = [𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖 − 𝛽𝑞𝑖 − 𝑐] 𝑞𝑖  

تابع سود بنگاه، تابع بهترین واکنش هر بنگاه در ازای مقدار تولید شده توسط سایر    سازیدر اثر بیشینه

 ها برابراست با: بنگاه 

𝜕𝜋𝑖
𝜕𝑞𝑖

|
𝑞𝑖
∗

= 𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖 − 2𝛽𝑞𝑖
∗ − 𝑐 = 0 

𝐵𝑅𝑖(𝑞−𝑖) =
1

2𝛽
[𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖 − 𝑐] 

کنند و تعادل نش محل  ها مقدار یکسان تولید میدانیم در حالت تعادل همه بنگاه از تقارن موجود در مسئله می

 های همه بازیگران است. بنابراین: تقاطع توابع بهترین پاسخ

∀𝑖, 𝑗   𝑞𝑖
∗ = 𝑞𝑗

∗ = 𝑞𝑐 ⇒ 𝑞−𝑖 = (𝑁 − 1) 𝑞𝑐 

𝑞𝑐 =
1

2𝛽
[𝛼 − 𝛽(𝑁 − 1)𝑞𝑐 − 𝑐] ⟹ 𝑞𝑐 =

𝛼 − 𝑐

𝛽(𝑁 + 1)
 

 درنهایت مقدار کل تولید و قیمت تعادلی ناشی از آن برابر است با: 

𝑄𝑐 = 𝑁 𝑞𝑐 =
𝑁

𝑁 + 1

𝛼 − 𝑐

𝛽
⟹ 𝑃𝑐 = 𝛼 −

𝑁

𝑁 + 1
(𝛼 − 𝑐) =

1

𝑁 + 1
𝛼 +

𝑁

𝑁 + 1
𝑐 



2۰ 

 ها داریم: در تعداد زیاد بنگاه 

lim
𝑁→∞

𝑃𝑐 = 𝑐 

کند که همان  ای میل می ها، قیمت تعادلی به مقدار هزینه حاشیههمانطور که اثبات شد در تعداد بالای بنگاه 

 قیمت تعادلی در بازاری با رقابت کامل است. 

 

 (bقسمت 

 برابراست با:  𝑖امسود تولیدکننده  

𝜋𝑖 = 𝑞𝑖𝑃(𝑄) − 𝑞𝑖𝑐𝑖 

𝑞−𝑖  ها به جز بنگاه  را برابر با مقدار تولید شده توسط بنگاه𝑖کنیم. ام تعریف می 

𝑞−𝑖 =∑𝑞𝑗

𝑁

𝑗≠𝑖

⟹ 𝜋𝑖 = [𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖 − 𝛽𝑞𝑖 − 𝑐𝑖] 𝑞𝑖 

تابع سود بنگاه، تابع بهترین واکنش هر بنگاه در ازای مقدار تولید شده توسط سایر  در اثر بیشینه سازی 

 ها برابراست با: بنگاه 

𝜕𝜋𝑖
𝜕𝑞𝑖

|
𝑞𝑖
∗

= 𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖 − 2𝛽𝑞𝑖
∗ − 𝑐𝑖 = 0 

𝐵𝑅𝑖(𝑞−𝑖) =
1

2𝛽
[𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖 − 𝑐𝑖] = 𝑞𝑖

∗ 

 :𝑖ازای هر بنگاه  دانیم بهدر حالت تعادل می

𝑞𝑖
∗ =

1

2𝛽
(𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖

∗ − 𝑐𝑖)  

 ها داریم: با جمع کردن روی همه بنگاه 

𝑄∗ =∑𝑞𝑖
∗

𝑁

𝑖=0

=∑
1

2𝛽
(𝛼 − 𝛽𝑞−𝑖

∗ − 𝑐𝑖)

𝑁

𝑖=0

=
1

2𝛽
(∑𝛼

𝑁

𝑖=0

− 𝛽∑𝑞−𝑖
∗

𝑁

𝑖=0

−∑𝑐𝑖

𝑁

𝑖=0

) 

𝑞−𝑖دانیم در جمع همه می 
𝑞𝑖ها هر ∗

∑یکبار حذف شده است و به عبارت دیگر   ∗ 𝑞−𝑖
∗𝑁

𝑖=0 = (𝑁 − 1)𝑄∗ .

 بنابراین: 

𝑄∗ =
1

2𝛽
(𝑁𝛼 − 𝛽(𝑁 − 1)𝑄∗ −∑𝑐𝑖

𝑁

𝑖=0

) ⟹ 𝑄∗ =
𝑁

𝑁 + 1

𝛼

𝛽
−

1

𝛽(𝑁 + 1)
∑𝑐𝑖

𝑁

𝑖=0
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 حیدری  : محمدصدرا 8، تمرین 1فصل 

 

𝑞𝑖(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) = 𝑎 − 𝑝𝑖 + 𝑏𝑝𝑗 

کنیم برای این کار توانایی تولید هر مقدار  کنند و فرض میها در قیمت با هم رقابت میدر مدل برتراند بنگاه 

برابر   𝑖ای تولید بنگاه  ها هزینه ثابت ندارند و هزینه حاشیهکنیم بنگاه محصول را داشته باشند. در ادامه فرض می

 باشد.  می 𝑐𝑖با 

𝜋𝑖 = 𝑞𝑖𝑝𝑖 − 𝑞𝑖𝑐𝑖 = 𝑞𝑖(𝑝𝑖 − 𝑐𝑖) = (𝑎 − 𝑝𝑖 + 𝑏𝑝𝑗)(𝑝𝑖 − 𝑐𝑖) 

 کنیم. سازی سود محاسبه میرا از بیشینه 𝑗در مقابل قیمت انتخابی بنگاه   𝑖تابع بهترین پاسخ قیمتی بنگاه  

𝜕𝜋𝑖
𝜕𝑝𝑖

|
𝑝𝑖
∗

= 𝑎 − 2𝑝𝑖
∗ + 𝑏𝑝𝑗 + 𝑐𝑖 = 0    

⟹  𝐵𝑅𝑖(𝑝𝑗) =
1

2
(𝑎 + 𝑏𝑝𝑗 + 𝑐𝑖) 

 داریم:  𝑗و با همین مراحل بالا برای بنگاه 

𝐵𝑅𝑗(𝑝𝑖) =
1

2
(𝑎 + 𝑏𝑝𝑖 + 𝑐𝑗) 

 در حالت تعادل داریم: 

𝑝𝑖
∗ =

1

2
(𝑎 + 𝑏 [

1

2
(𝑎 + 𝑏𝑝𝑖

∗ + 𝑐𝑗)] + 𝑐𝑖) =
𝑎

2
+
𝑏𝑎

4
+
𝑏2

4
𝑝𝑖
∗ +

𝑏

4
𝑐𝑗 +

1

2
𝑐𝑖 

⇒ 𝑝𝑖
∗ (1 −

𝑏2

4
) =

𝑎

4
(2 + 𝑏) + (

𝑏

4
𝑐𝑗 +

1

2
𝑐𝑖) 

⇒ 𝑝𝑖
∗ =

𝑎

2 − 𝑏
+
𝑏𝑐𝑗 + 2𝑐𝑖

4 − 𝑏2
 

 ای تولید برای هر دو بنگاه باهم برابراست دارم: اگر فرض کنیم هزینه حاشیه

𝑝𝑖
∗ = 𝑝𝑗

∗ =
𝑎

2 − 𝑏
+

𝑐

2 − 𝑏
=
𝑎 + 𝑐

2 − 𝑏
 

 و مقدار تعادلی تولید برابراست با: 

𝑞𝑖
∗ = 𝑞𝑗

∗ = 𝑎 + (𝑏 − 1)
𝑎 + 𝑐

2 − 𝑏
=

𝑎

2 − 𝑏
+
𝑏 − 1

2 − 𝑏
𝑐 
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 اکبرپور  : مرضیه علی 9تمرین  1فصل 
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 : فاطمه اصغری10تمرین  1 فصل

های نش محض باید  بدست آوردن تعادل آوریم. برای  ابتدا تعادل های نش محض این بازی را بدست می 

ها برهم  ( هر بازیکن به حرکت بازیکن دیگر را بیابیم. جایی که این بهترین پاسخbest responseبهترین پاسخ )

شود که این بازی یک تعادل نش محض دارد که در آن بازیکن  ملاحظه می  شوند، تعادل نش است.منطبق می 

 کند.را بازی می  Rو بازیکن دوم   Dاول 

𝑏1(𝐿) = 𝑈                         𝑏2(𝑈) = 𝑀 

𝑏1(𝑀) = 𝑀                      𝑏2(𝑀) = 𝐿 

𝑏1(𝑅) = 𝐷                       𝑏2(𝐷) = 𝑅 

کنیم  ها را بررسی می برای آن که نشان دهیم بازی تعادل نش ترکیبی ندارد، ترکیبات متفاوت استراتژی

تواند حرکت ترکیبی داشته باشد. لذا تعادل نش ترکیبی برای این بازی وجود  نمی  1بینیم که بازیکن  و می

 ندارد.

1را با احتمال )   M، و استراتژی  𝑃را با احتمال   Uاستراتژی    1ابتدا فرض کنیم بازیکن    حالت اول:  − 𝑃 )

 هایش بی تفاوت شود، داریم:  بین استراتژی 2کند. برای آن که بازیکن بازی می 

{𝑀, 𝑈} 

1× 𝑃 + (−2) × (1 − 𝑃)⏟              
𝑀  مطلوبیت  انتظاری  استراتژی

= (−2) × 𝑃 + 1 × (1 − 𝑃)⏟                
𝐿  مطلوبیت  انتظاری  استراتژی

= 0 × 𝑃 + 0(1 − 𝑃)⏟          
 𝑅  مطلوبیت  انتظاری  استراتژی

 

(−2) × 𝑃 + 1 × (1 − 𝑃)⏟                
𝐿  مطلوبیت  انتظاری  استراتژی

≥ 0 → −3𝑃 + 1 ≥ 0 → 𝑃 ≤
1

3
 

1× 𝑃 + (−2) × (1 − 𝑃)⏟              
𝑀  مطلوبیت  انتظاری  استراتژی

≥ 0 → 3𝑃 − 2 ≥ 0 → 𝑃 ≥
2

3
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𝑃اگر   ≤
1

3
شود، چون مطلوبیت انتظاری حاصل از بازی نمی  2توسط بازیکن   𝑀گاه استراتژی  باشد آن 

1و با احتمال   𝐿استراتژی   𝑥 با احتمال  2آن منفی است. فرض کنیم بازیکن   − 𝑥   استراتژی𝑅  را بازی می-

 داریم:  1ند، پس برای بازیکن  ک

𝑈1(𝑈) = 𝑥, 𝑈1(𝑀) = −2𝑥 → 𝑥 = −2𝑥 → 𝑥 = 0     

بازیکن   بازیکن  را بازی می 𝑅فقظ استراتژی    2پس  انتظاری  بازی  کند. در این حالت مطلوبیت  از  یک 

را انتخاب کند که مطلوبیت   𝐷برابر با صفر است و او انگیزه دارد که استراتژی   𝑈و   𝑀های  کردن استراتژی

 تواند وجود داشته باشد.  نمی 𝑈و   𝑀گاه  یک نصیبش بشود. پس تعادل نش ترکیبی با تکیه 

𝑃اگر   ≥
2

3
شود، چون مطلوبیت انتظاری حاصل از  بازی نمی  2توسط بازیکن   𝐿گاه استراتژی  باشد آن 

بازیکن   کنیم  فرض  است.  منفی  احتمال  2آن  احتمال   𝑀استراتژی   𝑥 با  با  1و  − 𝑥   استراتژی𝑅   بازی را 

 داریم:   1کند، پس برای بازیکن می

𝑈1(𝑈) = −2𝑥, 𝑈1(𝑀) = 1 − 𝑥 → 𝑥 = −2 + 2𝑥 → 𝑥 = −1     𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛‼! 

اگر  
1

3
< 𝑃 < 

2

3
با احتمال مثبت بازی    2توسط بازیکن   𝐿و  𝑀 های  کدام از استراتژیگاه هیچباشد، آن   

استراتژی  نمی فقط  و  می 𝑅شود  بازیکن  شود،  بازی  انتظاری  مطلوبیت  حالت  این  کردن  در  بازی  از  یک 

را انتخاب کند که مطلوبیت یک   𝐷برابر با صفر است و او انگیزه دارد که استراتژی   𝑈و   𝑀های  استراتژی

 تواند وجود داشته باشد. نمی 𝑈و   𝑀گاه  نصیبش بشود. پس تعادل نش ترکیبی با تکیه 

 را در آن ترکیب کند.   Mو  Uدو تا استراتژی   1ای وجود ندارد که بازیکن  پس تعادل نش ترکیبی 

 حالت دوم:

{𝑀, 𝐷}        𝑀:𝑃 با احتمال              𝐷: 1 − 𝑃 با احتمال        

𝑈2(𝐿) = 𝑃, 𝑈2(𝑀) = −2𝑃, 𝑈2(𝑅) = 1 − 𝑃        
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با   𝐿استراتژی   𝑥 با احتمال   2کنیم بازیکن  شود، فرض  بازی نمی  2توسط بازیکن   𝑀پس استراتژی   و 

1احتمال  − 𝑥   استراتژی𝑅 داریم:  1کند، پس برای بازیکن را بازی می 

−2𝑥 = 1 − 𝑥 ⇾ 𝑥 = −1   𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛‼! 

 را در آن ترکیب کند.  𝑀و  𝐷دو تا استراتژی    1ای وجود ندارد که بازیکن  پس تعادل نش ترکیبی 

 حالت سوم: 

{𝑈, 𝐷}       𝑈:   𝑃 با احتمال               𝐷:    1 − 𝑃   با احتمال 

𝑈2(𝐿) = −2𝑃, 𝑈2(𝑀) = 𝑃, 𝑈2(𝑅) = 1 − 𝑃  

با   𝑀استراتژی   𝑥 با احتمال   2شود، فرض کنیم بازیکن  بازی نمی  2توسط بازیکن   𝐿پس استراتژی   و 

1احتمال  − 𝑥   استراتژی𝑅 داریم:  1کند، پس برای بازیکن را بازی می 

−2𝑥 = 1 − 𝑥 ⇾ 𝑥 = −1   𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛‼! 

 را در آن ترکیب کند.  𝑈و  𝐷دو تا استراتژی    1ای وجود ندارد که بازیکن  پس تعادل نش ترکیبی 

 حالت چهارم:

{𝑈,𝑀, 𝐷}       𝑈:   𝑃 با احتمال     𝑀: 𝑄 با احتمال            𝐷:    1 − 𝑃 − 𝑄   با احتمال 

 𝑈2(𝐿) = −2𝑃 + 𝑄, 𝑈2(𝑀) = 𝑃 − 2𝑄, 𝑈2(𝑅) = 1 − 𝑃 − 𝑄 

کند. فرض کنیم ابتدا بازیکن را بازی نمی  𝐿و   𝑀های  یکی از استراتژی  2بازیکن   𝑄و   𝑃بسته به مقدار  

است و   𝐷مغلوب استراتژی    1برای بازیکن   𝑀را بازی کند. در این صورت استراتژی   𝑅و   𝐿فقط استراتژی    2

فقط استراتژی    2لذا با احتمال مثبت در تعادل نش ترکیبی بازی نخواهد شد. به طور مشابه فرض کنیم بازیکن  

𝑀   و𝑅 .بازی کند بازیکن   𝑈در این صورت استراتژی  را  با احتمال   𝐷مغلوب استراتژی    1برای  لذا  است و 

هر سه    1ای وجود ندارد که بازیکن  پس تعادل نش ترکیبی  مثبت در تعادل نش ترکیبی بازی نخواهد شد.

 را در آن ترکیب کند.  𝑀و   𝑈و   𝐷استراتژی  
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 : مهرداد پورقاسم11تمرین  1فصل 

1و  𝑝های را به ترتیب با احتمال Dو  Uهای هر یک از انتخاب 1فرض کنید بازیگر  − 𝑝  های هر یک از انتخاب 2و بازیگرL 

1و  𝑞های را به ترتیب با احتمال  Rو   − 𝑞 حرکت  از    3کند. در این صورت پیامد انتظاری بازیگر  بازی میA  ،𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐴) ،

 برابر خواهد بود با: 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐴) = 𝑝𝑞 × 9 + 𝑝(1 − 𝑞) × 0 + (1 − 𝑝)𝑞 × 0 + (1 − 𝑝)(1 − 𝑞) × 0 = 9𝑝𝑞 

 نیز برابر خواهد بود با:  Dو  B ،Cهای از حرکت 3طور مشابه پیامد انتظاری بازیگر  به

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐵) = 9𝑝(1 − 𝑞) + 9(1 − 𝑝)𝑞 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐶) = 9(1 − 𝑝)(1 − 𝑞) 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) = 6𝑝𝑞 + 6(1 − 𝑝)(1 − 𝑞) 

 

a) حرکت 2و  1ت ترکیبی بازیگر خواهیم نشان دهیم در مقابل هر حرکمی ،D  نیست. 3بهترین واکنش بازیگر 

,D ،𝑢3(𝜎1از حرکت    3بهترین واکنش است، اگر و تنها اگر پیامد انتظاری بازیگر    Dحرکت   𝜎2, 𝐷) بیشتر از پیامد انتظاری ،

 باشد:  Cو  A ،Bهای او از هر یک از حرکت

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) ≥ 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐴) 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) ≥ 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐶) 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) ≥ 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐵) 

 برقرار باشد:ی اول و دوم رابطهفرض کنید 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) ≥ 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐴)  ⇒  6𝑝𝑞 + 6(1 − 𝑝)(1 − 𝑞) ≥ 9𝑝𝑞 ⇒  
𝑝

1 − 𝑝
 

𝑞

1 − 𝑞
≤ 2 . 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) ≥ 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐶)⇒ 6𝑝𝑞 + 6(1 − 𝑝)(1 − 𝑞) ≥ 9(1 − 𝑝)(1 − 𝑞) 

⇒  
𝑝

1 − 𝑝
 

𝑞

1 − 𝑞
≥
1

2
 . 

 بگیرید: ی سوم نیز برقرار است یا خیر. تابع زیر را در نظر خواهیم بررسی کنیم آیا رابطهاکنون می

𝑓(𝑝, 𝑞) = 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐵) − 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) = −2 + 5(𝑝 + 𝑞) − 10𝑝𝑞 

,𝑞، 𝑓(𝑝و  𝑝به ازای تمام مقادیر    اگر بتوانیم نشان دهیم 𝑞) > تواند نمی  Dتوانیم نتیجه بگیریم  ، در این صورت میاست 0

,𝑓(𝑝مشتق تابع  بهترین واکنش باشد. 𝑞)   نسبت به𝑝  بگیرید:  در نظررا 

𝜕𝑓(𝑝, 𝑞)

𝜕𝑝
= 5 − 10𝑞 



27 

 داشت:  میخواهبا توجه به این عبارت، سه حالت 

𝑞:  1حالت  > 1 2⁄ 

,𝑓(𝑝در این حالت مشتق تابع  𝑞)   نسبت به𝑝 همواره مقداری منفی است؛ بنابراین، کمینه مقدار تابع ،𝑓(𝑝, 𝑞)   به ازای

 آید:می به دستاز نامساوی زیر  𝑝آید. مقادیر مجاز برای  می به دست 𝑝بیشترین مقدار مجاز برای 

1

2
≤

𝑝

1 − 𝑝
 

𝑞

1 − 𝑞
≤ 2 ⇒  

1 − 𝑞

1 + 𝑞⏟  
𝑝

≤ 𝑝 ≤ 1 −
𝑞

2 − 𝑞⏟      
𝑝

 

 ی زیر برقرار است:اکنون کافی است نشان دهیم رابطه

𝑓 (𝑝 = 𝑝 = 1 −
𝑞

2 − 𝑞
, 𝑞) =

15𝑞2 − 18𝑞 + 6

2 − 𝑞
> 0 for all 𝑞 >

1

2
 . 

و مثبت است؛ بنابراین، مقدار تابع   ۰.6، مخرج این عبارت مثبت است. کمینه مقدار صورت کسر نیز برابر  𝑞به ازای مقادیر مجاز 

𝑓(𝑝, 𝑞)  در این حالت انتخاب بیترتنیابهمثبت است و ،D تواند بهترین واکنش باشد. نمی 

𝑞:  2حالت  < 1 2⁄ 

,𝑓(𝑝در این حالت مشتق تابع   𝑞)   نسبت به𝑝  همواره مقداری مثبت است؛ بنابراین، کمینه مقدار تابع ،𝑓(𝑝, 𝑞)   به ازای

 آید؛ بنابراین، کافی است نشان دهیم:، به دست می𝑝کمترین مقدار مجاز برای 

𝑓 (𝑝 = 𝑝 =
1 − 𝑞

1 + 𝑞
, 𝑞) =

15𝑞2 − 12𝑞 + 3

1 + 𝑞
> 0 for all 𝑞 <

1

2
 . 

و مثبت است؛ بنابراین، مقدار تابع   ۰.6، مخرج این عبارت مثبت است. کمینه مقدار صورت کسر نیز برابر  𝑞به ازای مقادیر مجاز 

𝑓(𝑝, 𝑞)  ترتیب، در این حالت انتخاب اینبهمثبت است وD تواند بهترین واکنش باشد. نمی 

𝑞:  3حالت  = 1 2⁄ 

𝑓 (𝑝, 𝑞 =
1

2
) = 0.5 > 0 

هرگز بهترین واکنش   Dگیریم حرکت  تواند بهترین واکنش باشد؛ بنابراین، نتیجه می نمی  Dترتیب، در این حالت نیز انتخاب  اینبه

 نیست. 3بازیگر 

 

b)  برای اینکه نشان دهیم انتخابD   اکیداً مغلوب نیست، حرکت ترکیبی𝜎3  در نظر بگیرید:   3را برای بازیگر 

𝜎3(𝐴) = 𝛼, 𝜎3(𝐵) = 𝛽, 𝜎3(𝐶) = 1 − 𝛼 − 𝛽 
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( و 𝜎1)  1های ممکن بازیگر  باشد. در این صورت، به ازای تمام استراتژی 𝜎3حرکت    اکیداً مغلوب  Dفرض کنید انتخاب  

,𝑢3(𝜎1( داریم: 𝜎2) 2بازیگر  𝜎2, 𝜎3) > 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) 

 را بازی کنند: Lو  Uهای به ترتیب انتخاب 2و  1اگر بازیگر 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) = 9𝛼 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) = 6 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) > 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) ⇒ 𝛼 >
2

3
 . 

 را بازی کنند:  Rو  Dهای به ترتیب انتخاب 2و  1اگر بازیگر 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) = 9(1 − (𝛼 + 𝛽)) 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) = 6 

𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) > 𝑢3(𝜎1, 𝜎2, 𝐷) ⇒ 𝛼 + 𝛽 <
1

3
 . 

را مغلوب کند و نتیجه    Dتواند حرکت  نمی 𝜎3توانند برقرار باشند، حرکت زمان نمیترتیب، ازآنجاکه دو نامساوی بالا هماینبه

 اکیداً مغلوب نیست. Dگیریم حرکت می

 : مهرداد پورقاسم12تمرین  1فصل 

1و  𝑝های را به ترتیب با احتمال  Dو    Uهای  هر یک از انتخاب  2فرض کنید بازیگر   − 𝑝   های  هر یک از انتخاب  3و بازیگرl  

1و  𝑞های  را به ترتیب با احتمال   rو   − 𝑞  از حرکت    1کند. در این صورت پیامد انتظاری بازیگر  بازی میL ،𝑢1(𝐿, 𝜎2, 𝜎3) ،

 برابر خواهد بود با: 

𝑢1(𝐿, 𝜎2, 𝜎3) 

= 𝑝𝑞(𝜋 + 4휀) + 𝑝(1 − 𝑞)(𝜋 − 4휀) + (1 − 𝑝)𝑞(𝜋 + 4휀) + (1 − 𝑝)(1 − 𝑞)(𝜋 − 4휀) 

= 𝜋 + (4휀)𝑞(𝑝 + (1 − 𝑝)) + (−4휀)(1 − 𝑞)(𝑝 + (1 − 𝑝)) = 𝜋 + 4휀(2𝑞 − 1) . 

 نیز برابر خواهد بود با:  Rو  Mهای از حرکت 1طور مشابه پیامد انتظاری بازیگر  به

𝑢1(𝑀, 𝜎2, 𝜎3) 

= 𝑝𝑞(𝜋 − 휂) + 𝑝(1 − 𝑞) (𝜋 +
휂

2
) + (1 − 𝑝)𝑞 (𝜋 +

휂

2
) + (1 − 𝑝)(1 − 𝑞)(𝜋 − 휂) 

= 𝜋 + 휂 (
3𝑝 + 3𝑞

2
− 3𝑝𝑞 − 1) . 

𝑢1(𝑅, 𝜎2, 𝜎3) 

= 𝑝𝑞(𝜋 − 4휀) + 𝑝(1 − 𝑞)(𝜋 + 4휀) + (1 − 𝑝)𝑞(𝜋 − 4휀) + (1 − 𝑝)(1 − 𝑞)(𝜋 + 4휀) 
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= 𝜋 + (4휀)(1 − 𝑞)(𝑝 + (1 − 𝑝)) + (−4휀)𝑞(𝑝 + (1 − 𝑝)) = 𝜋 + 4휀(1 − 2𝑞) . 

 

h)  حرکت  3و  2باید نشان دهیم در مقابل هر حرکت ترکیبی بازیگر ،M  نیست. 1بهترین واکنش بازیگر 

 را در نظر بگیرید:  𝑝نسبت به   Mمشتق پیامد انتخاب 

𝜕𝑢1(𝑀, 𝜎2, 𝜎3)

𝜕𝑝
= 휂(3 2⁄ − 3𝑞) 

 عبارت ما سه حالت خواهیم داشت: با توجه به این 

𝑞:  1حالت  > 1 2⁄ 

𝑝به ازای   M، همواره مقداری منفی است؛ بنابراین، بیشینه مقدار پیامد  𝑝نسبت به    Mدر این حالت مشتق پیامد انتخاب   =

𝑝به ازای   Mآید. در این صورت، پیامد به دست می 0 =  برابر است با: 0

𝑢1(𝑀, 𝜎2, 𝜎3) = 𝜋 + 휂 (
3

2
𝑞 − 1) < 𝜋 + 4휀 (

3

2
𝑞 − 1) < 𝜋 + 4휀(2𝑞 − 1) = 𝑢1(𝐿, 𝜎2, 𝜎3) 

انتخاب   پیامد  که  کنید  بازیگر    Lدقت  از   1برای  مقادیر   𝑝مستقل  تمامی  برای  نامساوی  این  بنابراین،  ؛  است.  𝑝است  برقرار 

 تواند بهترین واکنش باشد.نمی Mترتیب، در این حالت انتخاب  اینبه

𝑞:  2حالت  < 1 2⁄ 

𝑝به ازای   M، همواره مقداری مثبت است؛ بنابراین، بیشینه مقدار پیامد  𝑝نسبت به    Mدر این حالت مشتق پیامد انتخاب   =

𝑝به ازای   Mآید. در این صورت، پیامد به دست می 1 =  برابر است با: 1

𝑢1(𝑀, 𝜎2, 𝜎3) = 𝜋 + 휂 (
1

2
−
3

2
𝑞) < 𝜋 + 휂 (

1

2
+
1

2
−
3

2
𝑞 −

1

2
𝑞) = 𝜋 + 휂(1 − 2𝑞)

< 𝜋 + 4휀(1 − 2𝑞) = 𝑢1(𝑅, 𝜎2, 𝜎3) 

انتخاب   پیامد  که  کنید  بازیگر    Rدقت  از    1برای  مقادیر   𝑝مستقل  تمامی  برای  نامساوی  این  بنابراین،  است.  𝑝است؛  برقرار 

 تواند بهترین واکنش باشد.نمی Mترتیب، در این حالت انتخاب  اینبه

𝑞:  3حالت  = 1 2⁄ 

 در این حالت: 

𝑢1(𝑀, 𝜎2, 𝜎3) = 𝜋 −
휂

4
< 𝜋 = 𝑢1(𝑅, 𝜎2, 𝜎3) = 𝑢1(𝐿, 𝜎2, 𝜎3) 



3۰ 

هرگز بهترین واکنش   Mگیریم حرکت  تواند بهترین واکنش باشد؛ بنابراین، نتیجه مینمی  Mنیز انتخاب     ترتیب، در این حالتاینبه

 نیست. 1بازیگر 

 

i)  برای اینکه نشان دهیم انتخابM  اکیداً مغلوب نیست، حرکت ترکیبی𝜎1  در نظر بگیرید: 1را برای بازیگر 

𝜎1(𝐿) = 𝛼, 𝜎1(𝑅) = 1 − 𝛼 

( و 𝜎2)   2های ممکن بازیگر  باشد. در این صورت به ازای تمام استراتژی 𝜎1اکیداً مغلوب حرکت    Mفرض کنید انتخاب  

,𝑢1(𝜎1( داریم: 𝜎3) 3بازیگر  𝜎2, 𝜎3) > 𝑢1(𝑀, 𝜎2, 𝑀). 

 دو حالت زیر را در نظر بگیرید: 

𝛼:  1حالت  ≤ 1 2⁄ 

 را بازی کنند:  rو  Uهای به ترتیب انتخاب 3و  2اگر بازیگر 

𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) = 𝜋 − 4휀(1 − 2𝛼) 

𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝑀) = 𝜋 +
휂

2
 

⇒ 𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝑀) ≥ 𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) . 

 اکیداً مغلوب نیست.  Mترتیب، در این حالت انتخاب  اینبه

𝛼: 2حالت  > 1 2⁄ 

 را بازی کنند:  lو  Dهای به ترتیب انتخاب 3و  2اگر بازیگر 

𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) = 𝜋 − 4휀(2𝛼 − 1) 

𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝑀) = 𝜋 +
휂

2
 

⇒ 𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝑀) ≥ 𝑢1(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) . 

 اکیداً مغلوب نیست. Mترتیب، در این حالت نیز انتخاب اینبه

c)     انتخاب    ۰.5با احتمال    3و    2برای نمونه، حالتی را در نظر بگیرید که بازیگر(U, r)    ۰.5و با احتمال  ( انتخابD, l  را )

را به همراه خواهد داشت.   𝜋، برای او پیامد  1برای بازیگر  Rو   Lکنند. در این صورت هر انتخاب ترکیبی شامل انتخاب بازی می

𝜋را بازی کند، پیامد آن برابر    Mانتخاب    1که، اگر بازیگر  درحالی + 휂 انتخاب   ⁄2 تواند بهترین  می  Mخواهد بود. درنتیجه، 

 باشد. 1واکنش بازیگر 
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 : سعید حجتی نژاد 13، تمرین 1فصل 

کنیم. برای این کار بهترین پاسخ محض هر بازیگر را به ازای هر حرکت محض بازیگر دیگر  ابتدا تعادل نش محض بازی را بررسی می 

 های نش محض هستند. خواهیم داشت: ها تعادلهایی تقاطع داشت، آن خانههای دو بازیگر در خانه یابیم. اگر بهترین پاسخمی

 

 
 2بازیگر 

 
 

b1 b2 b3 b4 

 1بازیگر 

a1 )7(0 ,  (2 , 5) , 0) 7( (0 , 1) 

a2 (5 , 2) )3,  3( (5 , 2) (0 , 1) 

a3 , 0) 7( (2 , 5) )7(0 ,  (0 , 1) 

a4 )0(0 ,  (0 , -2) )0(0 ,  1)-,  10( 

 

. 𝑎2)همانطور که پیداست حرکت  𝑏2) محض این بازی است. اما برای اینکه بتوانیم نشان دهیم این تعادل، تنها    تنها تعادل نش

های اکیدا مغلوب کمی جدول  تعادل نش بازی است، باید ثابت کنیم که این بازی تعادل نش ترکیبی ندارد. برای این کار، ابتدا با حذف حرکت 

انجام دهد، پیامد انتظاری او به ازای هر    ۰.5حرکت ترکیبی با احتمال  𝑏3و   𝑏1های  بین حرکت   2. در صورتی که بازیگر کنیمتر می را ساده

 به شکل زیر خواهد شد:   1حرکت بازیگر 

 
 

 2بازیگر 

 
 

b1 (0.5) , b2 (0.5) b4 

 1بازیگر 

a1 3.5 1 

a2 2 1 

a3 3.5 1 

a4 0 -1 

 

ها  به این حرکت ترکیبی اکیدا مغلوب است و در نتیجه هیچگاه جزو مجموعه بهترین پاسخ 𝑏4همانطور که مشخص است، حرکت 

 رسیم:به جدول زیر می 𝑏4نخواهد بود. با حذف  

 
 

 2بازیگر 

 
 

b1 b2 b3 

 a1 (0 , 7) (2 , 5) (7 , 0) 1بازیگر 
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a2 (5 , 2) (3 , 3) (5 , 2) 

a3 (7 , 0) (2 , 5) (0 , 7) 

a4 (0 , 0) (0 , -2) (0 , 0) 

 رسیم:به جدول زیر می  𝑎4اکیدا مغلوب است. پس از حذف حرکت   𝑎2نسبت به حرکت   𝑎4همانطور که مشخص است، حرکت  

 
 

 2بازیگر 

 
 

b1 b2 b3 

 1بازیگر 

a1 (0 , 7) (2 , 5) (7 , 0) 

a2 (5 , 2) (3 , 3) (5 , 2) 

a3 (7 , 0) (2 , 5) (0 , 7) 

 

های  رسد. برای اینکار جایگشتحال باید تمام حالات حرکت ترکیبی را در نظر بگیریم و نشان دهیم که هیچکدام از آنها به تعادل نمی 

 کنیم: شروع می 1های بازیگر های مختلف بازی ترکیبی( را با حرکت مختلف )حالت

   
 2بازیگر 

   
x y 1-x-y 

   
b1 b2 b3 

 1بازیگر 

p a1 (0 , 7) (2 , 5) (7 , 0) 

q a2 (5 , 2) (3 , 3) (5 , 2) 

1-p-q a3 (7 , 0) (2 , 5) (0 , 7) 

 

 ( 1حالت 

 خواهیم داشت:  1ترکیب کند، در اینصورت برای بازیگر  𝑏2و  𝑏1بین    2فرض کنید بازیگر 

𝑈1(𝑎1|𝑥 + 𝑦 = 1) = 2 − 2𝑥;   𝑈1(𝑎2|𝑥 + 𝑦 = 1) = 3 + 2𝑥;  𝑈1(𝑎3|𝑥 + 𝑦 = 1) = 2 + 5𝑥;    

و  𝑏1بین    2اکیدا مغلوب است و مطلوبیت آن همواره کمتر است(. برای اینکه بازیگر   𝑎2کند )زیرا به  را بازی نمی  𝑎1  1پس بازیگر  

𝑏2  تفاوت باشد: بی 

𝑈2(𝑏1|𝑝 = 0) = 2𝑞 = 𝑈2(𝑏2|𝑝 = 0) = 3 − 2𝑞  

→    𝑞 =
3

4
 

 خواهیم داشت:  2در این صورت برای بازیگر 
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𝑈2(𝑏3|𝑝 = 0. 𝑞 =
3

4
) = 7 − 5𝑞 = 7 −

15

4
= 3.25 >  𝑈2(𝑏1|𝑝 = 0. 𝑞 =

3

4
) = 1.5  

 دارد و در نتیجه تعادل نش ترکیبی در این حالت برقرار نیست. 𝑏3انگیزه انحراف به حرکت   2در این صورت اصلا بازیگر 

 ( 2حالت 

 خواهیم داشت:  1ترکیب کند، در اینصورت برای بازیگر  𝑏3و  𝑏1بین    2فرض کنید بازیگر 

𝑈1(𝑎1|𝑦 = 0) = 7 − 7𝑥;   𝑈1(𝑎2|𝑦 = 0) = 5;   𝑈1(𝑎3|𝑦 = 0) = 7𝑥;    

 باید حالت های مختلف را در نظر بگیریم:  1در اینجا برای بررسی حرکت ترکیبی بازیگر 

a)  بین    1بازیگر𝑎1  و𝑎2 :حرکت ترکیبی کند. در این صورت 

𝑈1(𝑎1) = 𝑈1(𝑎2)    →   𝑥 =
2

7
 

 خواهیم داشت:  2بازیگر که در اینصورت برای 

𝑈2(𝑏1|𝑝 + 𝑞 = 1) = 2 + 5𝑝 = 𝑈2(𝑏3|𝑝 + 𝑞 = 1) = 2 − 2𝑝 

𝑝 = 0 

 را دارد و تعادل برقرار نیست. 𝑏2انگیزه انحراف به حرکت   2که در این حالت بازیگر 

b)  بین    1بازیگر𝑎1  و𝑎3 :ترکیب کند. در این صورت 

𝑈1(𝑎1) = 𝑈1(𝑎3)    →   𝑥 = 0.5 

 را دارد و تعادل برقرار نیست. 𝑎2انگیزه انحراف به حرکت    1که در اینصورت بازیگر 

 ( 3حالت 

 خواهیم داشت:  1بین سه حرکت خود ترکیب کند. در اینصورت برای بازیگر   2فرض کنید بازیگر 

𝑈1(𝑎1) = 7 − 7𝑥 − 5𝑦;   𝑈1(𝑎2) = 5 − 2𝑦;   𝑈1(𝑎3) = 7𝑥 + 2𝑦;    

 مختلف را در نظر بگیریم: هایدر اینجا نیز باید حالت

a)  بین سه حرکت خود ترکیب کند.   1بازیگر 

𝑈1(𝑎1) = 𝑈1(𝑎2) = 𝑈1(𝑎3) 

𝑦 = 2 

 که غیر قابل قبول است. پس در این حالت تعادل برقرار نیست.

b)  بین    1بازیگر𝑎1  و𝑎2  ترکیب کند. در اینصورت حرکت𝑏3  باید بین   2اکیدا مغلوب خواهد شد و بازیگر  2برای بازیگر𝑏1  و

𝑏2  .ترکیب کند که این حالت را هم قبلا بررسی کرده بودیم 

c)  بین    1بازیگر𝑎1  و𝑎3  ترکیب کند. در اینصورت حرکت هیچ𝑝  را بین سه حرکت خود   2وجود نخواهد داشت که بتواند بازیگر

 تفاوت کند.بی 

 در نتیجه این بازی تعادل نش ترکیبی ندارد و تنها تعادل نش بازی، تعادل نش محض است. 



34 

 : سپیده عبداللهی14، تمرین 1فصل 

   ( aقسمت 

یک بازی بدون ریسک و همواره با پیامد صفر است در حالی که بقیه حرکات پیامدهای   2برای بازیگر  𝑀حرکت 

 توانند داشته باشند.می 2سنگین منفی برای بازیگر 

 ( bقسمت 

   2بازیگر 

𝑅 𝑀 𝐿 𝐿𝐿   

(-100,-

100) 
(0,0) (-100,1) )2,100( 𝑈  بازیگر

1 
)2,100( 0),1( 49)-,100( 

(-100,-

100) 
𝐷 

 

,𝑈}پس   𝐿𝐿}   و{𝐷, 𝑅} .دو تعادل محض این بازی اند 

 ( cقسمت 

 گیریم: حرکت ترکیبی را در نظر می 1برای بازیگر 

𝑅 𝑀 𝐿 𝐿𝐿   

(-100,-

100) 
(0,0) (-100,1) (100,2) 𝑈 𝑝 

(100,2) (1,0) (100,-49) 
(-100,-

100) 
𝐷 1 − 𝑝 

 

{
 

 
𝑈2(𝐿𝐿, 𝜎2) = 102𝑝 − 100

𝑈2(𝐿, 𝜎2) = 50𝑝 − 49

𝑈2(𝑀, 𝜎2) = 0

𝑈2(𝑅, 𝜎2) = 2 − 102𝑝

 

   𝑳و  𝑳𝑳بین حرکات   2بازیگر  تفاوت شدن بی  •
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1 − 𝑞 𝑞   

𝐿 𝐿𝐿   

(-100,1) (100,2) 𝑈 𝑝 

(100,-49) 
(-100,-

100) 
𝐷 1 − 𝑝 

 

102𝑝 − 100 = 50𝑝 − 49 ⇒ 𝑝 =
51

52
 

𝑝به ازای   =
51

52
 داریم:   1وجود ندارد .حال برای بازیگر  𝑅و   𝑀، انگیزه انحرافی به  

𝑈1(𝑈) = 200𝑞 − 100

𝑈1(𝐷) = 100 − 200𝑞
⇒ 𝑞 =

1

2
 

)}بنابراین حالت  
51

52
,
1

52
) , (

1

2
,
1

2
,  یک تعادل نش است. {(0,0

 

 

   𝑴و  𝑳𝑳بین حرکات   2بازیگر  تفاوت شدن بی  •

1 − 𝑞 𝑞   

𝑀 𝐿𝐿   

(0,0) (100,2) 𝑈 𝑝 

(1,0) 
(-100,-

100) 
𝐷 1 − 𝑝 

 

 

102𝑝 − 100 = 0 ⇒ p =
50

51
 

𝑝به ازای   =
50

51
 وجود دارد: 𝐿، انگیزه انحراف به 

𝑈1(𝑀, 𝜎2) = 0 < 𝑈2(𝐿, 𝜎2) = 0.02 

 

   𝑹و  𝑳𝑳بین حرکات   2بازیگر  تفاوت شدن بی  •



36 

1 − 𝑞 𝑞   

𝑅 𝐿𝐿   

(-100,-

100) 
(100,2) 𝑈 𝑝 

(100,2) 
(-100,-

100) 
𝐷 1 − 𝑝 

 

102𝑝 − 100 = 2 − 102𝑝 ⇒ 𝑝 =
1

2
 

𝑝به ازای   =
1

2
 وجود دارد: 𝑀، انگیزه انحراف به 

𝑈1(𝑅, 𝜎2) = −49 < 𝑈1(𝑀, 𝜎2) = 0 

 

   𝑴و  𝑳بین حرکات   2بازیگر  تفاوت شدن بی  •

1 − 𝑞 𝑞   

𝑀 𝐿   

(0,0) (-100,1) 𝑈 𝑝 

(1,0) (100,-49) 𝐷 1 − 𝑝 

 

50𝑝 − 49 = 0 ⇒ 𝑝 =
49

50
 

𝑝به ازای   =
49

50
 داریم:   1وجود ندارد .حال برای بازیگر  𝑅و   𝐿𝐿، انگیزه انحرافی به  

𝑈1(𝑈) = −100𝑞

𝑈1(𝐷) = 99𝑞 + 1
⇒ 𝑞 = −

1

199
 

 پس در این حالت تعادل نش ترکیبی نداریم. 

 

   𝑹و  𝑳بین حرکات   2بازیگر  تفاوت شدن بی  •
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1 − 𝑞 𝑞   

𝑅 𝐿   

(-100,-

100) 
(-100,1) 𝑈 𝑝 

(100,2) (100,-49) 𝐷 1 − 𝑝 

 

50𝑝 − 49 = 2 − 102𝑝 ⇒ 𝑝 =
51

152
 

𝑝به ازای   =
51

152
 وجود دارد: 𝑀، انگیزه انحراف به 

𝑈1(𝑅, 𝜎2) = −32.22 < 𝑈1(𝑀, 𝜎2) = 0 

 

   𝑹و  𝑴بین حرکات   2بازیگر  تفاوت شدن بی  •

1 − 𝑞 𝑞   

𝑅 𝑀   

(-100,-

100) 
(0,0) 𝑈 𝑝 

(100,2) (1,0) 𝐷 1 − 𝑝 

 

2 − 102𝑝 = 0 ⇒ 𝑝 =
1

51
 

𝑝به ازای   =
1

51
 داریم:   1وجود ندارد .حال برای بازیگر  𝐿𝐿و   𝐿، انگیزه انحرافی به  

𝑈1(𝑈) = 100𝑞 − 100

𝑈1(𝐷) = 100 − 99𝑞
⇒ 𝑞 > 1 

 پس در این حالت تعادل نش ترکیبی نداریم. 

و    3وجود دارد، پس ترکیب بین    2حرکت برای بازیگر    2فقط یک تعادل نش ترکیبی برای ترکیب کردن    نکته:

 امکان پذیر نیست.  2حرکت برای بازیگر  4
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 ( dقسمت 

𝑝نشان داده شد به ازای    cهمانطور که در قسمت   ∈ (
1

51
,
49

50
)  ،𝑀   است )پیامدهای    2بهترین واکنش بازیگر

توان گفت  نیست، می  2بهترین واکنش بازیگر  𝑀اند(. به دلیل این که فقط در بازه کوچکی  بقیه حرکات همگی منفی

 را بازی کند.  𝑀همواره حرکت   2معقول است که بازیگر 

 ( eقسمت 

حرکت باشد. در    2شود که مجموعه حرکات بازیکن شامل  زمانی حرکت ترکیبی به مثابه شرایط پایدار تعبیر می

گاه تعادل نش ترکیبی شامل  کند و تکیهدهد، بهترین پاسخ تغییر میاین حالت زمانی که تعادل نش ترکیبی رخ می

حرکت است و بهترین پاسخ    4شامل    2حرکات تعادل نش محض هست، اما در این سوال مجموعه حرکات بازیکن  

 شود.باشد؛ پس جمله گفته شده رد مینمی 𝐿و  𝐿𝐿( هم دیده شد( فقط شامل  d)همانطور که در قسمت 

 ( f قسمت

ای قبل بازی انجام  است و اگر مذاکره  2و    100به ترتیب    2و    1بهترین پیامد حاصل از حرکت محض برای بازیگر  

 شود.بازی نمی 𝑀رسند و  های نش محض به توافق میشود دو بازیگر روی یکی از تعادل

 : محمدصدرا حیدری 15، تمرین 1فصل 

 کنند. کنیم بازیگران اول و دوم به صورت مستقل از هم بازی میفرض می (aقسمت 

𝜎1 = {𝑈: 𝑝, 𝐷: 1 − 𝑝} 

𝜎2 = {𝐿: 1 − 𝑞, 𝑅: 𝑞} 

 های بازیگر سوم برای خودش برابراست با:بنابراین مطلوبیت حاصل از هرکدام از حرکت

𝑈(𝑀1) = 8𝑝(1 − 𝑞) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞 

𝑈(𝑀2) = 4𝑝(1 − 𝑞) + 4𝑞(1 − 𝑝) = 4𝑝 + 4𝑞 − 8𝑝𝑞 

𝑈(𝑀3) = 8𝑞(1 − 𝑝) = 8𝑞 − 8𝑝𝑞 

𝑈(𝑀4) = 3 

 ای پیدا کرد که داشته باشیم:گونهرا به  𝑞و   𝑝بتوان   باشد که 3تواند بهترین واکنش بازیگر زمانی می 𝑀2حرکت  

𝑈(𝑀2) > max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3), 𝑈(𝑀4)} 

 داریم: 
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max{8𝑝 − 8𝑝𝑞, 8𝑞 − 8𝑝𝑞} = 8max{𝑝, 𝑞} − 8𝑝𝑞 = 4 × 2max{𝑝, 𝑞} − 8𝑝𝑞 

𝑝داینم  همچنین می + 𝑞 ≤ 2 × max{𝑝, 𝑞}  :بنابراین داریم 

max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3)} = 4 × 2max{𝑝, 𝑞} − 8𝑝𝑞 ≥ 4(𝑝 + 𝑞) − 8𝑝𝑞 = 𝑈(𝑀2) 

 نخواهد بود.  3بهترین واکنش بازیگر  𝑀2، حرکت  𝑞و  𝑝ازای هیچ باوری نسبت به  بنابراین به 

 

 شود. خانه جدول با احتمال مشخصی بازی می 4کنیم هرکدام از در این قسمت فرض می (bقسمت 

بازیگر  

۲ 

 

𝑟 𝑝 

ز
با

ر 
گ

ی
۱

 𝑠 𝑞 

𝑝 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑠 = 1 

 مانند قسمت قبل داریم:

𝑈(𝑀1) = 8𝑝 

𝑈(𝑀2) = 4(𝑝 + 𝑠) 

𝑈(𝑀3) = 8𝑠 

𝑈(𝑀4) = 3 

 : ای مشخص کنیم کهبهترین واکنش باشد، باید احتمالات را به گونه  𝑀2بنابراین برای این که  

𝑈(𝑀2) ≥ max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3), 𝑈(𝑀4)} 

 : و داریم

max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3)} = 8max{𝑝, 𝑠} = 4 × 2max{𝑝, 𝑠} ≥ 4 (𝑝 + 𝑠) = 𝑈(𝑀2) 

 بهترین واکنش بازیگر سوم باشد. 𝑀2بنابراین هیچ باوری وجود ندارد که در آن حرکت 

 

 . کنیمهای محض را پیدا می( ابتدا تعادلcقسمت 

   « ۲»بازیگر    « ۲»بازیگر    « ۲»بازیگر    « ۲»بازیگر 
𝑅 𝐿   𝑅 𝐿   𝑅 𝐿   𝑅 𝐿   

3, 3, 3 , 33, 3 𝑈  , 000,  , 00, 0 𝑈  0, 0, 0 , 44, 4 𝑈  , 0, 00 8, 8, 8 𝑈 با
«

ی
ز

ر  
گ ۱

»
 



4۰ 

, 33, 3 3, 3, 3 𝐷  8, 8, 8 , 0, 00 𝐷  , 44, 4 0, 0, 0 𝐷  , 00, 0 , 000,  𝐷 

𝑀4   𝑀3   𝑀2   𝑀1   
 « ۳»بازیگر 

 

اند. در نتیجه با خط قرمز رنگ مشخص شده  3با خط سبز رنگ و بازیگر    2با خط زرد رنگ، بازیگر   1بهترین واکنش بازیگر  

 تعادل نش محض دارد. 4بازی بالا 

𝐸𝑄1 = {𝑈, 𝐿,𝑀1} 

𝐸𝑄2 = {𝐷, 𝑅,𝑀3} 

𝐸𝑄3 = {𝑈, 𝑅,𝑀4} 

𝐸𝑄4 = {𝐷, 𝐿,𝑀4} 

نتیاج قبلی می  1.1کنیم. قبل از آن از قضیه  آوردن حرکات ترکیبی تمام حالات را بررسی می  دستحال برای به  دانیم و 

 باشد. نیست، مغلوب است و پایه حرکت ترکیبی در تعادل نمی 3گاه بهترین واکنش بازیگر به واسطه آن که هیچ 𝑀2حرکت  

 2و بازیگر  𝑈حرکت  𝑝با احتمال    1اگر بازیگر    3تفاوت شدن بازیگر  برای بی  ترکیب کند. {𝑴𝟏,𝑴𝟑}بین   3بازیگر   •

 را بازی کند داریم: 𝑅حرکت  𝑞با احتمال 

{
𝑈3(𝑀1) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀3) = 8𝑞 − 8𝑝𝑞
} ⟹ 𝑝 = 𝑞 

 کند( را بازی می 𝑀3حرکت  𝑟با احتمال  3تفاوت شدن بازیگر دوم داریم )بازیگر حال برای بی

{
𝑈2(𝐿) = 8𝑝 − 8𝑝𝑟

𝑈2(𝑅) = 8𝑟 − 8𝑝𝑟
} ⟹ 𝑝 = 𝑟 

𝑠تفاوت شدن بازیگر اول با تعریف برای بی = 1 − 𝑟 :داریم 

{
𝑈1(𝑈) = 8𝑠 − 8𝑞𝑠

𝑈1(𝐷) = 8𝑞 − 8𝑞𝑠
} ⟹ 𝑞 = 𝑠 = 1 − 𝑟 

 بنابراین: 

1 − 𝑟 = 𝑟 ⇒ 𝑟 = 0.5 

 شود با: در این حالت مطلوبیت بازیگر سوم برابر می

𝑈3(𝑀1) = 𝑈3(𝑀3) = 4 − 2 = 2 

 کمتر است و انگیزه انحراف وجود دارد. بنابراین در این حالت نیز تعادل نداریم. 𝑀4که از مطلوبیت حرکت 
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تفاوت شدن کنیم و برای بیحرکات ترکیبی را مانند قسمت قبل تعریف میترکیب کند.   {𝑴𝟏,𝑴𝟒}بین    3بازیگر   •

 داریم: 3بازیگر 

{
𝑈3(𝑀1) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀4) = 3               
} ⟹ 𝑝(1 − 𝑞) =

3

8
 

 کند( را بازی می 𝑀4حرکت  𝑟با احتمال  3داریم)بازیگر  2شدن بازیگر  تفاوتحال برای بی 

{
𝑈2(𝐿) = 8𝑝 − 8𝑝𝑟 + 3𝑟

𝑈2(𝑅) = 3𝑟                      
} ⟹ 8𝑝(1 − 𝑟) = 0 ⇒ {

𝑝 = 0
𝑟 = 1

 

𝑝که   = 𝑟با شرط اول در تناقض است و در حالت  0 = 𝑝(1که شرط     𝑞و  𝑝ازای هر به  1 − 𝑞) =
3

8
را برقرار  

 نهایت تعادل ترکیبی داریم. کند بی

 با توجه به تقارن مسئله این حالت مانند قبل است. ترکیب کند. {𝑴𝟑,𝑴𝟒}بین  3بازیگر  •

 داریم:  3تفاوت شدن بازیگر برای بیترکیب کند.  {𝑴𝟏,𝑴𝟑,𝑴𝟒}بین  3بازیگر  •

{

𝑈3(𝑀1) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀3) = 8𝑞 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀4) = 3               
} ⟹ {

𝑝 = 𝑞

𝑝(1 − 𝑞) =
3

8

⇒ 𝑝 − 𝑝2 =
3

8
 

 معادله بالا ریشه حقیقی ندارد بنابراین هیچ تعادل ترکیبی در این حالت نداریم. که 

تفاوت شوند و ترکیب میان حرکاتشان بی   2و    1این حالت قبلا بررسی شد. برای این که بازیگر  ترکیب نکند.    3بازیگر   •

𝑝(1که شرط     𝑞و   𝑝ازای هر مقدار را بازی کند. در این حالت به 𝑀4تواند حرکت فقط می  3کنند بازیگر   − 𝑞) =
3

8
را   

 نهایت تعادل ترکیبی داریم. برقرار کند بی

 

 : سپیده عبداللهی16، تمرین 1فصل 

   ( aقسمت 

𝑈𝑖
′(𝜎𝑖) = min

𝜎−𝑖
𝑈𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖) 

𝑈𝑖
′(𝜎𝑖) ≤ 𝑈𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖) 

max
𝜎𝑖

𝑈𝑖
′(𝜎𝑖) ≤ max

𝜎𝑖
 𝑈𝑖(𝜎𝑖, 𝜎−𝑖) 

max
𝜎𝑖

𝑈𝑖
′(𝜎𝑖) ≤ min

𝜎−𝑖
max
𝜎𝑖

 𝑈𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖) 

max
𝜎𝑖

min
𝜎−𝑖

𝑈𝑖(𝜎𝑖, 𝜎−𝑖) ≤ min
𝜎−𝑖

max
𝜎𝑖

 𝑈𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖) 



42 

 ( bقسمت 

𝜎1}فرض کنید تعادل نش در  
∗, 𝜎2

 اتفاق بیفتد  {∗

𝑈1(𝜎1
∗, 𝜎2

∗) = 𝑉∗ 

𝜎1
∗ = 𝐵𝑟(𝜎2

∗) ⇒ 𝑉∗ = max
𝜎1

𝑈1(𝜎1, 𝜎2
∗)

𝜎2
∗ = 𝐵𝑟(𝜎1

∗) ⇒ 𝑉∗ = min
𝜎2

𝑈1(𝜎1
∗, 𝜎2) (𝐼)

 

 برقرار است. (𝐼)به دلیل این که بازی با مجموع صفر است رابطه 

min
𝜎2

max
𝜎1

 𝑈1(𝜎1, 𝜎2) ≤ max
𝜎1

𝑈1(𝜎1, 𝜎2
∗) = 𝑉∗ = min

𝜎2
𝑈1(𝜎1

∗, 𝜎2) ≤ max
𝜎1

min
𝜎2

𝑈𝑖(𝜎1, 𝜎2) 

⇒ 𝑉𝑖 ≤ 𝑊𝑖  

   ( aپس طبق بخش 

𝑉𝑖 = 𝑊𝑖 

 ( cقسمت 

𝜎1}به دلیل این که  
′, 𝜎2

 تعادل نش است داریم: {′

𝑈1(𝜎1
′, 𝜎2

′) ≥ 𝑈1(𝜎1
′′, 𝜎2

′) 

𝑈2(𝜎1
′′, 𝜎2

′′) ≥ 𝑈2(𝜎1
′′, 𝜎2

′) 

 با توجه به این که بازی با مجموع صفر است داریم: 

−𝑈2(𝜎1
′′, 𝜎2

′′) ≤ −𝑈2(𝜎1
′′, 𝜎2

′) ⇒ 𝑈1(𝜎1
′′, 𝜎2

′) ≥ 𝑈1(𝜎1
′′, 𝜎2

′′) 

𝑈1(𝜎1دانیم که مقدار و می
′, 𝜎2

𝑈1(𝜎1  و (′
′′, 𝜎2

 برابر است: (′′

𝑈1(𝜎1
′, 𝜎2

′) = 𝑈1(𝜎1
′′, 𝜎2

′′) = 𝑈1(𝜎1
′′, 𝜎2

′) 

𝜎1}و  
′′, 𝜎2

𝜎1}توان پی برد که  نیز تعادل نش است، با همین استدلال می {′
′, 𝜎2

 هم تعادل نش است.  {′′

 : سپیده عبداللهی17، تمرین 1فصل 

 

   

A    
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𝑝3

= 1 − 𝑝1 − 𝑝2 
𝑝2 𝑝1   

 

3 2 1    

(−𝑉3, 𝑉3) (−𝑉2, 𝑉2) (0,0) 1 𝑞1 

B (−𝑉3, 𝑉3) (0,0) (−𝑉1, 𝑉1) 2 𝑞2 

(0,0) (−𝑉2, 𝑉2) (−𝑉1, 𝑉1) 3 
𝑞3

= 1 − 𝑞1 − 𝑞2 

 

𝜎1}فرض کنید تعادل نش در  
∗, 𝜎2

از آن هدف   𝐵به هدفی حمله نکند، قطعا   𝐴اتفاق بیفتد. اگر در حالت تعادل   {∗

دهد. پس  آن هدف را به هدفی با شماره بالاتر ترجیح می 𝐴از هدفی دفاع نکند، قطعا   𝐵کند. همچنین اگر  دفاع نمی

و بین اهداف   2و 1نیز حمله نخواهد کرد و فقط دو ترکیب بین اهداف  3حمله نکند، قطعا به هدف  2به هدف  𝐴اگر  

 باید بررسی شود.  3و 2، 1

𝑈𝐴(1) = 𝑉1(1 − 𝑞1)

𝑈𝐴(2) = 𝑉2(1 − 𝑞2)

𝑈𝐴(3) = 𝑉3(𝑞1 + 𝑞2)

 ,
𝑈𝐵(1) = −𝑉2𝑝2 − 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2)

𝑈𝐵(2) = −𝑉1𝑝1 − 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2)

𝑈𝐵(3) = −𝑉2𝑝2 − 𝑉1𝑝1

 

 ترکیب کند.   2و  1 هایبین حمله به هدف 𝑨بازیگر  •

 

𝑉1(1 − 𝑞1
∗) = 𝑉2𝑞1

∗ ⇒ 𝑞1
∗ =

𝑉1
𝑉1 + 𝑉2

 , 𝑞2
∗ =

𝑉2
𝑉1 + 𝑉2

 

 داریم: 𝐵حال برای بازیگر  

𝑉1𝑝1 = 𝑉2(1 − 𝑝1) ⇒ 𝑝1
∗ =

𝑉2
𝑉1 + 𝑉2

 , 𝑝2
∗ =

𝑉1
𝑉1 + 𝑉2

 

 برای این که این ترکیب تعادل نش باشد باید شرط زیر برقرار باشد:

𝑈𝐴(3) ≤
𝑉1𝑉2

𝑉1 + 𝑉2
⇒ 𝑉3 ≤

𝑉1𝑉2
𝑉1 + 𝑉2

 

 ترکیب کند.   3و  2 ،  1های بین حمله به هدف 𝑨بازیگر  •
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𝑉1(1 − 𝑞1) = 𝑉2(1 − 𝑞2) ⇒ 𝑉1𝑞1 = 𝑉1 − 𝑉2 + 𝑉2𝑞2

𝑉1(1 − 𝑞1) = 𝑉3(𝑞1 + 𝑞2) ⇒ 𝑞1 =
𝑉1 − 𝑉3𝑞2
𝑉1 + 𝑉3

⇒ 𝑞2 =
𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 − 𝑉3𝑉1
𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1

 

, 𝑞1 =
𝑉1𝑉2 + 𝑉3𝑉1 − 𝑉2𝑉3
𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1

 

 

𝑉2𝑝2 + 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) = 𝑉1𝑝1 + 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) ⇒ 𝑝1 =
𝑉2𝑝2
𝑉1

𝑉2𝑝2 + 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) = 𝑉2𝑝2 + 𝑉1𝑝1 ⇒ 𝑝1 =
𝑉3(1 − 𝑝2)
𝑉1 + 𝑉3

⇒ 𝑝2

=
𝑉3𝑉1

𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1
 

, 𝑝1 =
𝑉2𝑉3

𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1
 

تر از صفر باشند پس کافیست کمینه  بزرگ 𝑞در این مرحله تنها شرطی که باید بررسی شود این است که مقادیر  

 است بزرگتر از صفر باشد: 𝑞3که برابر  𝑞مقدار  

𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1 ≥ 𝑉1𝑉2 

  

 حل با استفاده از سوال قبل •

,∗𝑝}توانیم با استفاده از سوال قبل  به دلیل این که این بازی، بازی با مجموع صفر است، می 𝑞∗}   را طوری پیدا

 کنیم که در رابطه زیر صدق کند:می

𝑈𝐴(𝑝
∗, 𝑞∗) = max

𝑝
min
𝑞

𝑉1𝑝1(1 − 𝑞1) + 𝑉2𝑝2(1 − 𝑞2) + 𝑉3𝑝3(1 − 𝑞3) 

به   از ماکزیمم گیری روی   𝑞حال جملاتی که وابستگی  باید کمینه  خارج می 𝑞ندارند را  این مرحله  کنیم. در 

 عبارت منفی را پیدا کنیم که به معنی آن است که بیشینه قدر مطلق آن را باید بیابیم: 

= max
𝑝
(𝑉1𝑝1 + 𝑉2𝑝2 + 𝑉3𝑝3 − max

𝑞
𝑉1𝑝1𝑞1 + 𝑉2𝑝2𝑞2 + 𝑉3𝑝3𝑞3) 

توان عبارت بالا را  بین صفر و یک قرار دارند می 𝑞𝑖همگی مثبت هستند و مقادیر   𝑉𝑖𝑝𝑖به دلیل این که مقادیر   

 به صورت زیر ساده کرد: 

= max
𝑝
(𝑉1𝑝1 + 𝑉2𝑝2 + 𝑉3𝑝3 − max(𝑉1𝑝1, 𝑉2𝑝2, 𝑉3𝑝3)) 

1. 𝐦𝐚𝐱(𝑽𝟏𝒑𝟏, 𝑽𝟐𝒑𝟐, 𝑽𝟑𝒑𝟑) = 𝑽𝟏𝒑𝟏 
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 است:  1برابر  𝑞1پس  

𝑈𝐴(1) = 𝑉1(1 − 𝑞1) = 0

𝑈𝐴(2) = 𝑉2(1 − 𝑞2) = 𝑉2
𝑈𝐴(3) = 𝑉3(𝑞1 + 𝑞2) = 𝑉3

 

 تواند تعادل باشد. برابر نیستند، این حالت نمی 𝑉3و  𝑉2از آنجایی که  

برای  نکته  :max(𝑉1𝑝1, 𝑉2𝑝2, 𝑉3𝑝3) = 𝑉3𝑝3   وmax(𝑉1𝑝1, 𝑉2𝑝2, 𝑉3𝑝3) = 𝑉2𝑝2   شکل همین  به  نیز 

 توان نشان داد که تعادلی نداریم. می

۲. 𝑽𝟏𝒑𝟏 = 𝑽𝟐𝒑𝟐 = 𝑽𝟑𝒑𝟑 

𝑉2𝑝2 = 𝑉1𝑝1 ⇒ 𝑝1 =
𝑉2𝑝2
𝑉1

𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) = 𝑉1𝑝1 ⇒ 𝑝1 =
𝑉3(1 − 𝑝2)
𝑉1 + 𝑉3

⇒ 𝑝2 =
𝑉3𝑉1

𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1
 

, 𝑝1 =
𝑉2𝑉3

𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1
 , 𝑝3 =

𝑉1𝑉2
𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1

 

کنیم و  می  3و   2،  1تفاوت بین سه حرکت حمله به  را بی 𝐴، مانند رویکرد قبلی بازیکن  ∗𝑞حال برای پیدا کردن  

 رسیم: به شرط زیر می 𝑞𝑖برای مثبت بودن مقادیر  

𝑉2𝑉3 + 𝑉3𝑉1 ≥ 𝑉1𝑉2 

3. 𝐦𝐚𝐱(𝑽𝟏𝒑𝟏, 𝑽𝟐𝒑𝟐, 𝑽𝟑𝒑𝟑) = 𝑽𝟏𝒑𝟏 = 𝑽𝟐𝒑𝟐 

𝑉2𝑝2 = 𝑉1𝑝1 ⇒ 𝑝1 =
𝑉2(1 − 𝑝3)

𝑉1 + 𝑉2
 , 𝑝2 =

𝑉1(1 − 𝑝3)

𝑉1 + 𝑉2
 

𝑈𝐴(𝑝
∗, 𝑞∗) آید:به شکل زیر در می 

𝑈𝐴(𝑝
∗, 𝑞∗)  = max

𝑝
(𝑉1𝑝1 + 𝑉3𝑝3) 

 یابیم:می 𝑝3تابعیت عبارت داخل پرانتز را برحسب  

⇒ 𝑉3𝑝3 + 𝑉1𝑝1 = 𝑉3𝑝3 +
𝑉2𝑉1(1 − 𝑝

3
)

𝑉1 + 𝑉2
=

𝑉2𝑉1
𝑉1 + 𝑉2

+ (𝑉3 −
𝑉2𝑉1

𝑉1 + 𝑉2
) 𝑝

3
 

 

o   بیشینه عبارت بالا اگر𝑉3 −
𝑉2𝑉1

𝑉1+𝑉2
< 𝑝3باشد، در   0 = ، مانند  ∗𝑞افتد. برای پیدا کردن  اتفاق می 0

 کنیم: می 2و   1تفاوت بین دو حرکت حمله به را بی 𝐴رویکرد قبلی بازیکن  
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𝑉1(1 − 𝑞1
∗) = 𝑉2𝑞1

∗ ⇒ 𝑞1
∗ =

𝑉1
𝑉1 + 𝑉2

 , 𝑞2
∗ =

𝑉2
𝑉1 + 𝑉2

 

 پس این حالت تعادل است.

 

o   بیشینه عبارت بالا اگر𝑉3 −
𝑉2𝑉1

𝑉1+𝑉2
> 𝑝3باشد، در   0 =   𝐵. برای بی تفاوت کردن بازیکن  افتداتفاق می 1

 داریم: 

𝑈𝐵(1) = −𝑉2𝑝2 − 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) = −𝑉3
𝑈𝐵(2) = −𝑉1𝑝1 − 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) = −𝑉3

𝑈𝐵(3) = −𝑉2𝑝2 − 𝑉1𝑝1 = 0

 

دارد و این حالت    3به حرکت محض    2و    1انگیزه انحراف از حرکت ترکیبی   𝐵همانطور که مشخص است بازیکن 

 تعادل نیست.

 

4. 𝐦𝐚𝐱(𝑽𝟏𝒑𝟏, 𝑽𝟐𝒑𝟐, 𝑽𝟑𝒑𝟑) = 𝑽𝟑𝒑𝟑 = 𝑽𝟐𝒑𝟐 

𝑉2𝑝2 = 𝑉3𝑝3 ⇒ 𝑝3 =
𝑉2(1 − 𝑝1)

𝑉3 + 𝑉2
 , 𝑝2 =

𝑉3(1 − 𝑝1)

𝑉3 + 𝑉2
 

𝑈𝐴(𝑝
∗, 𝑞∗) آید:به شکل زیر در می 

𝑈𝐴(𝑝
∗, 𝑞∗)  = max

𝑝
(𝑉1𝑝1 + 𝑉3𝑝3) 

 یابیم:می 𝑝1تابعیت عبارت داخل پرانتز را برحسب  

⇒ 𝑉3𝑝3 + 𝑉1𝑝1 =
𝑉2𝑉3(1 − 𝑝

1
)

𝑉3 + 𝑉2
+ 𝑉1𝑝1 =

𝑉2𝑉3

𝑉3 + 𝑉2
+ (𝑉1 −

𝑉2𝑉3

𝑉3 + 𝑉2
) 𝑝

1
 

𝑝1در عبارت بالا منفی است و به این معنا ست که بیشینه عبارت بالا در   𝑝1ضریب   =  افتد: اتفاق می 1

𝑈𝐵(1) = −𝑉2𝑝2 − 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) = 0

𝑈𝐵(2) = −𝑉1𝑝1 − 𝑉3(1 − 𝑝1 − 𝑝2) = −𝑉1
𝑈𝐵(3) = −𝑉2𝑝2 − 𝑉1𝑝1 = −𝑉1

 

دارد و این حالت    1به حرکت محض    3و    2انگیزه انحراف از حرکت ترکیبی   𝐵همانطور که مشخص است بازیکن 

 تعادل نیست.

,max(𝑉1𝑝1توان نشان داد که  با همین روش می نکته: 𝑉2𝑝2, 𝑉3𝑝3) = 𝑉3𝑝3 = 𝑉1𝑝1 .نیز تعادل نیست 
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 : حسن ابوذرپور18، تمرین 1فصل 

 کنیم. برای حل بخش دوم سوال ابتدا مساله را مرور می

{

𝑖𝑓   𝑆1 + 𝑆2 ≤ 1             
                                                       
→                    (𝑠1, 𝑠2) 

𝑖𝑓   𝑆1 + 𝑆2 > 1 
          
→   {

    𝑖𝑓 𝑆𝑖 < 𝑆𝑗  
          
→     (𝑠𝑖 , 1 − 𝑠𝑖)   

𝑖𝑓 𝑆𝑖 = 𝑆𝑗  
          
→     (0.5,0.5)  

 
    

های است، اکیدا مغلوب برای انتخاب  1که انتخاب بازیگر اول کمتر از  دوم، با توجه به آنبرای بازیگر    1انتخاب اعداد بزرگتر از  

شود. در ادامه برای حل حذف می 2های بزرگتر مساوی یک برای بازیگر پس در گام نخست تمامی استراتژی .است 1کوچکتر از 

 کنیم: را به سه قسمت تقسیم می 1این مساله انتخاب فرد 

 را بازی کند ۰.5حالت اول: اگر کمتر از 

{

𝑖𝑓 𝑠2 < 0.5 
                                  
→             (𝑠1 < 0.5 , 𝑠2 < 0.5 ) 

𝑖𝑓 𝑠2 = 0.5 
                                    
→             (𝑠1 < 0.5 , 𝑠2 = 0.5 )

𝑖𝑓 𝑠2 > 0.5 
          
→    (𝑠1 < 0.5 , 𝑠2 = (1 − 𝑠1) > 0.5)

 

 را بازی کند  ۰.5حالت دوم: اگر 

{

𝑖𝑓 𝑠2 < 0.5 
          
→    (𝑠1 = 0.5 , 𝑠2 < 0.5 ) 

𝑖𝑓 𝑠2 = 0.5 
          
→    (𝑠1 = 0.5 , 𝑠2 = 0.5 )

𝑖𝑓 𝑠2 > 0.5 
          
→    (𝑠1 = 0.5 , 𝑠2 = 0.5)

 

 

 بازی کند  ۰.5حالت سوم: اگر بیشتر از 

{
 
 

 
 
𝑖𝑓 𝑠2 < 0.5 

                                          
→               (𝑠1 = (1 − 𝑠2) > 0.5 , 𝑠2 < 0.5 ) 

𝑖𝑓 𝑠2 = 0.5      
                                                
→                                (𝑠1 = 0.5 , 𝑠2 = 0.5 )

𝑖𝑓 𝑠2 > 0.5 
          
→    {

𝑠1 > 𝑠2
          
→  (𝑠1 = (1 − 𝑠2) < 0.5 , 𝑠2 > 0.5) 

𝑠1 = 𝑠2
                                           
→              (𝑠1 = 0.5 , 𝑠2 = 0.5)

𝑠1 < 𝑠2
                                        
→             (𝑠1 > 0.5 , 𝑠2 < 0.5)

 

 ۰.5و اکیدا مغلوب را انتخاب    ۰.5های بزرگتر از  اگر کمتر از نیم بازی کند، نسبتا مغلوب بر انتخاب  1شود که بازیگر  مشاهده می

های شوند. حال انتخابهمگی حرکت اکیدا مغلوب بوده و حذف می ۰.5های کوچکتر از نیز انتخاب  2است. همچنین برای بازیگر  

 یابد. [ تقلیل می (0.5,1هر بازیگر به بازه 

[ را بازی کند که در این حالت پیامد بازی برابر خواهد  (0.5,1انتخاب    1گیریم که بازیگر  حال در گام بعدی حالتی را در نظر می

 با:  بود
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{
 
 

 
 𝑖𝑓 𝑠2 = 0.5      

                                         
→                     (𝑠1 = (1 − 𝑠2) = 0.5, 𝑠2 = 0.5)

𝑖𝑓 𝑠2 > 0.5
                       
→       {

𝑖𝑓 𝑠1 < 𝑠2
     
→(𝑠1 > 0.5, 𝑠2 = (1 − 𝑠1) < 0.5)

𝑖𝑓 𝑠1 = 𝑠2  
                                                               
→                      (0.5,0.5)

𝑖𝑓 𝑠1 > 𝑠2
     
→(𝑠1 = (1 − 𝑠2) < 0.5, 𝑠2 > 0.5)

 

 

در این حالت با توجه به تعریف حرکات نسبتا مغلوب، هیچ حرکتی بر حرکت دیگر نسبتا غالب نیست. لذا با حذف حرکات 

[ برای هر بازیگر میرسیم. اما نکته قابل تامل این است که دراین حالت بازیگران نسبت به پیامد  (0.5,1نسبتا مغلوب به همان بازه

تفاوت نیستند. پس مجموعه محض انتخابی بدست آمده از حذف حرکات نسبتا مغلوب، در حالتی که بازیگران را نسبت  بازی بی  

تفاوت کند، وجود ندارد. چنانچه تنها بی تفاوت بودن بازیگران نسبت به پیامد بازی را مدنظر بگیریم، بازیگران تنها  به پیامد بی

تفاوتی بازیگران برابر  حرکاتی را انتخاب خواهند کرد که بزرگتر از نیم بوده و با یکدیگر برابر باشد. پس در این حالت مجموعه بی

 خواهد بود با: 

{0.5 ≤ (𝑠1 = 𝑠2) < 1} 

( است، اما این بخش به دنبال پیدا کردن یک فضای بی تفاوتی با استفاده از حذف ۰.5و۰.5دقت کنید که تعادل این بازی )

 حرکات نسبتا مغلوب است.

 : فاطمه اصغری 19، تمرین 1فصل 

و نام حرکت رفتن به انبار    Sالف( ابتدا باید فرم نرمال بازی را ترسیم کنیم. نام حرکت شمردن ستاره را  

 گذاریم، پس فرم نرمال به صورت زیر خواهد بود:  می  Aغله را 

وش م 1 ∶       𝑆1    ستاره بشمارد     ,     𝐴1  به  انبار غله برود 

وش م 2 ∶       𝑆2    ستاره بشمارد     ,     𝐴2  به  انبار غله برود 

وش م 3 ∶       𝑆3    ستاره بشمارد     ,     𝐴3  به  انبار غله برود 

𝐴3  

𝐴2 𝑆2  

(1 ،1 ،0 ) (1 ،0  ،

0) 

𝑆1 
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𝑏1( 𝑆2, 𝑆3) = 𝐴1                 𝑏2( 𝑆1, 𝑆3)

= 𝐴2                 𝑏3( 𝑆1, 𝑆2) = 𝐴3 

𝑏1( 𝑆2, 𝐴3) = 𝐴1                𝑏2( 𝑆1, 𝐴3) = 𝐴2                 𝑏3( 𝑆1, 𝐴2) = 𝐴3 

𝑏1( 𝐴2, 𝑆3) = 𝐴1                𝑏2( 𝐴1, 𝑆3) = 𝐴2                 𝑏3( 𝐴1, 𝑆2) = 𝐴3 

𝑏1( 𝐴2, 𝐴3) = 𝑆1                𝑏2( 𝐴1, 𝐴3) = 𝑆2                 𝑏3( 𝐴1, 𝐴2) = 𝑆3 

,𝐴1)در نتیجه سه تعادل نش محض داریم:   𝐴2, 𝑆3)   و(𝐴1, 𝑆2, 𝐴3)   و(𝑆1, 𝐴2, 𝐴3) 

است. )در هر تعادلی که ببینیم، رفاه جامعه از مجموع رفاه تک    2کل رفاه جامعه در این حالت برابر با  

 خواهد بود(  2بدست آمده و لذا برابر با تک افراد 

ها یکسان هستند. لذا برای داشتن استراتژی ترکیبی  و استراتژی   های انتظاری ب( در این قسمت مطلوبیت

1به انبار برود و با احتمال   Pتوان گفت هر موش با احتمال می  − 𝑃   به شمردن ستاره بپردازد. در حالتی که

1و    Pهای خود با احتمال  دو موش دیگر بین استراتژی  − 𝑃،  کنند، مطلوبیت انتظاری موش سوم  می   ترکیب

باید مطلوبیت انتظاری    1هایش باید با هم برابر باشد، به عنوان مثال برای موش  از انتخاب هر کدام از استراتژی

 باشد، پس داریم:   𝐴1بازی کند برابر با مطلوبیت انتظاری او از بازی کردن   𝑆1اگر   1موش 

𝑆1: (1 − 𝑃)(1 − 𝑃) × 0 + (1 − 𝑃)𝑃 × 0 + (1 − 𝑃)𝑃 × 0 + 𝑃 × 𝑃 × 0 = 0 

𝐴1: (1 − 𝑃)(1 − 𝑃) × 1 + 𝑃(1 − 𝑃) × 1 + (1 − 𝑃)𝑃 × 1 + 𝑃 × 𝑃 × (−
1

2
) = 0 → 𝑃 =

√6

3
 

هایش با هم برابر و برابر با  در این حالت مطلوبیت انتظاری هر موش از بازی کردن هر کدام از استراتژی 

 صفر است. لذا رفاه کل جامعه در این حالت برابر با صفر است.

(
−1

2
  ،

−1

2
  ،

−1

2
) 

(1 ،0  ،

1) 

𝐴1 

𝑆3  

𝐴2 𝑆2  

(0 ،1 ،0 ) (0 ،0 ،0 ) 𝑆1 

(0 ،1 ،1 ) (0 ،0 ،1 ) 𝐴1 
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 کنیم:  ج( ابتدا فرم نرمال این بازی را ترسیم می 

 

 

 

 

 

 

تعادل   محاسبه  برای  

با    2رود، موش  به انبار غله می  𝑃1با احتمال    1کنیم. فرض کنیم موش  نش ترکیبی به صورت زیر عمل می 

احتمال    3و موش   𝑃2احتمال  انبار غله می  𝑃3با  باید داشته  به  ترکیبی  تعادل نش  برای داشتن  رود. پس 

 باشیم: 

 : 1مطلوبیت انتظاری برای موش 

(1 − 𝑃2)(1 − 𝑃3)(𝑎1 − 𝑐1) + 𝑃2(1 − 𝑃3)(𝑎1 − 𝑐1) + (1 − 𝑃2)𝑃3(𝑎1 −

𝑐1) + 𝑃2𝑃3(𝑏1 − 𝑐1) = 0  

 : 2مطلوبیت انتظاری برای موش 

(1 − 𝑃1)(1 − 𝑃3)(𝑎2 − 𝑐2) + 𝑃1(1 − 𝑃3)(𝑎2 − 𝑐2) + (1 − 𝑃1)𝑃3(𝑎2 −

𝑐2) + 𝑃1𝑃3(𝑏2 − 𝑐2) = 0  

 : 3مطلوبیت انتظاری برای موش 

(1 − 𝑃1)(1 − 𝑃2)(𝑎3 − 𝑐3) + 𝑃1(1 − 𝑃2)(𝑎3 − 𝑐3) + (1 − 𝑃1)𝑃2(𝑎3 −

𝑐3) + 𝑃1𝑃2(𝑎3 − 𝑐3) = 0  

𝑆3  

𝐴2 𝑆2  

(0, 𝑎2 − 𝑐2, 0) (0,0,0) 𝑆1 

(𝑎1 − 𝑐1, 𝑎2 − 𝑐2, 0) (𝑎1 − 𝑐1, 0,0) 𝐴1 

𝐴3  

𝐴2 𝑆2  

(0, 𝑎2−𝑐2, 𝑎3 − 𝑐3) (0,0, 𝑎3 − 𝑐3) 𝑆1 

(𝑏1 − 𝑐1, 𝑏2 − 𝑐2, 𝑏3 − 𝑐3) (𝑎1 − 𝑐1, 0, 𝑎3 − 𝑐3) 𝐴1 
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 با ساده سازی روابط داریم:  

𝑃1𝑃3 =
𝑎2 − 𝑐2
𝑎2 − 𝑏2

𝑃1𝑃2 =
𝑎3 − 𝑐3
𝑎3 − 𝑏3

𝑃2𝑃3 =
𝑎1 − 𝑐1
𝑎1 − 𝑏1}

 
 

 
 

→  

𝑃1 = √
(𝑎2 − 𝑐2)(𝑎3 − 𝑐3)(𝑎1 − 𝑏1)

(𝑎2 − 𝑏2)(𝑎3 − 𝑏3)(𝑎1 − 𝑐1)

𝑃2 = √
(𝑎1 − 𝑐1)(𝑎3 − 𝑐3)(𝑎2 − 𝑏2)

(𝑎1 − 𝑏1)(𝑎3 − 𝑏3)(𝑎2 − 𝑐2)

𝑃3 = √
(𝑎1 − 𝑐1)(𝑎2 − 𝑐2)(𝑎3 − 𝑏3)

(𝑎1 − 𝑏1)(𝑎2 − 𝑏2)(𝑎3 − 𝑐3)

 

برای آن که بخواهیم جواب معتبر داشته باشیم باید مقادیر زیر رادیکال مثبت و کوچکتر از یک باشند. 

 مثبت بودن که طبق صورت مسأله برقرار است لذا باید داشته باشیم:  

(𝑎2 − 𝑐2)(𝑎3 − 𝑐3)(𝑎1 − 𝑏1) < (𝑎2 − 𝑏2)(𝑎3 − 𝑏3)(𝑎1 − 𝑐1) 

(𝑎1 − 𝑐1)(𝑎3 − 𝑐3)(𝑎2 − 𝑏2) < (𝑎1 − 𝑏1)(𝑎3 − 𝑏3)(𝑎2 − 𝑐2) 

(𝑎1 − 𝑐1)(𝑎2 − 𝑐2)(𝑎3 − 𝑏3) < (𝑎1 − 𝑏1)(𝑎2 − 𝑏2)(𝑎3 − 𝑐3) 

جامعه نیز در این حالت برابر با صفر خواهد بود. مطلوبیت انتظاری هر موش از بازی کردن هر کدام   رفاه

هایش برابر با صفر است؛ بنابراین کل مطلوبیت جامعه برابر با صفر خواهد بود. پس اگر تعادل نشی  از استراتژی 

 بخواهد وجود داشته باشد یکتاست و مطلوبیت انتظاری کل جامعه برابر با صفر است. 

ها هم در شهر باشند تعادل نش به محض این صورت وجود دارد که فقط دو موش  د( اگر همه ی موش 

پردازند، این تعادل یک تعادل نش است زیرا هیچ موشی  ها می روند و سایرین به شمردن ستاره به انبار غله می 

انگیزه تخطی از این شرایط را ندارد. اگر موشی که در انبار است بخواهد به شمردن ستاره بپردازد که مطلوبیتش  

ها هستند اگر بروند به انبار غله مطلوبیتشان از صفر  هایی هم که در حال شمردن ستاره شود و موش کمتر می 

یابد، لذا هیچ موشی در این حالت انگیزه تخطی از این شرایط را ندارد. به تعداد  به یک عدد منفی کاهش می 

(𝑖
2
 تعادل نش محض داریم.  (
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دانیم که هر موش باید بین رفتن به انبار غله و یا شمردن ستاره ها بی  برای تعادل نش ترکیبی نیز می

که شمردن ستاره ها مطلوبیت انتظاری صفر دارد و لذا مطلوبیت انتظاری    دیدیم  بقسمت  تفاوت باشد، از  

ها و برابر با صفر است. و لذا کل  ها برابر با مطلوبیت انتظاری شمردن ستاره رفتن به انبار غله برای تمامی موش 

(، هر بازی با تعداد حرکات  4اسلاید  9)صفحه  7رفاه جامعه در این حالت برابر با صفر خواهد بود. بنابر قضیه  

محدود، حداقل دارای یک تعادل نش ترکیبی است. و لذا تعادل نش ترکیبی در این جا وجود دارد و همانطور  

دیم در صورتی که تعادل وجود داشته باشد و دستگاه معادلات جواب داشته  که در قسمت ب استدلال کر

 باشد، این تعادل یکتاست. 

 ملیکا عبدی: 20رین ، تم1صل ف
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 اکبرپور : مرضیه علی21، تمرین 1فصل 

باید بهترین پاسخ هر بازیگر به هر استراتژی طرف مقابل را بیابیم. تقاطع این بهترین پاسخ ها تعادل نش است.    برای یافتن تعادل نش

 کنیم.های محض را پیدا می ابتدا تعادل

 

,𝑏}پس  𝐴}   و{𝑏, 𝐵} .دو تعادل محض این بازی اند 

۱. {(0, 1), (1, 0)}      
۲. {(0, 1), (0, 1)} 

 تفاوت باشد.  اید بازیگر بین حرکات خود بی های نش ترکیبی ببرای بدست آوردن تعادل
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  𝑞 1 − 𝑞 

 

 
A B 

𝑝 
a (0, 0) (0, 1) 

1 − 𝑝 
b (0, 1) (1, 1) 

 

  𝑩و   𝑨بین حرکات   2تفاوت شدن بازیگر بی •

 

𝑈2(𝐴) = 1 − 𝑝

𝑈2(𝐵) = 1
⇒ 𝑝 = 0 

 

 :  1بازیگر 

𝑈1(𝑎) = 0

𝑈1(𝑏) = 1 − 𝑞
 

 را ندارد.   𝑎، انگیزه انحراف به حرکت 1پس بازیگر 

 

,(0,1)} و طبق بهترین پاسخ )نمودار زیر(، (𝑞, 1 − 𝑞)}   .تعادل نش ترکیبی بازی است 
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 اکبرپور : مرضیه علی22، تمرین 1فصل 

 

 

,𝐴}پس  𝐴, 𝐴}   و{𝐵, 𝐵, 𝐵} .دو تعادل محض این بازی اند 

۱. {(0, 1), (0, 1), (0,1)}      
۲. {(1, 0), (1, 0), (1,0)} 

 

 های نش ترکیبی:تعادل

 

 

 

 

 

𝑈1(𝐴, 𝜎−1 ) = 𝑟𝑞

𝑈1(𝐵, 𝜎−1) = 2(1 − 𝑞)(1 − 𝑟)
 

 

𝑈2(𝐴, 𝜎−2) = 𝑟𝑝 

1 − 𝑞 𝑞   

𝐵 𝐴   

(0,0,0) (1,1,1) 𝐴 𝑝 

(0,0,0) (0,0,0) 𝐵 1 − 𝑝 

1 − 𝑞 𝑞   

𝐵 𝐴   

(0,0,0) (0,0,0) 𝐴  

(2,2,2) (0,0,0) 𝐵  
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𝑈2(𝐵, 𝜎−2) = 2(1 − 𝑝)(1 − 𝑟) 

 

𝑈3(𝐴, 𝜎−3) = 𝑝𝑞 

𝑈3(𝐵, 𝜎−3) = 2(1 − 𝑝)(1 − 𝑞) 

 

 تفاوت باشند.  برای تعادل نش ترکیبی سه بازیگر باید بین حرکات خود بی 

𝑈1(𝐴, 𝜎−1 ) = 𝑈1(𝐵, 𝜎−1) 

𝑈2(𝐴, 𝜎−2) = 𝑈2(𝐵, 𝜎−2) 

𝑈3(𝐴, 𝜎−3) = 𝑈3(𝐵, 𝜎−3) 

 معادله بالا به صورت زیر خواهد بود:  3و جواب 

 

𝑟 = 𝑝 = 𝑞 = 2 − √2 ≈ 0.6 

 ترکیبی بازی برابر است با:  بنابراین تنها تعادل نش

{(0.6,0.4), (0.6,0.4), (0.6,0.4)} 

 

 : فاطمه اصغری 23، تمرین 1فصل 

ای از جدول وجود ندارد که  بینیم این بازی تعادل نش محض ندارد. هیچ خانههمانطور که در شکل می 

و    1های بازیکن  برهم منطبق شوند، بنابراین همان ابتدا با بررسی بهترین پاسخ  2و    1در آن پاسخ بازیکن  

با رنگ زرد و بهترین پاسخ   1شویم که تعادل نش محض نداریم. )بهترین پاسخ بازیکن  متوجه می   2بازیکن  

 با نقطه سبز نمایش داده شده است( 2بازیکن 
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دارند یک    4و    3شویم که انگار بازیکن  برای یافتن تعادل نش ترکیبی با دقت در این بازی متوجه می  

  1و دیگری بین بازیکن    4و   3دهند و انگار دو بازی یکی بین بازیکن  انجام می   2و    1بازی مستقل از بازیکن  

شبیه به بازی پرتاب سکه است که بسته به استراتژی انتخابی    2و    1در حال انجام است. بازی بین بازیکن    2و  

تواند از همسان بودن نتیجه و یا متفاوت بودن نتیجه پرتاب سکه  می   1مطلوبیت بازیکن    4و    3توسط بازیکنان  

خواهد   1نیز قرینه مطلوبیت بازیکن  2برابر با یک و یا برابر با منفی یک باشد و مطلوبیت بازیکن  2با بازیکن 

شود که آن  قرینه این بازی نیز بازی می  2و    1ها به صورت زیر است: )برای بازیکن  بود. فرم نرمال این بازی 

 بازی نیز تعادل نش محض ندارد(  

 2بازیکن                               4بازیکن  

 ́B  ́A  

 3بازیکن 

B A  

 a (1  ،1- ) (1-  ،1 ) á  ( 2،  1) ( 0،  0) 1بازیکن 

(2 ،1 ) (0  ،0 )  ́b (1-  ،1 ) (1  ،1- ) b 

( دو  4و   3( تعادل نش محض ندارد و بازی دوم )بازی بین بازیکنان 2و   1بازی اول ) بازی بین بازیکنان 

به صورت   اول  بازی  برای  ترکیبی  نش  تعادل  است.  شده  داده  نشان  در جدول  که  دارد  نش محض  تعادل 

((
1

2
,
1

2
) , (

1

2
,
1

2
))و برای بازی دوم به صورت   ((

2

3
,
1

3
) , (

1

3
,
2

3
های نش ترکیبی این  است و لذا تعادل  ((

 بازی به صورت زیر است: 

1-((
1

2
,
1

2
) , (

1

2
,
1

2
) , (

2

3
,
1

3
) , (

1

3
,
2

3
)) 
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2-((
1

2
,
1

2
) , (

1

2
,
1

2
) , (1,0), (1,0)) 

3-((
1

2
,
1

2
) , (

1

2
,
1

2
) , (0,1), (0,1)) 

تفاوت  هایش بی توانید چک کنید که در حالت اول هر بازیکن بین بازی کردن هر کدام از استراتژیمی 

برابر با    4و    3برابر با صفر و مطلوبیت انتظاری بازیکن    2و    1است و مطلوبیت انتظاری بازیکن  
5

3
است. در   

برابر با صفر است. در حالت دوم مطلوبیت انتظاری بازیکن    2و   1حالت دوم و سوم مطلوبیت انتظاری بازیکن  

برابر با    3برابر با یک است. در حالت سوم مطلوبیت انتظاری بازیکن    4و مطلوبیت انتظاری بازیکن    2برابر با    3

   برابر با دو است.  4یک و مطلوبیت انتظاری بازیکن 

 

  



6۰ 

 فصل دوم .۲

 : مهرداد پورقاسم1، تمرین 2فصل 

 معادل با راهبرد ترکیبی فوق در ابتدای بازی عبارت است از: حرکت ترکیبی 

b1(B| h) = prob(B, 𝑟) + prob(B, 𝑙) = 0.4 + 0.1 = 0.5 

b1(A|h) = prob(A| 𝑙) = 0.5 

 

 کند: را بازی می 𝑙حتماً  1برسد نیز، بازیگر  ′hاگر بازی به  

b1(𝑙| h′) =
prob(A, 𝑙)

prob(A, 𝑙) + prob(A, 𝑟)
=

0.5

0.5 + 0
= 1 

b1(𝑟| h′) =
prob(A, 𝑟)

prob(A, 𝑙) + prob(A, 𝑟)
=

0

0.5 + 0
= 0 

 رداد پورقاسمه: م2، تمرین 2فصل 

 رسیم. می 2به جدول  ۰.5و با احتمال  1به جدول  ۰.5هد، با احتمال بسته به انتخابی که طبیعت در ابتدای بازی انجام می

 ابوذر 
 

d, D d, U u, D u, U 

(2،2 )  (2،2 )  (3،۰ )  (3،۰ )  u, U 

 علی
(2،2 )  (2،2 )  (3،۰ )  (3،۰ )  u, D 

(6،۰ )  (1،4 )  (3،۰ )  (3،۰ )  d, U 

(4،4 )  (1،4 )  (3،۰ )  (3،۰ )  d, D 

 4جدول 

 ابوذر 
 

d, D d, U u, D u, U 

(۰،3 )  (۰،3 )  (۰،3 )  (۰،3 )  u, U 

 علی
(۰،3 )  (۰،3 )  (۰،3 )  (۰،3 )  u, D 

(4،1 )  (4،1 )  (2،2 )  (2،2 )  d, U 

(4،4 )  (۰،6 )  (2،2 )  (2،2 )  d, D 

 5جدول 

 

 صورت زیر خواهد بود:ترتیب، نمایش جدولی این بازی بهاینبه

  ابوذر 

d, D d, U u, D u, U 

(2.5،1 )  (2.5،1 )  (1.5،1.5 )  (1.5،1.5 )  u, U 

 علی
(2.5،1 )  (2.5،1 )  (1.5،1.5 )  (1.5،1.5 )  u, D 

(۰.5،5 )  (2.5،2.5 )  (1،.52 )  (1،.52 )  d, U 

(4،4 )  (5،۰.5 )  (1،.52 )  (1،.52 )  d, D 

h 

h' 
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 6جدول 

 

 

 

 شود.( میd, U( اکیداً مغلوب حرکت )u, D( و )u, Uهای )، برای علی، حرکت4در جدول 

 ابوذر 
 

d, D d, U u, D u, U 

(1،2.5 )  (1،2.5 )  (1.5،1.5 )  (1.5،1.5 )  u, U 

 علی
(1،2.5 )  (1،2.5 )  (1.5،1.5 )  (1.5،1.5 )  u, D 

(5،۰.5 )  (2.5،2.5 )  (2.5،1 )  (2.5،1 )  d, U 

(4،4 )  (5،۰.5 )  (1،.52 )  (1،.52 )  d, D 

 7جدول 

 

 ( اکیداً غالب است.d, U) حرکت، برای ابوذر، 5در جدول 

 ابوذر 
 

d, D d, U u, D u, U 

(5،۰.5 )  (2.5،2.5 )  (2.5،1 )  (2.5،1 )  d, U 
 علی

(4،4 )  (۰.5،5 )  (2.5،1 )  (2.5،1 )  d, D 

 8جدول 

 

 (( تنها تعادل نش این بازی است.d, U( ،)d, Uترتیب، راهبرد ))اینبه

 : علی امینی3، تمرین 2فصل 

 صورت زیر است. به  2.21جدول 
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 صورت زیر خواهد بود.  به  یافته، نمایش جدولی تقلیل2.4با حذف راهبردهای معادل طبق تعریف 

 

 

 

 

 

 

 

اکیدا   راهبردهایها هستیم. چرا که اکیدا مغلوب و حذف آن  راهبردهایدنبال پیدا کردن   در مرحله بعد برای ساده تر شدن روند کار، به

تبع آن تعادل نش باشد.  گاه حرکات ترکیبی و به ند تکیه نتواها باشد و در نتیجه نمی د عضوی از مجموعه بهترین واکنشنتوانمغلوب، نمی

 ( 1.4)قضیه 

    2بازیگر 

       

𝑟 𝑙    

(1, 1) (1, 1) 𝑙𝐴𝑙′   

بازیگر  

1 

(0, 2) (0, 2) 𝑙𝐵𝑙′   

(1, 1) (1, 1) 𝑙𝐴𝑟′  

(0, 2) (0, 2) 𝑙𝐵𝑟′  

(3, 2) (1, 5) 𝑟𝐴𝑙′  

(3, 2) (1, 5) 𝑟𝐵𝑙′  

(1, 5) (3, 4) 𝑟𝐴𝑟′  

(1, 5) (3, 4) 𝑟𝐵𝑟′  

       

𝑟 𝑙    

(1, 1) (1, 1) 𝑙𝐴𝑟′   

(0, 2) (0, 2) 𝑙𝐵𝑟′  

(3, 2) (1, 5) 𝑟𝐴𝑙′  

(1, 5) (3, 4) 𝑟𝐴𝑟′  
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هر دو   شویم کهبا کمی دقت متوجه می.  که اکیدا مغلوب است  (1.7راهبردهای ترکیبی باشیم )تعریف    یا  باید به دنبال راهبرد محض

با توجه به آنچه گفته شد، با حذف این راهبردها  شوند.  { اکیدا مغلوب می۰،  ۰،  5/۰،  5/۰توسط راهبرد ترکیبی } ′𝑙𝐵𝑟و   ′𝑙𝐴𝑟راهبرد 

 : آیدصورت زیر در میجدول به 

 

 

 

 

 

 

شود که تعادل نش محض وجود ندارد و باید راهبردهای در این جدول مشخص می  هر بازیگر  محض های  بهترین واکنشبا بررسی  

 دهیم. را به ترتیب به راهبردهای بازیگر اول و دوم نسبت می  qو  pاین منظور احتمال  به ترکیبی را بررسی کرد. 

 

 

 

 

 

 کنند: میهر دو بازیگر ترکیب  حالتی که  •

 مطلوبیت بازیگر اول:  

 

𝑈1(𝑟𝐴𝑙
′, σ) = 1 × 𝑞 + 3 × (1 − 𝑞) = 3 − 2𝑞 

𝑈1(𝑟𝐴𝑟
′, σ) = 3 × 𝑞 + 1 × (1 − 𝑞) = 1 + 2𝑞 

𝑈1(𝑟𝐴𝑙
′, σ)  = 𝑈1(𝑟𝐴𝑟

′, σ)   ⇒   3 − 2𝑞 = 1 + 2𝑞  ⇒   𝑞 =
1

2
 

 

 

      

𝑟 𝑙    

, 2)3( )5(1,  𝑟𝐴𝑙′   

)5(1,  , 4)3( 𝑟𝐴𝑟′  

1 −  𝑞  𝑞    

𝑟 𝑙    

(3, 2) (1, 5) 𝑟𝐴𝑙′ 𝑝  

(1, 5) (3, 4) 𝑟𝐴𝑟′ 1 −  𝑝 



64 

 مطلوبیت بازیگر دوم:  

𝑈2(𝑙
 , σ) = 5 × 𝑝 + 4 × (1 − 𝑝) = 4 + 𝑝 

𝑈2(𝑟, σ) = 2 × 𝑝 + 5 × (1 − 𝑝) = 5 − 3𝑝 

𝑈2(𝑙
 , σ) = 𝑈2(𝑟, σ)     ⇒      4 + 𝑝 = 5 − 3𝑝   ⇒     𝑝 =

1

4
 

 زیر است:  صورت تعادل نش ترکیبی به بنابراین 

σ = {(
1

4
,
3

4
) , (

1

2
,
1

2
)}  

 

زیربازی موجود است؛ زیر بازی   3قابل مشاهده است،    a  1.17طور که در شکل  همان  هادست آوردن تعادل کامل زیربازیبرای به   -

   2xو زیربازی گره   1x، زیربازی گره بازی( خود) 0xگره 

 

 

 

 دست آورد. ها را به توان تعادل کامل زیربازیمی هارو و یافتن تعادل در هر یک از زیربازیبا استفاده از استنتاج پس

 

 : 1xتعادل در زیربازی  •

 دهد. ترجیح می  Bرا به  A مجموعه اطلاعات، حرکتمشخص است که بازیگر اول در این  

 : 2xتعادل در زیربازی  •

Scanned by CamScanner
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 مطلوبیت انتظاری هر بازیگر برابر است با:  تر به دست آوردیم. تعادل آن را پیش در این حالت یک بازی همزمان داریم که 

 

𝑈1 =
1

2
× (

1

4
× 1 +

3

4
× 3) +

1

2
× (

1

4
× 3 +

3

4
× 1)  =  2 

 

𝑈2 =
1

4
× (

1

2
× 5 +

1

2
× 2) +

3

4
× (

1

2
× 4 +

1

2
× 5) =

34

8
 

 

بنابراین بردار مطلوبیت انتظاری )
34

8
 ( است.  2، 

 

 : 0xتعادل در زیربازی  •

ها و در نتیجه تعادلی که در بخش اول سوال بدست آوردیم، تعادل کامل زیربازیکند.  را انتخاب می   rحرکت    1مطابق شکل زیر، بازیگر  

 نیز هست. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 : سپیده عبداللهی4، تمرین 2فصل 

 به شکل زیر است؛  39.2نمایش جدولی بازی درختی نمودار 

   2بازیگر 

𝐷2 𝐴2   

(0,2) (1,3) 𝐴1𝐴3 

X

0 

1 

l 
r 

(
34

8
 ،2) (1 ،1) 
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(0,2) (2,1) 𝐴1𝐷3 
بازیگر 

1 
(1,0) (1,0) 𝐷1𝐴3 

(1,0) (1,0) 𝐷1𝐷3 

 است، پس داریم؛  𝐷3مغلوب حرکت   𝐴3طبق جدول بالا حرکت  

   2بازیگر 

𝐷2 𝐴2   

(0,2) (2,1) 𝐴1𝐷3  بازیگر

1 (1,0) (1,0) 𝐷1𝐷3 

,𝐷1))همانطور که در جدول بالا مشخص است تعادل نش محض این بازی   𝐷3), 𝐷2) .است 

جا  دارد. از آن  1پیامد بزرگتر را برای بازیگر   𝐷3حرکت   𝑥3کنیم. در گره  رو استفاده میحال از روش استنتاج پس

گره   در  بازی  زیر  کامل  تعادل  بازیگر   𝐷3حرکت   𝑥3که  طرف  گره    1از  در  بازی   𝐷2حرکت   2بازیگر   𝑥2است،  را 

,𝐷3)شود تعادل راهبرد  شروع می 𝑥2کند. پس در زیر بازی که از گره  می 𝐷2)   است. با توجه به تعادل به دست آمده

,𝐷1))کند. به این ترتیب با این روش هم به تعادل  را بازی می 𝐷1حرکت  𝑥1در گره    1تا این مرحله بازیگر   𝐷3), 𝐷2) 

 رسیم.می

تعادل بررسی سایر  برای  بازی میحال  نمایش جدولی  به سراغ  بازی  مغلوب هر   𝐴1𝐴3رویم. حرکت  های نش 

,𝐴1𝐷3}ترکیبی از سه حرکت   𝐷1𝐴3, 𝐷1𝐷3} شود: انتخاب می 1های بازیگر است پس با احتمال صفر در ترکیب 

    2بازیگر 

1 − 𝑝  𝑝     

𝐷2 𝐴2    

(0,2) (2,1) 𝐴1𝐷3 𝑞1 

 𝐷1𝐴3 𝑞2 (1,0) (1,0) 1بازیگر 

(1,0) (1,0) 𝐷1𝐷3 1 − 𝑞1 − 𝑞2 

• 𝑝 >  است. {𝐴1𝐷3}در این حالت   1: مجموعه بهترین واکنش بازیگر  1/2

• 𝑝 = ,𝐴1𝐷3}در این حالت   1: مجموعه بهترین واکنش بازیگر  1/2 𝐷1𝐴3, 𝐷1𝐷3} .است 
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• 𝑝 < ,𝐷1𝐴3}در این حالت   1: مجموعه بهترین واکنش بازیگر  1/2 𝐷1𝐷3} .است 

• 𝑞1 >  است. {𝐷2}در این حالت   1مجموعه بهترین واکنش بازیگر  : 0

• 𝑞1 = ,𝐴2}در این حالت   1مجموعه بهترین واکنش بازیگر  : 0 𝐷2} .است 

 های نش داریم؛ بالا را در نظر بگیریم برای تعادل هایحال اگر اشتراک حالت

𝑝 ≤ 1/2   :{ (0, 𝑞2, 1 − 𝑞2), (𝑝, 1 − 𝑝)} 

 : مهرداد پورقاسم5، تمرین 2فصل 

گیرد. اگر  گناهی خدمتکار تصمیم میکاری یا بیدادگاه در مورد گناه   :1مرحله  الف(  

 کاری: گناه تشخیص داده شود، پایان داستان است؛ اما در صورت گناه خدمتکار بی

 گیرد او تبعید یا اعدام شود.: دادگاه تصمیم می2مرحله 

( و اعدام Bشود، در انتخاب میان تبعید )آغاز می  2ای که از مرحله  در زیربازی

(Eگروه اول و دوم اکیداً تبعید را ترجیح می ،)های  دهندگان انتخابدهند. اگر رأی

ممکن  ، تعادل نش برای این زیربازی این است که گروه اول و دوم رأی به تبعید دهند )گروه سوم  1نسبتاً مغلوب را بازی نکنند

 تبعید انتخاب شود. 2رود در مرحله آورد. درنتیجه، انتظار می(؛ در این صورت تبعید رأی میدهد یرأ قیاست به هر طر

( است؛ در این حالت، گروه B( و تبعید )Aگناهی )شود، انتخاب میان بیآغاز می  1ای که از مرحله  ترتیب، در زیربازیاینبه

های نسبتاً مغلوب را بازی نکنند، تعادل نش برای این زیربازی دهندگان انتخابدهند. اگر رأیدوم و سوم اکیداً تبعید را ترجیح می

 شود.ها، تبعید انتخاب میاین است که گروه دوم و سوم رأی به تبعید دهند. درنتیجه، در تعادل کامل زیربازی

 ب( 

گیرد. اگر خدمتکار دادگاه در مورد اعدام با عدم اعدام خدمتکار تصمیم می  :1مرحله  

 اعدام داده شود، پایان داستان است؛ اما در صورت عدم اعدام: 

 گناه شناخته شود.گیرد او تبعید یا بی: دادگاه تصمیم می2مرحله 

( و Aگناهی )شود، در انتخاب میان بیآغاز می  2ای که از مرحله  در زیربازی

های نسبتاً مغلوب را بازی نکنند، تعادل نش  دهندگان انتخابدهند. اگر رأی(، گروه دوم و سوم اکیداً تبعید را ترجیح میBتبعید )

 

ای برای تغییر در رأیش  زه یانگها  از گروه  کیچیه  ازآنجاکهیک تعادل نش دیگر نیز وجود دارد که هر سه گروه رأی به اعدام دهند.   1
 گذاریم. های مغلوب نسبی و نامعقول است، آن را کنار میندارد، یک تعادل نش در این زیربازی است. به دلیل اینکه این تعادل شامل انتخاب

 گناهبی گناهکار

 گاهداد

 گاهداد

 تبعید اعدام

 اعدام عدم اعدام

 گاهداد

 گاهداد

 تبعید گناهبی
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(؛ در این صورت  دهد  یرأ  قیممکن است به هر طربرای این زیربازی این است که گروه دوم و سوم رأی به تبعید دهند )گروه اول  

 تبعید انتخاب شود. 2رود در مرحله آورد. درنتیجه، انتظار میتبعید رأی می

( است؛ در این حالت، گروه اول  E( و اعدام )Bشود، انتخاب میان تبعید )آغاز می   1ای که از مرحله  ترتیب، در زیربازیاینبه

های نسبتاً مغلوب را بازی نکنند، تعادل نش برای این زیربازی این دهندگان انتخابدهند. اگر رأیو دوم اکیداً تبعید را ترجیح می

 شود. ها، تبعید انتخاب میاست که گروه اول و دوم رأی به تبعید دهند. درنتیجه، در تعادل کامل زیربازی

 45دهند. با توجه به اینکه گروه اول با  گناهی، گروه دوم به تبعید و گروه سوم به اعدام رأی میج( در این صورت، گروه اول به بی

 گناهی خواهد داد.درصد نمایندگان اکثریت را در اختیار دارند، دادگاه رأی به بی 

 : سپیده عبداللهی6، تمرین 2فصل 
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های سیاه و آبی به ترتیب نمودار درختی این بازی فلشدر  

های نارنجی و بنفش به ترتیب  و فلش  1بازیگر    Aو    Bحرکات  

 .هستند 2بازیگر  Aو  bحرکات 

بازیگر   بازی همزمان اول هر  راهبرد دارد. وقتی    2در 

رسد هر بازیگر از حرکت رغیب خود  نوبت به بازی دوم می

تواند به  در بازی اول باخبر است پس اطلاعاتی دارد که می

وسیله آن راهبرد خود را تعیین کند و این اطلاعات در کل  

دهد بازیگر رغیب کدام حرکت  دو حالت دارد که نشان می

خود را در بازی همزمان اول انتخاب کرده است. پس در کل  

2تعداد راهبرد محض هر بازیکن   × 2 × 2 =  است. 8

توان به نحوی رسم کرد که  نمودار درختی بازی را می

 نیز باشد. 2شروع کننده بازی بازیگر 

های این بازی به  های همزمان دوم تنها زیر بازیبازی

ها همان تعادل نش  جز کل بازی هستند که تعادل کامل آن

 محض جدول زیر است؛ 

   ۲بازیگر 

b A   

)20(5, (10,10) A 
 ۱بازیگر 

)7,7( ,5)20( B 



7۰ 

 : حسن ابوذرپور7ن ی، تمر2فصل 

کنیم. در مرحله آخر زهرا و مریم با جدول پیامدهای زیر مواجه خواهند شد.  رو استفاده میبرای حل از روش استنتاج پس

,𝐵}تعادل این زیربازی معادل است با حرکات   𝑏} 

 زهرا 

𝑏 𝑎  

(2,3) (1,2) 𝐴 
 مریم

(4,5) (3,4) 𝐵 

,𝐶}کنیم که در نهایت مجموعه حرکات  در مرحله دوم جدول پیامدها را بازنویسی می 𝑐}   تعادل نش این زیربازی خواهد

 بود. 

 زهرا  

 𝑐 𝑏 𝑎  

(3,4) (2,3) (1,2) 𝐴 

 𝐵 (3,4) (4,5) (5,6) مریم

(7,8) (6,7) (5,6) 𝐶  

,𝐴}های   یابیم. دقت شود که انتخاب های نش را میدرگام نخست نیز جدول کامل بازی را درنظر گرفته و تعادل 𝐵}  

انتخاب و  مریم  ,𝑎}های  برای  𝑐} می تلقی  مغلوب  اکیدا  حرکات  زهرا  با  برای  است  برابر  مرحله  این  تعادل  شوند. 

{𝐷, 𝑏} و {𝐶, 𝑑}   

 زهرا   

𝑑  𝑐 𝑏 𝑎  

(4,5) (3,4) (2,3) (1,2) 𝐴 

 𝐵 (3,4) (4,5) (5,6) (6,7) مریم

(8,9) (7,8) (6,7) (5,6) 𝐶  

(1,2) (9,1) (8,9) (7,8) 𝐷  

را    Cکنیم مریم انتخاب  های ترکیبی بازی را نیز باید مدنظر قرار دهیم. بدین منظور فرض می همچنین در این گام تعادل

احتمال   انتخاب   𝑝با  احتمال    Dو  با  1را  − 𝑝   مریم همچنین  کند.  احتمال    bبازی  با  احتمال    dو   𝑞را  با   را 

1 − 𝑞   .بازی کند 
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𝑞های ترکیبی معادل  تعادل =
7

9
𝑝و    =

7

10
های ترکیبی زیر بازی اول برابر خواهد بود  خواهد شد. لذا مجموعه تعادل  

 با:  

{(0,0,
7

10
,
3

10
) , (0,

7

9
, 0,

2

9
)} 

 ری : امیرمسعود باق8ین ، تمر2فصل 

 : علی امینی 9، تمرین 2فصل 

فرستند از آنجایی که ارزش جزیره های خود را برای تصاحب یک جزیره میساختار کلی این بازی به این صورت است که دو کشور قایق

اگر کشور   کشور مدافع آگاه است که   دهد چراکهقایق برای دفاع از جزیره قرار می   1قایق است، هر کشور تنها    2قایق و کمتر از    1بیش از  
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بیشتر از ارزش جزیره   تعداد قایق  نیست که  بهینههای مدافع جزیره را نابود کند. بنابراین برای کشور مدافع  تواند تمام قایقدیگر حمله کند می

 را از دست بدهد.  

ها در جنگ از بین برود و با یک  قایق حمله کند تا یکی از قایق   2از طرفی برای کشور مهاجم نیز با همین استدلال بهینه است که با  

 .  ارزش جزیره بیش از یک قایق است چون قایق دیگر جزیره را تصاحب کند

 کنیم: بررسی می رو با استفاده از استنتاج پسرا  Lو  Kهای مختلف برای حالتمدافع است.  2مطابق صورت سوال، ابتدا کشور 

 

 است.   K = Lحالتی که   •

 (:K = L = 1باشند )اگر هر دو کشور یک قایق داشته  -

,𝟏)ماند و پیامد به صورت صاحب جزیره باقی می  2حمله نکند، کشور    1اگر کشور   ▪ 𝟏 + 𝑰) ( خواهد شدI    ارزش جزیره است

 است(.   2و کمتر از  1که بیشتر از 

شود بنابراین این حالت  نیز تنها قایقش در دفاع از جزیره نابود می   2دهد و کشور  حمله کند تنها قایقش را از دست می   1اگر کشور   ▪

,𝟎)  پیامد  خواهد داشت.   (𝟎

,𝟏)و  صاحب جزیره است  2بنابراین در این حالت کشور  • 𝟏 + 𝑰)   .تعادل است 

 

 (:K = L = 2باشند )اگر هر دو کشور دو قایق داشته  -

,𝟐)ماند و پیامد به صورت صاحب جزیره باقی می  2حمله نکند، کشور  1اگر کشور  ▪ 𝟐 + 𝑰)  .خواهد شد 

نیز یک قایقش    2و کشور  کند  ولی با قایق دیگرش جزیره را تصاحب می دهد  حمله کند یک قایقش را از دست می   1اگر کشور   ▪

+ 𝟏)شود بنابراین این حالت پیامد در دفاع از جزیره نابود می  𝑰,   ( K = L = 1)  وضعیت قبلیاکنون به  خواهد داشت.   (𝟏

صاحب جزیره   1کند و کشور  حمله نمی   2گیریم که کشور  مدافع است. پس نتیجه می   1در اینجا کشور  رسیدیم با این تفاوت که  

 خواهد بود.  

+ 𝟏)شود و  صاحب جزیره می 1کشور  ( I + 1 >  2های این دو حالت و چون )بنابراین با مقایسه پیامد •  𝑰,    خواهد بود.  تعادل (𝟏

 

در نهایت   زوج باشند،  Lو    Kاگر    روبا استفاده از استنتاج پس .  به همین شکل است  بازگشتیهای بزرگتر نیز الگو    Lو    Kدر نهایت برای  

طور مشابه اگر  زند. به ضد حمله نمی   2کند ولی کشور  در مرحله اول حمله می  1شود بنابراین کشور  می 1باعث تصاحب جزیره توسط کشور  
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L    وK    تعادلکند. با این تفاسیر  حمله نمی  1شود و بنابراین در مرحله اول کشور  می   2فرد باشند، در نهایت باعث تصاحب جزیره توسط کشور 

 برابر است با:  

 

{
(𝐾, 𝐿 +  𝐼)                                 𝑖𝑓     𝐾 =  𝐿 = فرد 

(𝐾 −  1 +  𝐼, 𝐿 −  1)               𝑖𝑓      𝐾 =  𝐿 = زوج 
 

 است.   K > Lحالتی که   •

نابود شوند و چون همواره    Lهای  رود که تمام قایقدر مرحله آخر بازی تا جایی پیش می  رودر این صورت با استفاده از استنتاج پس

همواره حمله خواهد کرد ولی    1های کشور اول بیشتر است، کشور اول صاحب جزیره خواهد شد. بنابراین در مرحله اول، کشور  تعداد قایق

 صورت زیر است:  دهد. تعادل به ضدحمله انجام نمی 2کشور 

(𝐾 − 1 + 𝐼, 𝐿 − 1)          𝑖𝑓     𝐾 >  𝐿  

 

 است.   K < Lحالتی که   •

نابود شوند و چون همواره    Kهای  رود که تمام قایقرو در مرحله آخر بازی تا جایی پیش می در این صورت با استفاده از استنتاج پس

تعادل رگز حمله نخواهد کرد.  ه  1های کشور دوم بیشتر است، کشور دوم صاحب جزیره خواهد شد. بنابراین در مرحله اول، کشور  تعداد قایق

 صورت زیر است:  به 

(𝐾, 𝐿 +  𝐼)                     𝑖𝑓     𝐾 <  𝐿  

 صورت زیر بازنویس کرد.  توان تعادل کلی را به می

{
(𝐾, 𝐿 + 𝐼)                                    𝑖𝑓   𝐾 = 𝐿 = > 𝑜𝑟   𝐾    فرد  𝐿

(𝐾 − 1 + 𝐼, 𝐿 − 1)                    𝑖𝑓   𝐾 = 𝐿 = < 𝑜𝑟   𝐾   زوج   𝐿
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 میرمسعود باقری : ا10مرین ، ت 2فصل 
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 : علی امینی13، تمرین 2 فصل

 درختی بازی به شکل زیر است: نمودار 
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   طبیعت است.   Nیعنی مردن!  dو حرف  دست کشیدنبه معنی   Dحرف 

 آوریم. دست می رو تعادل کامل زیربازی را به با استفاده از استنتاج پس

 است.   a = b = 0.25برای حالتی که  •

شلیک   2مانده دارای گلوله است. بنابراین اگر بازیگر کنیم در اینجا تنها شلیک باقیاز گره آخر )گره یازدهم از سمت چپ( شروع می  -

 را کسب کند.   b = 0.25کشد تا مطلوبیت کند. بنابراین از شلیک دست می شود و مطلوبیت صفر را کسب میطور قطع کشته می کند به

 کند: باید تصمیم بگیرد بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  1در گره نهم، بازیگر  -

𝑈1,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

2
× 0 +

1

2
× 1 =

1

2
 

𝑈2 =
1

2
× 1 +

1

2
× 𝑏 =

1

2
+
1

2
× 0.25 =

5

8
  

𝑈1,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑎 = 0.25 

)تعادل این زیربازی و  کندشلیک می پس بیشتر است  1برای بازیگر مطلوبیت شلیک کردن 
1

2
,
5

8
 است.   (

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  2در گره هفتم بازیگر  -

𝑈2,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

3
× 0 +

2

3
× 
5

8
=

5

12
 

𝑈1 =
1

3
× 1 +

2

3
×
1

2
=
2

3
  

𝑈2,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑏 = 0.25 

)و تعادل این زیربازی  کند.بیشتر است بنابراین شلیک می 2 مطلوبیت شلیک کردن برای بازیگر
2

3
,
5

12
 است.  (

 

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  1در گره پنجم بازیگر  -
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𝑈1,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

4
× 0 +

3

4
× 
2

3
=
1

2
 

𝑈2 =
1

4
× 1 +

3

4
×

5

12
=

9

16
  

𝑈1,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑎 = 0.25 

)کند. و تعادل این زیربازی بیشتر است بنابراین شلیک می 1 مطلوبیت شلیک کردن برای بازیگر
1

2
,
9

16
 است.  (

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می 2در گره سوم بازیگر  -

𝑈2,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

5
× 0 +

4

5
× 

9

16
=

9

20
 

𝑈1 =
1

5
× 1 +

4

5
×
1

2
=
3

5
  

𝑈2,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑏 = 0.25 

)کند. و تعادل این زیربازی بیشتر است بنابراین شلیک می 2مطلوبیت شلیک کردن برای بازیگر 
3

5
,
9

20
 است.  (

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  1در گره اول بازیگر  -

𝑈1,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

6
× 0 +

5

6
× 
3

5
=
1

2
 

𝑈2 =
1

6
× 1 +

5

6
×

9

20
=
13

24
  

𝑈1,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑎 = 0.25 

)کند. و تعادل این زیربازی بیشتر است بنابراین شلیک می 1مطلوبیت شلیک کردن برای بازیگر 
1

2
,
13

24
 است.  (

 ها برابر است با:  بنابراین تعادل کامل زیربازی

𝑆𝑃𝑁𝐸 = (𝑃𝑃𝑃, 𝑃𝑃𝐷) = (
1

2
,
13

24
)  

 یک تعادل نش نیز هست.   2.4قضیه که مطابق 

 

 است.   a = b = 0.95برای حالتی که  •
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مانده دارای گلوله است. بنابراین اگر  کنیم در اینجا تنها شلیک باقی از گره آخر )گره یازدهم از سمت چپ( شروع می   مشابه حالت قبل   -

  b = 0.95کشد تا مطلوبیت  کند. بنابراین از شلیک دست می شود و مطلوبیت صفر را کسب میطور قطع کشته میشلیک کند به   2بازیگر  

 را کسب کند. 

 کند: باید تصمیم بگیرد بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  1در گره نهم، بازیگر  -

𝑈1,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

2
× 0 +

1

2
× 1 =

1

2
 

𝑈2 =
1

2
× 1 +

1

2
× 𝑏 =

1

2
+
1

2
× 0.95 =

1.95

2
  

𝑈1,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑎 = 0.95 

,0.95)کند و تعادل این زیربازی  می نبیشتر است پس شلیک  1برای بازیگر   دست کشیدنمطلوبیت   است.   (1

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  2در گره هفتم بازیگر  -

𝑈2,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

3
× 0 +

2

3
×  1 =

2

3
 

𝑈1 =
1

3
× 1 +

2

3
× 0.95 =

2.9

3
  

𝑈2,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑏 = 0.95 

,1)کند. و تعادل این زیربازی می نبیشتر است بنابراین شلیک  2برای بازیگر   دست کشیدنمطلوبیت   است.  (0.95

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  1در گره پنجم بازیگر  -

𝑈1,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

4
× 0 +

3

4
×  1 =

3

4
 

𝑈2 =
1

4
× 1 +

3

4
× 0.95 =

3.85

4
  

𝑈1,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑎 = 0.95 

,0.95)کند. و تعادل این زیربازی می نبیشتر است بنابراین شلیک  1برای بازیگر   دست کشیدن مطلوبیت  است.  (1

 

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می 2در گره سوم بازیگر  -
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𝑈2,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

5
× 0 +

4

5
×  1 =

4

5
 

𝑈1 =
1

5
× 1 +

4

5
× 0.95 =

4.8

5
  

𝑈2,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑏 = 0.95 

,1)کند. و تعادل این زیربازی می نبیشتر است بنابراین شلیک  2برای بازیگر   دست کشیدن مطلوبیت  است.  (0.95

 کند: باید تصمیم بگیرد، بنابراین پیامد انتظاری شلیک کردن و دست کشیدن را مقایسه می  1در گره اول بازیگر  -

𝑈1,𝑝𝑢𝑙𝑙 =
1

6
× 0 +

5

6
×  1 =

5

6
 

𝑈2 =
1

6
× 1 +

5

6
× 0.95 =

5.75

6
  

𝑈1,𝐷𝑒𝑛𝑦 = 𝑎 = 0.95 

,0.95)کند. و تعادل این زیربازی می نبیشتر است بنابراین شلیک  1برای بازیگر   دست کشیدن مطلوبیت  است.  (1

 ها برابر است با:  بنابراین تعادل کامل زیربازی

𝑆𝑃𝑁𝐸 = (𝐷𝐷𝐷,𝐷𝐷𝐷) = (0.95, 1)  

 یک تعادل نش نیز هست.   2.4که مطابق قضیه 

و احساس شرمساری کمتری از دست کشیدن کسب کنند   نکته این سوال در این بود که اگر افراد زندگی کردن را دوست داشته باشند 

ارزش و احساس شرمساری از  شود ولی در حالت اول که جان افراد کم( بازی در همان مرحله اول تمام می a = b = 0.95)حالت دوم که  

 رود. دست کشیدن بسیار زیاد است، بازی تا مرحله آخر پیش می

 

 : حسن ابوذرپور14، تمرین 2فصل 

 الف(

  1منوط به بنگاه  کند و با توجه به آن بنگاه دو تولیدش را  تولیدش را انتخاب می  1دقت شود که در این بازی ابتدا بنگاه  

بنابر استدلال پسانتخاب می نیست.  بازی همزمان  این  بنگاه دوم شروع میکند و  از  بهینهرو  را کنیم. مساله  بنگاه دوم  سازی 

 کنیم: یادداشت می

max
q2

 π2 = 𝑞2 ∗ (6 − (𝑞1 + 𝑞2) − 4)    
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∂π2
∂𝑞2

= 6 − 𝑞1 − 2𝑞2 = 0
           
→   

 

𝑞2
∗(𝑞1) =

2 − 𝑞1
2

  

سازی خود را حل خواهد کرد. به این  که رفتار بنگاه دو به چه صورت خواهد بود، مساله بهینهحال بنگاه اول با علم به این

 سازی بنگاه اول برابر خواهد بود با :منظور مساله بهینه

max
q1

 π1 = 𝑞1 ∗ (6 − (𝑞1 +
2 − 𝑞1
2

) − 4) = 𝑞1(1 −
𝑞1
2
)    

∂π1
∂𝑞1

= 1 − 𝑞1 = 0
           
→   

 

𝑞1
∗ = 1 

𝑞1واحد تولید نخواهدکرد. بعلاوه مجموعه تولید وی برابر خواهد بود با    1بیشتر از    1بنگاه   ∈ دقت کنید که مجموعه    .[0,1] 

با مجموعه با نهادههای بنگاه اقتصادی به ازای سطح مشخصی از نهادهای از خروجیتولید برابر است  ای که  های تولیدی. لذا 

توان تولید را انجام داد. همچنین مجموعه تولید بنگاه دوم با توجه به واحد باشد، در بازه مذکور می  1خروجی آن  مقدار بهینه  

𝑞2مجموعه تولید بنگاه اول در بازه   ∈  خواهد بود.   [0.5,1] 

 ب(

 دهیم.باشد. برای حل تابع بهترین پاسخ هر بازیگر را تشکیل میبازی کورنو به مثابه بازی همزمان بین دو بنگاه می

 π1 = 𝑞1(2 − 𝑞1 − 𝑞2)
       
→  𝐵𝑅1(𝑞2) =

2 − 𝑞2
2

 

 π2 = 𝑞2(2 − 𝑞1 − 𝑞2)
       
→  𝐵𝑅2(𝑞1) =

2 − 𝑞1
2

 

 با معادل قرار دادن تولید تعادلی معادل خواهد بود با : 

𝑞1
∗ = 𝑞2

∗ =
2

3
 

 ج(

𝑞2انحصاری رفتار کند، با حل مساله انحصارگر به    2اگر بنگاه  
∗ = 𝑞1خواهیم رسید. همچنین از فرض سوال داریم   1

∗ =

 سود صفر کسب خواهد کرد و خواهیم داشت:  1. در این حالت بنگاه 0

𝑀𝑅 = 6 − 2𝑞1 − 1
𝑞1=0  
→   𝑀𝑅 = 5 > 4 = 𝑀𝐶 

𝑞1تمایل دارد که تولید خود را افزایش دهد تا سودش بیشتر شود و از وضعیت   1لذا بنگاه  
 = انگیزه تخطی خواهد داشت.  0

 تواند باشد. لذا این حالت تعادل نش نمی

 د(
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,𝑞1)تعادل کامل هر زیر بازی برابر خواهد بود با  
2−𝑞1

2
,1)از میان تمامی حالات تعادلی نیز،   .(

1

2
رو ی استدلال پسنتیجه (

این میزان تولید خود را  که تابعی از تولید خودش هست اطلاع دارد و با علم به  2از رفتار بنگاه    1باشد. دقت شود که بنگاه  می

 باشد.می 1کند که برابر با حداکثر می

 : پریماه صفریان16، تمرین 2فصل 

 با توجه به اطلاعات مسئله داریم:

𝑃1 = 10 − 𝑞1 − 0/5 𝑞2    

𝑃2 = 10 − 𝑞2 − 0/5 𝑞1  𝐶2 = 2𝑞2 

𝐶1
1 = 12 + 𝑞1   𝐶1

2 = 8/1 + 2𝑞1 

𝐶1
3 = 5 + 3𝑞1   𝐶1

4 = 2/7 + 4𝑞1 

 :1فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
1 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با مشتق

𝜕𝑞1𝜋1 = 9 − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 

𝜕𝑞2𝜋2 = 8 − 2𝑞2 − 0/5𝑞1 = 0 

 آید. ها به دست میتعادل از تقاطع  بهترین واکنش

𝑞1
∗ = 3/73  𝑞2

∗ = 3/07 

 

 :2فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
2 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با مشتق

𝜕𝑞1𝜋1 = ۸ − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 

𝜕𝑞2𝜋2 = 8 − 2𝑞2 − 0/5𝑞1 = 0 

 آید. ها به دست میکه این بار متقارن است. تعادل از تقاطع  بهترین واکنش
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𝑞1
∗ = 3/2  𝑞2

∗ = 3/2 

 

 : 3فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
3 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با مشتق

𝜕𝑞1𝜋1 = 7 − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 

𝜕𝑞2𝜋2 = 8 − 2𝑞2 − 0/5𝑞1 = 0 

 آید. ها به دست میتعادل از تقاطع  بهترین واکنش

𝑞1
∗ = 2/67  𝑞2

∗ = 3/33 

 :4فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
4 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با مشتق

𝜕𝑞1𝜋1 = ۶ − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 

𝜕𝑞2𝜋2 = 8 − 2𝑞2 − 0/5𝑞1 = 0 

 آید. ها به دست میکه این بار متقارن است. تعادل از تقاطع  بهترین واکنش

𝑞1
∗ = 2/13  𝑞2

∗ = 3/47 

 

 رقابت برتراند: 

کنیم توانایی تولید هر مقدار محصول  کنند. فرض میها با هم رقابت میها در تعیین قیمتبرتراند بنگاهدر رقابت 

 را داشته باشند. 

{

𝑃1 = 10 − 𝑞1 − 0/5 𝑞2
 

𝑃2 = 10 − 𝑞2 − 0/5 𝑞1

= {
𝑞1 =

20

3
−
4

3
𝑃1 −

2

3
𝑃2

𝑞2 =
20

3
−
2

3
𝑃2 +

2

3
𝑃1

 



86 

 :1فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
1 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با مشتق

𝜕𝑃1𝜋1 = 8 −
8

3
𝑃1 −

2

3
𝑃2 = 0 

𝜕𝑃2𝜋2 = 8 −
4

3
𝑃2 +

2

3
𝑃1 = 0 

 آید. ها به دست میتعادل از تقاطع  بهترین واکنش

𝑃1
∗ =

4

3
   𝑃2

∗ =
20

3
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 :2فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
2 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با مشتق

𝜕𝑃1𝜋1 = 8 −
8

3
𝑃1 −

2

3
𝑃2 +

۸
3
= 0 

𝜕𝑃2𝜋2 = 8 −
4

3
𝑃2 +

2

3
𝑃1 = 0 

 آید. ها به دست میتعادل از تقاطع  بهترین واکنش

𝑃1
∗ =

1۶
9
   𝑃2

∗ =
۶2
9

 

 :3فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
3 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با مشتق

𝜕𝑃1𝜋1 = 8 −
8

3
𝑃1 −

2

3
𝑃2 + 4 = 0 

𝜕𝑃2𝜋2 = 8 −
4

3
𝑃2 +

2

3
𝑃1 = 0 

 آید. ها به دست میتعادل از تقاطع  بهترین واکنش

𝑃1
∗ =

20
9
   𝑃2

∗ =
۶4
9

 

 :4فناوری 

𝜋1 = 𝑃1𝑞1 − 𝐶1
4 

𝜋2 = 𝑃2𝑞2 − 𝐶2 

 آید. گیری نسبت به تولید خودشان به دست میمشتقبهترین پاسخ هر یک از بازیگران با 

𝜕𝑃1𝜋1 = 8 −
8

3
𝑃1 −

2

3
𝑃2 +

1۶
3
= 0 

𝜕𝑃2𝜋2 = 8 −
4

3
𝑃2 +

2

3
𝑃1 = 0 
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 آید. ها به دست میتعادل از تقاطع  بهترین واکنش

𝑃1
∗ =

۸
3
   𝑃2

∗ =
22
3
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کند.  ، فناوری و مقدار تولید/قیمت را همزمان انتخاب می1که بازیگر    اندهای بالا با این شرایط به دست آمدهتعادل

انتخاب نمی را همزمان  فناوری  بازیگر  برای بخش »ب« که  باید بررسی کنیم که  ازای    1کند  𝑞2به 
∗/𝑃2

با فناوری   ∗

ی انحراف داشتن را بررسی کنیم. برای این کار بهترین  شود یا نه، تا بتوانیم انگیزهدیگری سود بیشتری عایدش می

𝑞2را به ازای    1واکنش بازیگر  
∗/𝑃2

آوریم و مقدار سود را با حالتی که همان فناوری  های دیگر به دست میبا فناوری ∗

 کنیم. را به کار ببرد مقایسه می

 ایم: هایی است که از پیش به دست آوردهای از تعادلجدول زیر خلاصه

𝑞1 1بهترین واکنش  فناوری 
∗ 𝑞2

∗ 𝜋1
∗ 𝜋1 

1 9 − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 3/73 3/07 1/93 9𝑞1 − 𝑞1
2 − 0/5 𝑞1𝑞2 − 12 

2 8 − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 3/2   3/2   2/14 8𝑞1 − 𝑞1
2 − 0/5 𝑞1𝑞2

− 8/1 

3 7 − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 2/67 3/33 2/12 7𝑞1 − 𝑞1
2 − 0/5 𝑞1𝑞2 − 5 

4 6 − 2𝑞1 − 0/5𝑞2 = 0 2/12 3/47 1/85 6𝑞1 − 𝑞1
2 − 0/5 𝑞1𝑞2

− 2/7 

 

𝑞2
∗ = 3/07 

 1سود  1بهترین واکنش  

 1/68 3/23 2فناوری 

 2/46 2/73 3فناوری 

 2/28 2/23 4فناوری 

 ی انحراف ندارد. انگیزه 

𝑞2
∗ = 3/20 

 1سود  1بهترین واکنش  

 1/69 3/70 1فناوری 
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 2/29 2/70 3فناوری 

 2/14 2/20 4فناوری 

 ی انحراف دارد.انگیزه 

𝑞2
∗ = 3/33 

 1سود  1بهترین واکنش  

 1/45 3/67 1فناوری 

 1/93 3/17 2فناوری 

 2/00 2/17 4فناوری 

 ی انحراف ندارد. انگیزه 

𝑞2
∗ = 3/47 

 1سود  1بهترین واکنش  

 1/29 3/63 1فناوری 

 1/71 3/13 2فناوری 

 1/60 2/63 3فناوری 

 ی انحراف دارد.انگیزه 

 

 ایم: است که از پیش به دست آورده های برتراندیای از تعادلجدول زیر خلاصه

ف

 ناوری

𝑃1 1بهترین واکنش 
∗ 𝑃2

∗ 𝜋1
∗ 𝜋1 

1 12 − 4𝑃1 − 𝑃2 = 0 4

3
 

20

3
 

−11/85 
8𝑃1 −

4

3
𝑃1
2 −

2

3
𝑃1𝑃2 +

2

3
𝑃2 −

56

3
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2 14 − 4𝑃1 − 𝑃2 = 0 16

9
   

62

9
   

−8/00 28

3
𝑃1 −

4

3
𝑃1
2 −

2

3
𝑃1𝑃2 +

4

3
𝑃2

− 21/4 

3 16 − 4𝑃1 − 𝑃2 = 0 20

9
 

64

9
 

−4/19 32

3
𝑃1 −

4

3
𝑃1
2 −

2

3
𝑃1𝑃2 + 2𝑃2 − 25 

4 18 − 4𝑃1 − 𝑃2 = 0 8

3
 

22

3
 

−0/36 
12𝑃1 −

4

3
𝑃1
2 −

2

3
𝑃1𝑃2 +

8

3
𝑃2

− 29/4 

 

𝑃2
∗ = 20/ 3 

 1سود  1بهترین واکنش  

 8/03− 11/3 2فناوری 

 4/41− 7/3 3فناوری 

 0/92− 17/6 4فناوری 

 ی انحراف دارد.انگیزه 

𝑃2
∗ = 62/ 9 

 1سود  1بهترین واکنش  

 11/90− 23/18 1فناوری 

 4/30− 41/18 3فناوری 

 0/74− 25/9 4فناوری 

 ی انحراف دارد.انگیزه 

𝑃2
∗ = ۶4/ 9 

 1سود  1بهترین واکنش  

 11/93− 11/9 1فناوری 

 7/96− 31/18 2فناوری 
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 0/56− 49/1۸ 4فناوری 

 ی انحراف دارد.انگیزه 

𝑃2
∗ = 22/ 3 

 1سود  1بهترین واکنش  

 11/96− 7/6 1فناوری 

 7/92− 5/3 2فناوری 

 4/41− 8/3 3فناوری 

 ی انحراف ندارد. انگیزه 

گیری در هر دو بخش سؤال برای مقدار تولید/قیمت برای دو کارخانه همزمان است  نکته: از آنجایی که تصمیم

ها  و بهینه کردن را یکی پس از دیگری و با جایگذاری انجام داد و باید تقاطع بهترین واکنش  گیریتوان عمل مشتقنمی

 را بررسی کرد.  
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 : امیرمسعود باقری 17، تمرین 2فصل 
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 : امیرمسعود باقری 18، تمرین 2فصل 

 



95 

 : حسن ابوذرپور19، تمرین 2فصل 

𝑅ام قطعا پیشنهاد دزد   𝑅رو استفاده خواهیم کرد. دزد  برای حل از روش استنتاج پس − کند. چرا که ام را قبول نمی 1

𝑅درصورت قبول نکردن تمام طلاها را بدست آورده و از کشته شدن دزد  − 𝑅کند. لذا دزد  ام نیز مطلوبیت کسب می 1 − 1 

𝑅ام اطلاع دارد، برای زنده ماندن پیشنهاد دزد   𝑅ام که از تصمیم دزد  − 𝑅دزد ام را خواهد پذیرفت. حال   2 − داند ام می 2

𝑅دزد که   − 𝑅دزد  ام پیشنهاد وی را قبول خواهدکرد. لذا قطعا پیشنهاد   1 − 𝑅دزد ام را رد کرده تا خودش پیشنهاد را به   3 −

𝑅دزد  ام با   𝑅دزد رود. همانطور که مشخص است  ام ارائه دهد. به همین منوال تا دزد شماره یک استدلال مشابه بکار می 1 − 2  

𝑅دزد ام رفتار یکسانی خواهند داشت. در واقع اگر تعداد دزدها زوج باشد. در اینصورت دزد اول در جایگاه   − ام خواهد بود و   1

رسد. بعلاوه اگر تعداد دزدها فرد باشد، در اینصورت دزد اول در  می  2ام رد شده و تمام طلاها به دزد    2پیشنهادش توسط دزد  

𝑅دزد  جایگاه  −  رسد. می 1ام قرار خواهد گرفت و هر پیشنهادی بدهد، توسط دزد دوم قبول خواهد شد و  همه طلاها به دزد  2

 خواهد رسید.  1زوج باشد تمام طلاها به دزد  𝑅و اگر   2فرد باشد تمام طلاها به دزد  𝑅پس بطور کلی در تعادل بازی اگر  

 : علی امینی20، تمرین 2فصل 

مانده است شروع به   دزد دریایی باقی 1مرحله، یعنی زمانی که تنها  ترینرو باید از نهاییبرای حل این سوال با استفاده از استنتاج پس

 دزد دریایی برسیم.   Rتحلیل کنیم و به مراحل بعدی با تعداد دزد دریایی بیشتر برویم تا به تعداد  

• R = 1 

 کند. سکه را تصاحب می 1۰۰در این حالت تنها دزد دریایی کلیه 

• R = 2 

   شود. ها میدر غیر این صورت طعمه کوسه دزد دریایی اول باید پیشنهادی به دزد دوم بدهد که انگیزه رد کردن نداشته باشد.

 

از    2  دزدلذت اندکی است که   𝜖سکه را به او بدهد. چراکه    1۰۰اینکه دزد دوم پیشنهاد را رد نکند باید تمام  مشخص است که برای  

 در نتیجه تعادل کامل زیربازی در این حالت برابر است با:  ماند. سکه باقی می  99و اگر دزد اول به دریا بیفتد برد! ها میدادن به کوسه  ذاغ

𝑆𝑃𝑁𝐸 = (0, 100) 

• R = 3 

(0, 99+𝜖) 
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   شود. ها میدوم باید پیشنهادی به دزد سوم بدهد که او رد نکند در غیر اینصورت طعمه کوسه دزد دریایی 

 

است و  سکه باقی مانده   99( است. باید دقت شود که در این حالت  ۰،  ۰،    99صورت )به   3به دزد    2مطابق استدلال قبل پیشنهاد دزد  

 ها شده است.  دزد دریایی اول طعمه کوسه

 او انگیزه رد کردن نداشته باشد.  پیشنهاد بدهد که  2دزد   ای بهگونه حضور دارد و باید به  1بعدی، دزد  مرحله در تحلیل زیربازی 

 

 

سکه    1. بنابراین برای راضی کردن او باید  بردمی   1، لذت اندکی از قربانی شدن دزد  1درصورت رد کردن پیشنهاد دزد    2در اینجا دزد  

 در نتیجه تعادل کامل زیربازی در این حالت برابر است با:  او پیشنهاد داد تا انگیزه رد کردن نداشته باشد. به  

𝑆𝑃𝑁𝐸 = (99, 1, 0) 

• R > 4 

اند. با کمی دقت  ها در حالات قبلی تحلیل شدهر این حالت کافی است پیشنهاد دزد اول به دزد دوم بررسی شود، زیرا سایر زیربازید

سکه به دزد دوم    1شود یعنی باید  مواجه می   R = 3با تعادل حاصل از    1فرد باشد( دزد    Rشویم اگر تعداد دزدان دریایی فرد باشد )متوجه می 

 بدهد تا او را راضی کند که پیشنهاد را رد نکند.  

بدهد   2دزد ها را به شود یعنی باید کل سکه مواجه می R = 2با تعادل حاصل از  1زوج باشد( دزد  Rاگر تعداد دزد دریایی زوج باشد )

 تا پیشنهادش رد نشود. 

 دهد. را نشان می Rهای کامل زیربازی در هر حالت ای از تعادلجدول زیر خلاصه

(0, 0, 98+𝜖) 
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 : پریماه صفریان21، تمرین 2فصل 

دهند بقیه آن را قبول کنند.  سه بازیگر به ترتیب یک نوبت بازی دارند و باید پیشنهادی ارائه دهند که احتمال می

شود و به هر یک سهم  ها تقسیم میاگر پیشنهاد هر سه بازیگر از طرف دیگران رد شود، تمام کیک باقی مانده بین آن

𝛿3

3
 کنیم: رسد. برای حل این پرسش به صورت بازگشتی به مسئله نگاه میمی 

دانند که در صورتی که پیشنهاد  از کیک باقی مانده و بازیگران می 𝛿2دهد مقدار  زمانی که بازیگر سوم پیشنهاد می

𝛿3قبول نشود به هر یک سهم    3بازیگر  

3
خواهد رسید. بنا بر این بازیگر سه به هر یک از بازیگران معادل همین مقدار   

𝛿2را پیشنهاد داده و خودش باقی مانده را که   −
2

3
𝛿3 دارد. است برمی 

باید برابر با دستاوردی باشد که برای    3داند که کمینه مقدار پیشنهادی به بازیگر  می  2ی قبل، بازیگر  در مرحله

𝛿3و مقدار    3بینی کردیم. پس این مقدار را به بازیگر  ی سوم پیشمرحله

3
دهد؛ چرا که بازیگر  پیشنهاد می  1را به بازیگر   

𝛿شود که برابر است با  می  2راهی برای به دست آوردن بیش از آن ندارد. الباقی کیک نصیب بازیگر    1 −
𝛿3

3
− (𝛿2 −

2

3
𝛿3). 
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𝛿پذیرند برابر با می  3و    2داند که کمینه پیشنهادی که بازیگر  می  1ی نخست، بازیگر  در مرحله +
𝛿3

3
− 𝛿2   و

(𝛿2 −
2

3
𝛿3) دهد. این در صورتی  ها پیشنهاد میدارد و این دو سهم را به آناست در نتیجه الباقی را خودش برمی

𝛿3ماند از  است که مقداری که باقی می

3
 بزرگتر باشد. مقدار باقی مانده برابر است با: 

1 − 𝛿 −
𝛿3

3
+ 𝛿2 − 𝛿2 +

2

3
𝛿3 = 1 − 𝛿 +

𝛿3

3
 

𝛿که با توجه به آن که   < 𝛿3لزوما از   1

3
 بزرگتر است.  

 : حسن ابوذرپور22، تمرین 2فصل 

های  آوریم. دقت شود که پیامد هر بازیگر در انتخابها به یکدیگر را بدست میپیامد هر بازیگر از شلیک همزمان آنابتدا    الف(

،  2به بازیگر    1آورد. برای نمونه اگر بازیگر  مختلف برابر است با حاصلضرب احتمال زنده ماندن فرد در مقدار پولی که بدست می

 شلیک کنند، پیامد بازیگر اول برابر خواهد بود با :  1به بازیگر  3و بازیگر  1به بازیگر  2بازیگر 

𝑝1 = 0.6 ∗ 0.3 = 0.18 

𝑢1 =  𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑎𝑡ℎ 2 ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 + 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑠𝑢𝑟𝑣𝑖𝑣𝑒 2 ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 

= 𝑝1 ∗ (0.2) ∗ (500.5 + 1000) + 𝑝1 ∗ (0.8) ∗ (1000) = 198.018 

 های مذکور است.  مطلوبیت ناشی از انتخاب  𝑢1و 1احتمال زنده ماندن بازیگر  𝑝1که

𝑝2 = 1 − 0.2 = 0.8 

𝑢2 = 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑎𝑡ℎ 1 𝑏𝑦 2 ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 + 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑎𝑡ℎ 1 𝑏𝑦 3 ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓

+ 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑎𝑡ℎ 1 𝑏𝑦 2,3 ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 + 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑠𝑢𝑟𝑣𝑖𝑣𝑒 1

∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 

= 𝑝2 ∗ (0.4) ∗ (0.3) ∗ (500 + 1001) + 𝑝2 ∗ (0.7) ∗ (0.6) ∗ (500 + 1001) + 𝑝2 ∗ (0.7)

∗ (0.4) ∗ (500 + 1001) + 𝑝2 ∗ (0.6) ∗ (0.3) ∗ (1001) = 1128.8 

 های مذکور است.  مطلوبیت ناشی از انتخاب  𝑢2و 2احتمال زنده ماندن بازیگر  𝑝2که

𝑝3 = 1 

𝑢3 =  𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑎𝑡ℎ 1 & 𝑠𝑢𝑟𝑣𝑖𝑣𝑒2 ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓

+ 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑎𝑡ℎ 2 & 𝑠𝑢𝑟𝑣𝑖𝑣𝑒1 ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓

+ 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑎𝑡ℎ 𝑜𝑓 𝑏𝑜𝑡ℎ ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓

+ 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑠𝑢𝑟𝑣𝑖𝑣𝑒 𝑜𝑓 𝑏𝑜𝑡ℎ ∗ 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 

= 𝑝2(1 − 𝑝1) ∗ (500 + 1002) + 𝑝1(1 − 𝑝2) ∗ (500.5 + 1002) + (1 − 𝑝2) ∗ (1 − 𝑝1)

∗ (2001 + 1002) + 𝑝2 ∗ 𝑝1 ∗ 1002 = 1676.182 
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 کنیم. به همین منوال برای تمام حالات پیامدهای بازیگران را بدست آورده و جدول پیامدها را به شکل زیر تکمیل می

 2بازیگر 

  1شلیک به  3شلیک به 

بازیگر  2شلیک به  (198.018,1128.8,1676.18) (414.18,1465.34,955.302)

 3شلیک به  (198.036,1675.36,1129.6) (378.15,1975.88,648.96) 1

    1به  3شلیک                                                  

 2بازیگر 

  1شلیک به  3شلیک به 

بازیگر  2شلیک به  (828.22,288.24,1886.53) (1885.23,288.36,829.42)

 3شلیک به  (954.45,414.38,1465.99) (1975.41,378.45,649.12) 1

   2به  3شلیک                                                 

: شلیک بازیگر اول به دوم، شلیک  1در آن،  همانطور که مشخص است این بازی دو تعادل نش محض دارد که عبارتند که  

های  : شلیک اولی به سومی، شلیک دومی به اولی و شلیک سومی به دومی تعادل2بازیگر دوم به سوم و شلیک سومی به اولی و 

های ترکیبی بازی به شلیک هر کدام از بازیگران احتمالی تخصیص  سازند. حال برای بدست آوردن تعادلمحض این بازی را می

1و با احتمال   2به بازیگر  𝑥با  احتمال  1دهیم. فرض کنید بازیگر می − 𝑥  شلیک کند. بازیگر دوم نیز با احتمال   3به بازیگر𝑦 

1و با احتمال   1به بازیگر   − 𝑦   شلیک کند. بعلاوه بازیگر سوم نیز با احتمال    3به بازیگر𝑧   1و با احتمال   1به بازیگر − 𝑧   به

 خواهیم داشت:   3و  2از کشتن  1تفاوت شدن بازیگر شلیک کند. برای بی 2بازیگر 

𝐸1(2) = 198.018𝑦𝑧 + 414.18𝑧(1 − 𝑦) + 828.22(1 − 𝑟)𝑦 + 1885.23(1 − 𝑟)(1 − 𝑦) 

𝐸1(3) = 198.036𝑦𝑧 + 378.15𝑧(1 − 𝑦) + 954.45(1 − 𝑟)𝑦 + 1875.41(1 − 𝑟)(1 − 𝑦) 

 رسیم: که از معادل قرار دادن این دو رابطه به معادله زیر می

99.96 − 136.04𝑦 + 26.21𝑧 + 9.82 = 0 

 نیز به معادلات زیر خواهیم رسید:  3و  2تفاوتی بازیگران به طور مشابه برای بی

0.03𝑥𝑧 − 36.05𝑥 − 336.45𝑧 + 35.93 = 0 

0.05𝑥𝑦 − 336.17𝑦 + 126.12𝑥 − 0.22 = 0 
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 از حل همزمان این معادلات به مقادیر زیر خواهیم رسید:

𝑥 = 0.25, 𝑦 = 0.09 , 𝑧 = 0.08 

شلیک کرده    2درصد به بازیگر    25با احتمال    1درواقع درحالتی که بازیگران حالت ترکیبی را بازی کنند، برای نمونه بازیگر  

 باشد. های نش این بازی به شکل زیر میدهد. مجموعه تعادلرا مورد هدف قرار می 3درصد بازیگر  75و با احتمال 

{(0.25,0.75), (0.09,0.91), (0.08,0.92)}, {3,3,1}, {3,1,2} 

بازیگران جریان پیدا می  ب( با توالی حرکات  کنیم. به این منظور از رو استفاده میکند، از روش استنتاج پسهنگامی که بازی 

چنانچه تا مرحله آخر زنده باشد، اگر بازیگر سوم قدرت انتخاب   3بازیگر  کنیم.  ترین زیربازی ممکن حل مساله را آغاز میپایین

پول بیشتری را دارا    2دهد. چرا که بازیگر  را مورد هدف قرار می  2باشد و دو بازیگر دیگر زنده باشند، در اینصورت بازیگر  داشته

اگر زنده باشد وی را مورد هدف قرار خواهد داد، به    3باشد. درگام بعد چنانچه بازیگر دوم زنده باشد، باعلم به اینکه بازیگر  می

دهد. چرا که بازیگر  را مورد هدف قرار می  3اگر قدرت انتخابی داشته باشد، بازیگر    1کند. درگام آخر نیز بازیگر  شلیک می  3بازیگر  

یگران باید شلیک کنند. پس  پول بیشتری دارد و احتمال شلیک درستش نیز بیشتر است. دقت شود که در این بخش حتما باز  3

 باشد. می {3,3,2}ها برابر  تعادل بدست آمده از تعادل کامل زیربازی

در    3باشد. با این تفاوت که بازیگران گزینه شلیک به هوا نیز دارند. در این حالت بازیگر  این قسمت نیز مشابه بخش ب می  ج(

کند و مشابه حالت قبلی در حالتی که حق انتخاب  صورت زنده ماندن چون آخرین شلیک را دارد، پس قطعا به هوا شلیک نمی

مطلع است، لذا در حالتی که حق انتخاب    3دهد. بازیگر دوم نیز چون از تصمیم بازیگر  را مورد هدف قرار می  2داشته باشد، بازیگر  

داند که اگر هرکدام از بازیگران به دست وی  کند. اما بازیگر اول میکند و از شلیک هوایی نیز استفاده نمیشلیک می  3دارد به  

  2به    3و بازیگر    3در صورت زنده ماندن به    2داند که بازیگر  یکشته شوند، بازیگر دیگر به وی شلیک خواهدکرد. همچنین م

,تیر هوایی }ها برابر  کند. تعادل بدست آمده از تعادل کامل زیربازیکنند. پس از تیر هوایی استفاده میشلیک می  باشد. می {3,2

 : سپیده عبداللهی 25، تمرین 2فصل 

 کنند.کنیم بازیگران اول و دوم به صورت مستقل از هم بازی میفرض می ( aقسمت 

𝜎1 = {𝑈: 𝑝, 𝐷: 1 − 𝑝} 

𝜎2 = {𝐿: 1 − 𝑞, 𝑅: 𝑞} 

 های بازیگر سوم برای خودش برابراست با: بنابراین مطلوبیت حاصل از هرکدام از حرکت

𝑈(𝑀1) = 8𝑝(1 − 𝑞) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞 

𝑈(𝑀2) = 4𝑝(1 − 𝑞) + 4𝑞(1 − 𝑝) = 4𝑝 + 4𝑞 − 8𝑝𝑞 

𝑈(𝑀3) = 8𝑞(1 − 𝑝) = 8𝑞 − 8𝑝𝑞 

𝑈(𝑀4) = 3 
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 ای پیدا کرد که داشته باشیم:گونهرا به 𝑞و   𝑝بتوان   باشد که   3تواند بهترین واکنش بازیگر  زمانی می 𝑀2حرکت 

𝑈(𝑀2) > max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3), 𝑈(𝑀4)} 

 داریم: 

max{8𝑝 − 8𝑝𝑞, 8𝑞 − 8𝑝𝑞} = 8max{𝑝, 𝑞} − 8𝑝𝑞 = 4 × 2max{𝑝, 𝑞} − 8𝑝𝑞 

𝑝داینم  همچنین می + 𝑞 ≤ 2 × max{𝑝, 𝑞} :بنابراین داریم 

max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3)} = 4 × 2max{𝑝, 𝑞} − 8𝑝𝑞 ≥ 4(𝑝 + 𝑞) − 8𝑝𝑞 = 𝑈(𝑀2) 

 نخواهد بود. 3بهترین واکنش بازیگر  𝑀2، حرکت  𝑞و   𝑝ازای هیچ باوری نسبت به بنابراین به

 

 شود. خانه جدول با احتمال مشخصی بازی می 4کنیم هرکدام از در این قسمت فرض می  (bقسمت 

بازیگر 

2 

 

𝑟 𝑝 

ی
باز

ر 
گ

1 

𝑠 𝑞 

𝑝 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑠 = 1 

 مانند قسمت قبل داریم: 

𝑈(𝑀1) = 8𝑝 

𝑈(𝑀2) = 4(𝑝 + 𝑠) 

𝑈(𝑀3) = 8𝑠 

𝑈(𝑀4) = 3 

 ای مشخص کنیم که: بهترین واکنش باشد، باید احتمالات را به گونه 𝑀2بنابراین برای این که  

𝑈(𝑀2) > max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3), 𝑈(𝑀4)} 

 و داریم: 

max{𝑈(𝑀1), 𝑈(𝑀3)} = 8max{𝑝, 𝑠} = 4 × 2max{𝑝, 𝑠} ≥ 4 (𝑝 + 𝑠) = 𝑈(𝑀2) 

 بهترین واکنش بازیگر سوم باشد. 𝑀2بنابراین هیچ باوری وجود ندارد که در آن حرکت  
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 کنیم.های محض را پیدا میابتدا تعادل ( cقسمت 

 

اند.  با خط قرمز رنگ مشخص شده  3با خط سبز رنگ و بازیگر    2با خط زرد رنگ، بازیگر    1بهترین واکنش بازیگر  

 تعادل نش محض دارد.  4در نتیجه بازی بالا 

𝐸𝑄1 = {𝑈, 𝐿,𝑀1} 

𝐸𝑄2 = {𝐷, 𝑅,𝑀3} 

𝐸𝑄3 = {𝑈, 𝑅,𝑀4} 

𝐸𝑄4 = {𝐷, 𝐿,𝑀4} 

و نتیاج قبلی    1.1کنیم. قبل از آن از قضیه  دست آوردن حرکات ترکیبی تمام حالات را بررسی میحال برای به

نیست، مغلوب است و پایه حرکت ترکیبی در    3گاه بهترین واکنش بازیگر  به واسطه آن که هیچ 𝑀2دانیم حرکت  می

 باشد.تعادل نمی

و   𝑈حرکت  𝑝با احتمال    1اگر بازیگر    3تفاوت شدن بازیگر  برای بی  ترکیب کند. {𝑴𝟏,𝑴𝟑}بین   3بازیگر   •

 را بازی کند داریم:  𝑅حرکت   𝑞با احتمال   2بازیگر 

{
𝑈3(𝑀1) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀3) = 8𝑞 − 8𝑝𝑞
} ⟹ 𝑝 = 𝑞 

 کند( را بازی می 𝑀3حرکت   𝑟با احتمال   3تفاوت شدن بازیگر دوم داریم )بازیگر حال برای بی

{
𝑈2(𝐿) = 8𝑝 − 8𝑝𝑟

𝑈2(𝑅) = 8𝑟 − 8𝑝𝑟
} ⟹ 𝑝 = 𝑟 

𝑠تفاوت شدن بازیگر اول با تعریف برای بی = 1 − 𝑟  :داریم 
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{
𝑈1(𝑈) = 8𝑠 − 8𝑞𝑠

𝑈1(𝐷) = 8𝑞 − 8𝑞𝑠
} ⟹ 𝑞 = 𝑠 = 1 − 𝑟 

 بنابراین: 

1 − 𝑟 = 𝑟 ⇒ 𝑟 = 0.5 

 درنهایت تعادل برابراست با: 

𝐸𝑄5 = {{0.5, 0.5}, {0.5, 0.5}, {0.5, 0, 0.5, 0}} 

تفاوت  کنیم و برای بیحرکات ترکیبی را مانند قسمت قبل تعریف میترکیب کند.   {𝑴𝟏,𝑴𝟒}بین   3بازیگر   •

 داریم: 3شدن بازیگر 

{
𝑈3(𝑀1) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀4) = 3               
} ⟹ 𝑝(1 − 𝑞) =

3

8
 

 کند( را بازی می 𝑀4حرکت   𝑟با احتمال   3داریم)بازیگر  2تفاوت شدن بازیگر حال برای بی 

{
𝑈2(𝐿) = 8𝑝 − 8𝑝𝑟 + 3𝑟

𝑈2(𝑅) = 3𝑟                      
} ⟹ 8𝑝(1 − 𝑟) = 0 ⇒ {

𝑝 = 0
𝑟 = 1

 

𝑝که    = 𝑟با شرط اول در تناقض است و در حالت   0 = 𝑝(1که شرط     𝑞و  𝑝ازای هر  به 1 − 𝑞) =
3

8
را برقرار  

 نهایت تعادل ترکیبی داریم.کند بی

 با توجه به تقارن مسئله این حالت مانند قبل است. ترکیب کند. {𝑴𝟑,𝑴𝟒}بین   3بازیگر  •

 داریم: 3تفاوت شدن بازیگر برای بیترکیب کند.  {𝑴𝟏,𝑴𝟑,𝑴𝟒}بین   3بازیگر  •

{

𝑈3(𝑀1) = 8𝑝 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀3) = 8𝑞 − 8𝑝𝑞

𝑈3(𝑀4) = 3               
} ⟹ {

𝑝 = 𝑞

𝑝(1 − 𝑞) =
3

8

⇒ 𝑝 − 𝑝2 =
3

8
 

 تعادل ترکیبی در این حالت نداریم. که معادله بالا ریشه حقیقی ندارد بنابراین هیچ 

تفاوت شوند و  میان حرکاتشان بی 2و  1این حالت قبلا بررسی شد. برای این که بازیگر ترکیب نکند.  3بازیگر  •

بازیگر   به 𝑀4تواند حرکت  فقط می  3ترکیب کنند  این حالت  بازی کند. در  که شرط     𝑞و   𝑝ازای هر مقدار  را 

𝑝(1 − 𝑞) =
3

8
 نهایت تعادل ترکیبی داریم. را برقرار کند بی 
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 فصل سوم: پالایش تعادل  .3

 علی امینی :  1، سوال 3فصل 

 الف( 

 صورت زیر است:  نمایش جدولی بازی به

 

 

 

 

 

 

ها را حذف اند بنابراین یکی از آنمعادل  1y1aو    1x1aراهبردهای  کنیم جدول فوق را تا حد ممکن ساده کنیم.  سعی می

تعادل نش تواند  نمی  پساکیدا مغلوب است.    1y1aتوسط راهبرد    1y1bشویم که راهبرد  علاوه با کمی دقت متوجه میبه  کنیم.می

 صورت زیر است: شده به جدول سادهباشد. 

 

 

 

 

 

است. بنابراین دو تعادل نش محض وجود با رنگ زرد مشخص شده  2با رنگ سبز و برای بازیگر    1بهترین واکنش بازیگر  

 دارد. 

𝑃𝑢𝑟𝑒 𝑁𝐸 = (𝑎1𝑦1,  𝑦2)  

   2بازیگر 

𝑦2 𝑥2   

(4, 0) (4, ۰) 𝑎1𝑥1 

بازیگر  

1 

(4, ۰) (4, ۰) 𝑎1𝑦1 

(0, 0) (5, 1) 𝑏1𝑥1 

(3, 4) (0, 0) 𝑏1𝑦1 

   2بازیگر 

𝑦2 𝑥2   

(4, ۰) (4, ۰) 𝑎1𝑦1   بازیگر

1 (0, 0) (5, 1) 𝑏1𝑥1 
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𝑃𝑢𝑟𝑒 𝑁𝐸 = (𝑏1𝑥1,  𝑥2)   

  qکند. بازیگر دوم نیز با احتمال  را بازی می  1y1aراهبرد    pبا احتمال    1بازیگر  های نش ترکیبی  برای بدست آوردن تعادل

 کند.  را بازی می 2xحرکت 

𝐸𝑈2(𝑥2) = 0 × 𝑝 + 1 × (1 − 𝑝) = 1 − 𝑝 

 

𝐸𝑈2(𝑦2) = 0 × 𝑝 + 0 × (1 − 𝑝) = 0 

 تفاوت شود: بنابراین برای اینکه بازیگر دوم بین حرکاتش بی

𝑝 =  1 

 کنیم.  نیز همین کار را تکرار می 1برای بازیگر 

𝐸𝑈1(𝑎1𝑦1) = 4 × 𝑞 + 4 × (1 − 𝑞) = 4 

 

𝐸𝑈1(𝑏1𝑥1) = 5 × 𝑞 + 0 × (1 − 𝑞) = 5𝑞 

 کند پس: بازی می 1را با احتمال  pمشاهده شد که بازیگر اول  

4 > 5𝑞     ⇒     𝑞 <
4

5
 

 شود. خوبی دیده میترکیبی داریم. در شکل زیر نیز این موضوع به  نهایت تعادل نشبنابراین بی 

 

 

 

 

 

 

 

q 

1 

4

5
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 ( ب

 دو زیر بازی داریم یکی زیر بازی که در شکل مشخض شده و دیگری کل بازی. 

 

 آوریم.  را در این زیربازی بدست می های نش و ترکیبیتعادل

 

 

 

 

 

است. بنابراین دو تعادل نش محض وجود با رنگ زرد مشخص شده  2با رنگ سبز و برای بازیگر    1بهترین واکنش بازیگر  

 دارد. 

𝑃𝑢𝑟𝑒 𝑁𝐸 = (𝑦1,  𝑦2)  

𝑃𝑢𝑟𝑒 𝑁𝐸 = (𝑥1,  𝑥2)   

  qکند. بازیگر دوم نیز با احتمال  را بازی می  1y  حرکت  pبا احتمال    1ترکیبی بازیگر    های نشبرای بدست آوردن تعادل

 کند.  را بازی می 2xحرکت 

 

𝐸𝑈2(𝑥2) = 0 × 𝑝 + 1 × (1 − 𝑝) = 1 − 𝑝 

   2بازیگر 

𝑦2 𝑥2   

(3, 4) (۰, ۰) 𝑦1   بازیگر

1 (0, 0) (5, 1) 𝑥1 

1 p 
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𝐸𝑈2(𝑦2) = 4 × 𝑝 + 0 × (1 − 𝑝) = 4𝑝 

 تفاوت شود: بنابراین برای اینکه بازیگر دوم بین حرکاتش بی

4𝑝 = 1 − 𝑝     ⇒     𝑝 =
1

5
 

 کنیم.  نیز همین کار را تکرار می 1برای بازیگر 

𝐸𝑈1(𝑦1) = 0 × 𝑞 + 3 × (1 − 𝑞) = 3 −  3𝑞 

 

𝐸𝑈1(𝑥1) = 5 × 𝑞 + 0 × (1 − 𝑞) = 5𝑞 

 تفاوت شود: بنابراین برای اینکه بازیگر اول بین حرکاتش بی

5𝑞 = 3 − 3𝑞     ⇒     𝑞 =
3

8
 

 صورت زیر است. بنابراین تعادل نش ترکیبی به 

𝑀𝑖𝑥𝑒𝑑 𝑁𝐸 = {(
1

5
,
4

5
) , (

3

8
,
5

8
)}  

 برابر است با:   تعادل نش ترکیبیمطلوبیت انتظاری بازیگران در این 

 

𝐸𝑈1 =
3

8
× (

1

5
× 0 +

4

5
× 5) +

5

8
× (

1

5
× 3 +

4

5
× 0) =  

15

8
 = 1.875 

 

𝐸𝑈2 =
3

8
× (

1

5
× 0 +

4

5
× 1) +

5

8
× (

1

5
× 4 +

4

5
× 0) =  

4

5
 = 0.8 

 

 آوریم.  ها را بدست میو در حالت تعادل کامل زیربازی دهیمی زیر بازی قرار میجادر مرحله بعد نتایج هر سه تعادل را به 

,𝒚𝟏)محض  تعادل •  𝒚𝟐) 
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 (4، ۰ها برابر است با )بازیخواهد بود و پیامد تعادل کامل زیر  aحرکت  1انتخاب بازیگر در این حالت 

 

 

 

 

,𝑥1)محض  تعادل •  𝑥2) 

,𝑥1) سپس در زیربازی بررسی شده  خواهد بود و  bحرکت    1در این حالت انتخاب بازیگر    𝑥2) پیامد تعادل شود.  بازی می

 (5،  1) ها برابر است بابازیکامل زیر 

 

 

 

   ترکیبی تعادل •

 (4، ۰ها برابر است با )بازیخواهد بود و پیامد تعادل کامل زیر  aحرکت  1در این حالت انتخاب بازیگر 

 

 

 

 ( ج

بدست    های بیزی راتعادل ارزیابی مربوط به هرکدام را تشکیل داده و  های بدست آمده در قسمت الف،  با توجه به تعادل 

 آوریم.  می

 

1 

(۰ ،4 ) 

b a 

(4 ،3 ) 

1 

(۰ ،4 ) 

b a 

(1 ،5 ) 

1 

(۰ ،4 ) 

b a 

(8/۰  ،875/1 ) 
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,𝒂𝟏𝒚𝟏)  تعادل محضبررسی  •  𝒚𝟐) 

 در این حالت داریم: 

σ1(𝑎1) = 1  

σ1( 𝑦1) = 1 

σ2( 𝑦2) = 1 

 ای بودن: شرط عقلایی رشته

𝐸𝑈2(𝑦2|μ) > 𝐸𝑈2(𝑥2|μ)      ⇒      4μ > 1 − μ       ⇒       μ >
1

5
 

 کنیم که آیا این باور با قانون بیز سازگار است یا نه.  بررسی می

μ =
σ1(𝑏1)σ1( 𝑦1)

σ1(𝑏1)σ1( 𝑦1) + σ1(𝑏1)σ1( 𝑥1)
=
0

0
 

 توان استفاده کرد و با قانون بیز تناقضی ندارد. هر باور دلخواهی می  شود بنابراین مخرج کسر صفر می

 داریم و برابر است با:   پس تعادل بیزی

𝑃𝐵𝐸:    (σ, μ) = {σ1(𝑎1) = 1, σ1( 𝑦1)  =  1, σ2( 𝑦2)  =  1;   𝜇 >
1

5
}  

 ای هست یا خیر. کنیم که آیا این تعادل رشتهنون بررسی میکا

{𝜎𝑘}𝑘= 1
∞  =  {𝜎𝑘1(𝑎1) = 1 − η𝑘, 𝜎𝑘1( 𝑦1) = 1 − τ𝑘, 𝜎𝑘2( 𝑦2) = 1 − 𝜉   

𝑘 }  

𝛍 
𝟏 −  𝛍 
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 داریم: 

lim
𝑘→∞

𝜎𝑘 = 𝜎   

 سازیم: باورها را بر اساس قانون بیز می

μ 
𝑘 =

η𝑘 × (1 − τ𝑘)

η𝑘 × (1 − τ𝑘) + η𝑘 × τ𝑘
  

 

lim
𝑘→∞

𝜇 
𝑘 = 1   

𝜇ای بودن ) که با شرط عقلایی رشته >
1

5
 ( سازگار است.  

 .  است ایتعادل رشته بنابراین  

,𝒃𝟏𝒙𝟏)  تعادل محضبررسی  •  𝒙𝟐) 

 در این حالت داریم: 

σ1(𝑎1) = 0  

σ1( 𝑦1) = 0 

σ2( 𝑦2) = 0 

 ای بودن: شرط عقلایی رشته

𝐸𝑈2(𝑦2|𝜇) < 𝐸𝑈2(𝑥2|𝜇)      ⇒      4𝜇 < 1 − 𝜇       ⇒       𝜇 <
1

5
 

 کنیم که آیا این باور با قانون بیز سازگار است یا نه.  بررسی می

 

𝜇 =
σ1(𝑏1)σ1( 𝑦1)

σ1(𝑏1)σ1( 𝑦1) + σ1(𝑏1)σ1( 𝑥1)
=

0

0 + 1
= 0 

𝜇که با باور  <
1

5
 داریم و برابر است با:   پس تعادل بیزیسازگار است.  

𝑃𝐵𝐸:    (σ, μ) = {σ1(𝑎1) = 0, σ1( 𝑦1)  =  0, σ2( 𝑦2)  =  0;   𝜇 <
1

5
}  

 ای هست یا خیر. کنیم که آیا این تعادل رشتهبررسی می ناکنو
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{𝜎𝑘}𝑘= 1
∞  =  {𝜎𝑘1(𝑎1) = η𝑘 , 𝜎𝑘1( 𝑦1) = τ𝑘, 𝜎𝑘2( 𝑦2) = 𝜉   

𝑘 }  

 داریم: 

lim
𝑘→∞

𝜎𝑘 = 𝜎   

 سازیم: باورها را بر اساس قانون بیز می

μ 
𝑘 =

(1 − η𝑘) × τ𝑘

(1 − η𝑘) × τ𝑘 + (1 − η𝑘) × (1 − τ𝑘)
  

 

lim
𝑘→∞

𝜇 
𝑘 = 0   

𝜇ای بودن ) که با شرط عقلایی رشته <
1

5
 ( سازگار است.  

 است.   ایتعادل رشته بنابراین  

گذرد بنابراین حتما بودن تعادل این است که مسیر تعادل از مجموعه اطلاعاتی می  ایتر برای بررسی رشتهراه حل سریع

 ای است. تعادل رشته

   ترکیبیتعادل بررسی  •

 در این حالت داریم: 

σ1(𝑎1) = 1  

σ1( 𝑦1) = 1 

σ2(𝑥2) ∈ (0,
4

5
] 

 ای بودن: شرط عقلایی رشته

𝐸𝑈2(𝑦2|𝜇) = 𝐸𝑈2(𝑥2|𝜇)      ⇒      4𝜇 = 1 − 𝜇       ⇒       𝜇 =  
1

5
 

 کنیم که آیا این باور با قانون بیز سازگار است یا نه.  بررسی می

𝜇 =
σ1(𝑏1)σ1( 𝑦1)

σ1(𝑏1)σ1( 𝑦1) + σ1(𝑏1)σ1( 𝑥1)
=
0

0
 

 توان استفاده کرد و با قانون بیز تناقضی ندارد. شود بنابراین هر باور دلخواهی میمخرج کسر صفر می
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 داریم و برابر است با:   پس تعادل بیزی

𝑃𝐵𝐸:    (σ, μ) = {σ1(𝑎1) = 1, σ1( 𝑦1)  =  1, σ2(𝑥2)  ∈ (0,
4

5
] ;   𝜇 =

1

5
}  

 ای هست یا خیر. کنیم که آیا این تعادل رشتهاکنون بررسی می

 

{𝜎𝑘}𝑘= 1
∞  =  {𝜎𝑘1(𝑎1) = 1 − η𝑘, 𝜎𝑘1( 𝑦1) = 1 − τ𝑘, 𝜎𝑘2(𝑥2) = (0,

4

5
] − 𝜉   

𝑘 }  

 داریم: 

lim
𝑘→∞

𝜎𝑘 = 𝜎   

 سازیم: باورها را بر اساس قانون بیز می

μ 
𝑘 =

η𝑘 × (1 − τ𝑘)

η𝑘 × (1 − τ𝑘) + η𝑘 × τ𝑘
  

 

lim
𝑘→∞

𝜇 
𝑘 = 1  

𝜇ای بودن ) که با شرط عقلایی رشته =
1

5
 .  سازگار نیست(  

 ست. نی ایتعادل رشته بنابراین  

 ای نیز هستند.ها تعادل رشتهداریم که دوتای آن تعادل بیزی 3در مجموع 

 ( د

داند که او به عقلایی بودن  و همچنین می   داردعقلایی  رفتار   1که باور دارد که بازیگر    2ا استفاده از استنتاج پیشرو، بازیگر  ب

حالا   داند کهمی  را مشاهده کند. مطابق باورهایش  bدر مرحله اول حرکت    2بازیگر    اگر   بنابراین،  ( نیز باور دارد2خودش )بازیگر  

دهد. در نتیجه او حرکت  را در مرحله بعد انجام می 1xحرکت و   استآمده 5به قصد مطلوبیت  1بازیگر را بازی نکرده، پس  aکه 

2x جای صفر واحد.واحد مطلوبیت کسب کند به 1دهد که را انجام می  

 (  هـ

 های الف تا ج است. صورت زیر است. و روش حل دقیقا مطابق با قسمتنمودار درختی بازی به

a 
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 : محمدصدرا حیدری2، سوال 3فصل 

 قسمت الف( 

در این بازی یک زیربازی کل داریم و یک زیر بازی که از گره 

ها تعادلی است  دانیم تعادل کامل زیربازیشود. میشروع می  2بازیگر  

 نیز تعادل باشد.   که در هر زیربازی 

های زیر بازی مشخص شده  بنابراین در این بازی کافیست تعادل

ها بررسی کنیم که  را حساب کنیم. سپس برای هرکدام از این تعادل

در بازی اصلی نیز تعادل است یا نه. به عبارت دیگر بعد از پیدا شدن  

های زیربازی، مطلوبیت حاصل از آن تعادل را برای بازیگر اول  تعادل

های زیربازی  کنیم. مشخص است تمام تعادلها را پیدا میکنیم و تعادل کامل زیربازیمقایسه می 𝑎1نسبت به حرکت  

 های کل بازی است.تعادل کامل زیربازی 1معادل حداقل 

طبیعت به صورت مستقل و یکنواخت پیامدها را تصادفی   𝑜گیری  های تصمیمدر اولین قدم از آنجا که در گره

درنظر بگیریم.   1برای بازیگر   𝑍1توانیم امیدریاضی مطلوبیت حاصل را به عنوان مطلوبیت حرکت کند، میانتخاب می

می بنابراین  است.  همزمان  بازی  درختی  نمایش  زیربازی  این  و  همچنین  کشیده  را  آن  جدولی  نمایش  آن  توانیم 

 های آن را پیدا کنیم.تعادل

   2بازیگر 

𝑦2 𝑥2   

(0, 

)8 
8(

, 0) 
𝑥1 

باز

ر 
یگ

1 
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, 8(

0) 
(0

)8,  
𝑦1 

, 8(

0) 
(3

)4,  
𝑍1 

های ترکیبی  همانطور که در نمایش جدولی مشخص است بازی تعادل نش محض ندارد. برای محاسبه تعادل 

وجود    1های مختلف ترکیب بازیگر  ازای حالترا بازی کند و سپس به 𝑥2حرکت   𝑝با احتمال    2کنیم بازیگر  فرض می

 کنیم. تعادل را بررسی می

بازیگر  به  2بازیگر    ترکیب نکند:  1بازیگر   • نمی  1ازای هیچ حرکت محض  تعادل  ترکیب  این حالت  در  و  کند 

 ترکیبی نداریم.

,𝒙𝟏}میان  1بازیگر  • 𝒚𝟏}  :با احتمال   1بازیگر  کنیم فرض میترکیب کند𝑞   حرکت𝑥1 .را بازی کند 

𝑈2(𝑥2) = 8𝑞,   𝑈2(𝑦2) = 8(1 − 𝑞) ⟹ 𝑈2(𝑥2) = 𝑈2(𝑦2) ⇒ 𝑞 =
1

2
 

𝑈1(𝑥1) = 8𝑝,   𝑈1(𝑦1) = 8(1 − 𝑝) ⟹ 𝑈1(𝑥1) = 𝑈1(𝑦1) ⇒ 𝑝 =
1

2
 

 شود با:برابر می 𝑍1از حرکت   1در این حالت مطلوبیت بازیگر 

𝑈1(𝑍1) =
3

2
+
8

2
= 5.5 > 𝑈1(𝑥1) =

8

2
= 4 

 انحراف دارد و در این حالت تعادل ترکیبی نداریم. انگیزه  1بنابراین بازیگر 

,𝒙𝟏}میان  1بازیگر  • 𝒁𝟏}  :با احتمال   1کنیم بازیگر فرض میترکیب کند𝑞   حرکت𝑥1 .را بازی کند 

𝑈2(𝑥2) = 4(1 − 𝑞),   𝑈2(𝑦2) = 8𝑞 ⟹ 𝑈2(𝑥2) = 𝑈2(𝑦2) ⇒ 𝑞 =
1

3
 

𝑈1(𝑥1) = 8𝑝,   𝑈1(𝑍1) = 3𝑝 + 8(1 − 𝑝) ⟹ 𝑈1(𝑥1) = 𝑈1(𝑍1) ⇒ 𝑝 =
8

13
 

 برابر است با: 𝑦1از حرکت   1مطلوبیت بازیگر 

𝑈1(𝑦1) =
5

13
× 8 < 𝑈1(𝑥1) =

8

13
× 8 

 ها برابراست با:است که مطلوبیت حاصل از آن برای بازیگربنابراین این حالت یک تعادل ترکیبی

𝐸1: {(
1

3
, 0,

2

3
) , (

8

13
,
5

13
)} , 𝑈 = (

64

13
,
8

3
) ≈ (4.9, 2.7) 

,𝒚𝟏}میان   1بازیگر   • 𝒁𝟏}   :احتمال    1بازیگر    کنیمفرض میترکیب کند بازی کند.   𝑦1حرکت   𝑞با  این را  در 

حرکت   می 𝑦2حالت  بازیگر  مغلوب  و  نمی  2شود  بازیگر  ترکیب  حالت  این  در  حرکت  1کند.  میان  هایش  نیز 

 تفاوت نشده و در این حالت تعادل ترکیبی نداریم. بی
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,𝒙𝟏}میان   1بازیگر   • 𝒚𝟏, 𝒁𝟏} :توان نتیجه گرفت هیچ بازی ترکیبی  های قبلی میبا توجه به حالت  ترکیب کند

تفاوت شود. بنابراین در این حالت نیز  هایش بیمیان حرکت 1ازای آن بازیگر وجود ندارد که به 2و محض بازیگر 

 تعادل ترکیبی نداریم. 

های ترکیبی در این حالت به  تر دیدیم که تعادل محض نداریم. برای بررسی تعادلقبل  ترکیب نکند:   2بازیگر   •

شود  تفاوت میحرکتش بی  1میان بیش از    1توان از روی جدول مشاهده کرد تنها حالتی که بازیگر  راحتی می

بازیگر  زمانی که  بازیگر   𝑦2حرکت   2است  صورت  این  در  دهد.  انجام  میان حرکتمی  1را    𝑍1و   𝑦1های  تواند 

است و انگیزه انحراف دارد. بنابراین   𝑥2کمتر از    2برای بازیگر   𝑦2ترکیب کند. اما دراین حالت مطلوبیت حرکت  

 تعادل ترکیبی در این حالت نداریم. 

تعادل دارد. در این تعادل    1بنابراین زیربازی مورد بررسی فقط  

است که از مطلوبیت حاصل برای   ۵تقریبا برابر با    1مطلوبیت بازیگر  

ازای حرکت   بنابراین در گره اول تصمیم 𝑎1او در  گیری کمتر است. 

تصمیم  1بازیگر   گره  حرکت  در  اول  در   𝑎1گیری  و  کرده  بازی  را 

بازی می را  ترکیبی محاسبه شده  تعادل  این حالت  زیربازی  در  کند. 

 ها است. کسی انگیزه انحراف ندارد و تعادل کامل زیربازی

 

 قسمت ب( 

  1بازیگر 

ر 
یگ

باز
2 

𝑏1𝑍1 𝑎1𝑍1 𝑏1𝑦1 𝑏1𝑥1 𝑎1𝑦1 𝑎1𝑥1  

(3, 4) (6, 0) (0, 8) (8, 0) (6, 0) (6, 0) 𝑥2 

(8, 0) (6, 0) (8, 0) (0, 8) (6, 0) (6, 0) 𝑦2 

 

,𝑎1𝑥1توانیم راهبردهای معادل  می 𝑎1𝑦1, 𝑎1𝑍1 دست  یافته بازی را به شرح زیر بهرا تقلیل داده و نمایش تقلیل

 آوریم:

  1بازیگر  

ر 
یگ

باز
2 

𝑏1𝑍1 𝑏1𝑦1 𝑏1𝑥1 𝑎1  

(3, 4) (0, 8) (8, 0) (6, 0) 𝑥2 
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(8, 0) (8, 0) (0, 8) (6, 0) 𝑦2 

 قسمت ج( 

های  کنیم تعادلهای نش را پیدا کرده سپس بررسی میبا استفاده از فرم تقلیل یافته جدول بازی، ابتدا تعادل

شده بازیگر اول ستون را انتخاب کرده و بازیگر دوم  پیدا شده مناسب هستند یا نه. دقت کنید در جدول نمایش داده

 کند. سطر را انتخاب می

  1بازیگر 

ر 
یگ

باز
2 

𝑏1𝑍1 𝑏1𝑦1 𝑏1𝑥1 𝑎1  

)4(3,  )8(0,  , 0)8( )0(6,  𝑥2 

, 0)8( , 0)8( )8(0,  )0(6,  𝑦2 
 

. همانطور که از  استبا رنگ قرمز مشخص شده  2با رنگ سبز و بهترین واکنش بازیگر    1بهترین واکنش بازیگر  

 کنیم. های ترکیبی را بررسی میجدول بالا مشخص است، این بازی تعادل نش محض ندارد. حال تعادل

 ترکیب کند.  1ترکیب نکرده و بازیگر  2بازیگر  •

o   حرکت   2بازیگر𝑥2 :کند بازی  بازیگر    را  پاسخ  بهترین  حالت  این  ترکیب  𝑏1𝑥1حرکت   1در  و  بوده 

 کند.نمی

o   حرکت    2بازیگر𝑦2  :کند بازی  بازیگر    را  این حالت  میان حرکات    1در  تفاوت  بی 𝑏1𝑍1و   𝑏1𝑦1فقط 

خواهد   𝑦2بیشتر از حرکت    2برای بازیگر   𝑥2ها مطلوبیت حاصل از بازی  شود که در هر کدام از آنمی

 بود. بنابراین در این حالت تعادل ترکیبی نداریم. 

تفاوت شده و  میان حرکاتش بی 1بازیگر  𝑎1فقط در ازای حرکت   2در این حالت بازیگر  ترکیب نکند: 1بازیگر  •

را   1بازی کند، مطلوبیت حرکات بازیگر  𝑝را با احتمال   𝑥2حرکت   2تواند ترکیب کند. با فرض این که بازیگر می

 کنیم:محاسبه می

𝑈1(𝑎1, 𝜎2) = 6𝑝 + 6(1 − 𝑝) = 6 

𝑈1(𝑏1𝑥1, 𝜎2) = 8𝑝 

𝑈1(𝑏1𝑦1, 𝜎2) = 8 − 8𝑝 

𝑈1(𝑏1𝑍1, 𝜎2) = 3𝑝 + 8(1 − 𝑝) = 8 − 5𝑝 

 غالب است. بنابراین: 𝑏1𝑦1بر حرکت   𝑝ازای هر به 𝑏1𝑍1مشخص است حرکت  

6 ≥ 8𝑝 ⇒ 𝑝 ≤
3

4
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6 ≥ 8 − 5𝑝 ⇒ 5𝑝 ≥ 2 ⇒ 𝑝 ≥
2

5
 

⇒ 0.4 ≤ 𝑝 ≤ 0.75 

,𝒂𝟏}میان    1بازیگر   • 𝒃𝟏𝒙𝟏} :به  ترکیب کند این حالت  احتمال  در  هر  از  بزرگازای   𝑏1𝑥1برای حرکت    0تر 

 کند. شده و دیگر ترکیب نمی 𝑥2بیشتر از حرکت   2برای بازیگر  𝑦2بازیگر اول، مطلوبیت حرکت  

,𝒂𝟏}میان   1بازیگر   • 𝒃𝟏𝒁𝟏}   :بهترکیب کند این حالت  بزرگدر  احتمال  از  ازای هر   𝑏1𝑍1برای حرکت    0تر 

 کند. شده و دیگر ترکیب نمی 𝑦2بیشتر از حرکت   2برای بازیگر  𝑥2بازیگر اول، مطلوبیت حرکت  

,𝒃𝟏𝒙𝟏}میان   1بازیگر  • 𝒃𝟏𝒁𝟏}  :حرکت   1در این حالت با فرض این که بازیگر  ترکیب کند𝑏1𝑥1   را با احتمال

𝑞 داریم: 1تفاوتی بازیگر کند، برای بیبازی می 

𝑈1(𝑏1𝑥1) = 𝑈1(𝑏1𝑍1) ⇒  8𝑝 = 8 − 5𝑝 ⇒ 𝑝 =
8

13
 

⇒ 𝑈1(𝑏1𝑥1) = 𝑈1(𝑏1𝑍1) =
64

13
<
65

13
= 5 < 𝑈1(𝑎1) = 6 

انگیزه انحراف داشته و تعادل نداریم. دقت کنید این حالت در نمایش جدولی تعادل    1در این حالت بازیگر  

 تعادل است. 𝑎1در حرکت   1پایدار نیست ولی در نمایش درختی و در صورت لرزش دست بازیگر 

 بایست: می 1تفاوتی بازیگر در این حالت برای بی حرکت غیرمغلوبش ترکیب کند: 3میان  1بازیگر  •

6 = 8𝑝 ⇒ 𝑝 =
3

4
 

6 = 8𝑝 − 5 ⇒ 𝑝 =
2

5
 

 پذیر نیست و در این حالت نیز تعادل نداریم. که امکان

با احتمالی    2را انتخاب کرده و بازیگر   𝑎1حرکت    1دهد که بازیگر های نش بازی بالا زمانی رخ میبنابراین تعادل

,0.4]در بازه    را بازی کند.  𝑥2حرکت    [0.75

در    2ازای بازه حرکات ترکیبی بازیگر  را در به  1های مناسب ابتدا مطوبیت حرکات بازیگر  برای یافتن تعادل 

 کنیم: تعادل حساب می

𝑈1(𝑎1) = 6 

𝑈1(𝑏1𝑥1) = 8𝑝, 𝑈1(𝑏1𝑦1) = 8(1 − 𝑝), 𝑈1(𝑏1𝑍1) = 8 − 5𝑝 

𝑈1(𝑏1𝑍1)دانیم همواره  می > 𝑈1(𝑏1𝑦1) :بنابراین 

8𝑝 > 8 − 5𝑝 ⇒ 𝑝 >
8

13
≈ 0.6 

8𝑝 > 8 − 8𝑝 ⇒ 𝑝 >
1

2
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به  تعادلبرای  آوردن  بهدست  ابتدا  مناسب  حالتهای  بازیگر  ازای  مطلوبیت  ترتیب  مختلف  حرکات    1های  از 

کنیم وجود تعادل را بررسی کنیم. فرض  های مختلف تلاش میازای لرزش دستدست آورده و بهاش را بهغیرتعادلی

 𝜖𝑖 ،𝜖𝑗ترتیب برابر با به 𝑏1𝑍1و  𝑏1𝑥1  ،𝑏1𝑦1های  ، احتمال هر کدام از بازی1کنیم در بازی کاملا ترکیبی بازیگر  می

 باشد. بنابراین: 𝜖𝑘و 

o 𝑝 ∈ [
2

5
,
1

2
) 

𝑈1(𝑏1𝑥1) < 𝑈1(𝑏1𝑦1) < 𝑈1(𝑏1𝑍1) ⇒ 𝑖 > 𝑗 > 𝑘 

 خواهد بود و انگیزه انحراف دارد. 𝑦2بیشتر از حرکت   𝑥2از حرکت    2در این صورت مطلوبیت بازیگر  

o 𝑝 =
1

2
 

𝑈1(𝑏1𝑥1) = 𝑈1(𝑏1𝑦1) < 𝑈1(𝑏1𝑍1) ⇒ 𝑖 = 𝑗 > 𝑘 

 بوده و انگیزه انحراف دارد.  𝑦2بیشتر از   𝑥2از حرکت   2در این حالت نیز مطلوبیت بازیگر 

o 𝑝 ∈ (
1

2
,
8

13
) 

𝑈1(𝑏1𝑦1) < 𝑈1(𝑏1𝑥1) < 𝑈1(𝑏1𝑍1) ⇒ 𝑗 > 𝑖 > 𝑘 

 است و انگیزه انحراف دارد.  𝑦2بیشتر از حرکت   𝑥2در این حالت نیز مطلوبیت حرکت 

o 𝑝 =
8

13
 

𝑈1(𝑏1𝑦1) < 𝑈1(𝑏1𝑥1) = 𝑈1(𝑏1𝑍1) 

 در این حالت 

o 𝑝 ∈ (
8

13
,
3

4
) 

𝑈1(𝑏1𝑦1) < 𝑈1(𝑏1𝑍1) < 𝑈1(𝑏1𝑥1) 

 

 }نیاز به تکمیل تعادل مناسب{ 

 قسمت د( 



119 

زیر    های : مانند استدلال قبل تعادلبخش الف

را حساب می بازی  بازی مشخص شده  کنیم. زیر 

زمان است که  مشخص شده در واقع یک بازی هم

 نمایش جدولی آن به شرح زیر است.

   2بازیگر 

𝑦2 𝑥2   

)8(0,  , 0)8( 𝑥1 

ی
باز ر 

گ
1 , 0)8( )8(0,  𝑦1 

بازی بالا متقارن است و تنها یک تعادل نش دارد که در آن هر دو بازیگر با احتمال مساوی یک دوم حرکاتشان  

برای  𝑎1خواهد بود که از مطلوبیت بازی    4را بازی کنند. در این صورت مطلوبیت هر بازیگر در این تعادل برابر با  

در گره اطلاعاتی    1است که در آن بازیگر  های بازی فوق تعادلیکمتراست. بنابراین تنها تعادل کامل زیربازی  1بازیگر  

های اطلاعاتی هرکدام از بازیگران با احتمال برابر حرکاتشان را ترکیب  کرده و در سایر گرهرا بازی 𝑎1اولش حرکت  

 کنند. 

 

 : نمایش جدولی بازی به شکل زیر خواهد بود.بخش ب



12۰ 

  1بازیگر 

ر 
یگ

باز
2 

𝑏1𝑦1 𝑏1𝑥1 𝑎1𝑦1 𝑎1𝑥1  

(0, 8) (8, 0) (6, 0) (6, 0) 𝑥2 

(8, 0) (0, 8) (6, 0) (6, 0) 𝑦2 

 کنیم.را حذف کرده و نمایش جدولی تقلیل یافته بازی را رسم می 𝑎1𝑦1و   𝑎1𝑥1حرکات معادل  

  1بازیگر 

ر 
یگ

باز
2 

𝑏1𝑦1 𝑏1𝑥1 𝑎1  

(0, 8) (8, 0) (6, 0) 𝑥2 

(8, 0) (0, 8) (6, 0) 𝑦2 

 کنیم.یافته را حساب میهای نش بازی جدولی تقلیل: ابتدا تعادلبخش ج

  1بازیگر 

ر 
یگ

باز
2 

𝑏1𝑦1 𝑏1𝑥1 𝑎1  

)8(0,  , 0)8( )0(6,  𝑥2 

, 0)8( )8(0,  )0(6,  𝑦2 

 

 در آن ترکیب نکند نداریم.  2تعادلی که بازیگر دانیم  مانند قسمت قبل می •

از سوووایر    1. در این صوووورت توا زموانی کوه مطلوبیوت این حرکوت برای بوازیگر  را باازی کناد  𝒂𝟏حرکات    1باازیگر  •

 حرکاتش بیشتر باشد تعادل داریم. به عبارت دیگر:

6 ≥ 8𝑝 ⇒ 𝑝 ≤
3

4
 

6 ≥ 8(1 − 𝑝) ⇒ 𝑝 ≥
1

4
 

⇒ 0.25 ≤ 𝑝 ≤ 0.75 

بنابراین در این حالات نیز تعادل  کند.  تفاوت نشوده و ترکیب نمیبی 2بازیگر    ،1در حرکات محض دیگر بازیگر   •

 نداریم.

,𝒃𝟏𝒙𝟏}میاان حرکاات    1باازیگر   • 𝒃𝟏𝒚𝟏}  .مواننود بخش ب تنهوا تعوادل در ترکیوب هر دو بوازیگر بوا    ترکیاب کناد

 است و انگیزه انحراف دارد. 1برای بازیگر  𝑎1است که مطلوبیت حاصل از آن کمتر از حرکت   0.۵احتمال  
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تفواوت  بی  2در این حوالوت دیگر بوازیگر    و یکی از حرکاات دیگر  ترکیاب کناد.  𝒂𝟏میاان حرکاات    1باازیگر   •

 کند.نخواهد شد و یکی از از حرکات محضش را بازی می

 میان حرکاتش داریم: 1تفاوتی بازیگر در این حالت برای بی  میان تمام حرکاتش ترکیب کند. 1بازیگر  •

6 = 8𝑝 ⇒ 𝑝 = 0.75, 6 = 8(1 − 𝑝) ⇒ 𝑝 = 0.25 

 که تناقض است و در این حالت نیز تعادل نداریم.

,0.25]بوا احتموالی در بوازه    2کرده بوازیگر  را بوازی  𝑎1حرکوت    1بنوابراین حرکواتی کوه در آن بوازیگر   حرکوت   [0.75

𝑥2 های بازی خواهند بود.را بازی کند تعادل 

دانیم بازیگر با توجه به تعریف تعادل مناسوب به عنوان تعادلی که در آن امکان لرزش دسوت وجود دارد، می 

خواهد شووود. در این حالت   2کند و اگر دسوووتش بلغزد وارد بازی همزمانی با بازیگر  را بازی می  𝑎1همواره حرکت  1

فقط و  2بدهد و به عبارت دیگر بازیگر   1کند که اطلاعات اضوووافه در مورد بازی به بازیگر  هیچ حرکتی نمی  2بازیگر 

کند و این تنها تعادل مناسوب بازی اسوت. برای توضویحات بیشوتر فقط با احتمال یک دوم میان حرکاتش ترکیب می

 را بخوانید.  این مطلب

 : حسن ابوذر پور 3، تمرین 3فصل 

 الف(

 این بازی هیچ تعادل نش محضی ندارد. 

2بازیگر    

 𝑧2 𝑦2 𝑥2  

(0,3) (3,0) (1,2) 𝑥1 

1بازیگر   (2,0) (2,2) (1,1) 𝑦1 

(3,0) (0,3) (1,2) 𝑧1  

 

 2حرکات بازیگر تایی از  3و  2، 1های ترکیبی این بازی، ترکیبات باشد. برای بدست آوردن تعادلهای ترکیبی میاما این بازی دارای تعادل

 های ترکیبی این بازی عبارتند از : تفاوت کنیم. تعادلرا بی 1کنیم بازیگر را انتخاب کرده و سعی می

2بازیگر     

1 − 𝑝′ − 𝑞′ 𝑞′ 𝑝′   

 𝑧2 𝑦2 𝑥2   

(0,3) (3,0) (1,2) 𝑥1 𝑝  1بازیگر  

http://pareto.uab.es/jmasso/pdf/Nash%20Equilibrium%20Handout.pdf
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(2,0) (2,2) (1,1) 𝑦1 𝑞 

(3,0) (0,3) (1,2) 𝑧1 1 − 𝑝 − 𝑞  

 

را ترجیح   𝑥2انتخاب    2که بازیگر  تفاوت شود. حال برای اینحرکت خود بی  3بین    1را بازی کند و بازیگر   𝑥2  2حالتی که بازیگر   -۱

 دهد، خواهیم داشت: 

𝑢2(𝜎1, 𝑥2) = 2𝑝 + 𝑞 + 2(1 − 𝑝 − 𝑞) = 2 − 𝑞 

𝑢2(𝜎1, 𝑦2) = 2𝑞 + 3(1 − 𝑝 − 𝑞) = 3 − 3𝑝 − 𝑞,  𝑢2(𝜎1, 𝑧2) = 3𝑝 

𝑝چنانچه   ≥
1

3
 , 𝑞 ≤

2

3
 گاه بر اساس روابط بالا تعادل نش ترکیبی زیر را خواهیم داشت: باشد، آن 

𝜎 = (𝜎1, 𝜎2) = ({𝑝 ≥
1

3
 , 𝑞 ≤

2

3
} , 𝑥2) 

,𝑦2بین   2حالتی که بازیگر  -۲ , 𝑧2   .بین  1همچنین بازیگر ترکیب کند𝑦1, 𝑥1 در این حالت نیز به تعادل زیر   تفاوت شود. بی

 رسیم:می

𝜎 = (𝜎1, 𝜎2) = ({𝑝 =
2

5
 , 𝑞 =

3

5
} , {𝑝′ = 0 , 𝑞′ =

2

3
}) 

,𝑦2بین   2حالتی که بازیگر  -۳ , 𝑧2   .بین  1همچنین بازیگر ترکیب کند𝑦1, 𝑧1 در این حالت نیز به تعادل زیر   تفاوت شود. بی

 رسیم:می

𝜎 = (𝜎1, 𝜎2) = ({ 𝑝 = 0, 𝑞 =
1

2
} , { 𝑝′ = 0, 𝑞′ =

1

3
}) 

تعادل ترکیبی است که عبارتند   3با نوشتن الباقی حالات به تناقض رسیده و تعادل ترکیبی دیگر وجود ندارد. پس مجموعا این بازی دارای 

 از:

,{(𝑝 ≥
1

3
 , 𝑞 ≤

2

3
, 1 − 𝑝 − 𝑞) , (1,0,0)} , {(

2

5
,
3

5
, 0) , (0,

2

3
,
1

3
)}, {(0,

1

2
,
1

2
) , (0,

1

3
,
2

3
)} 

 ب(

2بازیگر     

휁𝑘 휁𝑘 1 − 2휁𝑘   

 𝑧2 𝑦2 𝑥2   

(0,3) (3,0) (1,2) 𝑥1 0.5 

1بازیگر   (2,0) (2,2) (1,1) 𝑦1 0 

(3,0) (0,3) (1,2) 𝑧1 0.5  
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 از انتخاب حرکات مختلف را بررسی کنیم 1حال مطلوبیت بازیگر 

𝑢1(𝑥1) = 1 − 2휁𝑘 + 3휁𝑘 = 1 + 휁𝑘 

𝑢1(𝑦1) = 1 − 2휁𝑘 + 4휁𝑘 = 1 + 2휁𝑘  

𝑢1(𝑧1) = 1 − 2휁𝑘 + 3휁𝑘 = 1 + 휁𝑘  

1

2
𝑢1(𝑥1) +

1

2
𝑢1(𝑧1) > 𝑢1(𝑦1)

                
→     1 + 휁𝑘 > 1 + 2휁𝑘

                
→    휁𝑘 < 0 

می ازای  وقتی  به  که  است  کامل  تعادل  که  کنیم  ادعا  𝑘توانیم 
 
→ بازه  ∞  تعادل برای  به  شود  همگرا  ما  بازی  بخصوص  ای 

{(
1

2
. 0 ,

1

2
), 𝑥2}  از آنجایی که .휁𝑘 <  برقرار است، لذا این تعادل کامل نیست. 0

 

 است  یبیترک  کاملا کنند پس حرکت یاشتباه م  همه شود یدر تعادل کامل فرض م  ج(

2بازیگر     

0.3휁𝑘 0.7휁𝑘 1 − 휁𝑘    

 𝑧2 𝑦2 𝑥2   

(0,3) (3,0) (1,2) 𝑥1 0.4𝜖𝑘 
بازیگر  

1 (2,0) (2,2) (1,1) 𝑦1 1-𝜖𝑘 

(3,0) (0,3) (1,2) 𝑧1 0.2𝜖𝑘  

)}برای نمونه تعادل  
1

3
 ,
2

3
, 0) ,  ، حاصل از اولین تعادل ترکیبی بدست آمده از قسمت الف را در نظر بگیرید.  {(1,0,0)

𝑢1(𝑥1) = 1 − 휁𝑘 + 2.1휁𝑘 = 1 + 1.1휁𝑘 

𝑢1(𝑦1) = 1 − 휁𝑘 + 2휁𝑘 = 1 + 휁𝑘  

𝑢1(𝑧1) = 1 − 휁𝑘 + 0.9휁𝑘 = 1 − 0.1휁𝑘  

 وجود ندارد.   𝑧1انگیزه انحراف به  1پس در مسیر تعادلی بازیگر 

𝑢2(𝑥2) = 0.8𝜖𝑘 + 1 − 𝜖𝑘 + 0.4𝜖𝑘 = 1 + 0.2𝜖𝑘 

𝑢2(𝑦2) = 1 − 𝜖𝑘 + 0.6𝜖𝑘 = 1 − 0.4𝜖𝑘 

𝑢2(𝑧2) = 1.2𝜖𝑘 
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𝜖𝑘را انتخاب کند باید  𝑧2بخواهد    2چنانچه بازیگر  > باشدد.  نیز بیشدتر می  𝑦2از  𝑥2باشدد که در تناقض اسدت. بعلاوه پیامد انتظاری   1

بده هیچ کددام از حرکدات دیگر را نددارد. لدذا بدا ایجداد اعوجداج انگیزه تخطی از تعدادل وجود نددارد و   𝑥2انگیزه تخطی از حرکدت    2لدذا بدازیگر  

 توان بررسی کرد. های دیگر را نیز میباشد. به همین ترتیب تعادلتعادل کامل می

 د(

2بازیگر     

휁2𝑘 휁𝑘 1 − 휁𝑘-휁2𝑘   

 𝑧2 𝑦2 𝑥2   

(0,3) (3,0) (1,2) 𝑥1 
1

3
− 𝜖𝑘 

بازیگر  
1 (2,0) (2,2) (1,1) 𝑦1 

2

3
 

(3,0) (0,3) (1,2) 𝑧1 𝜖𝑘  

𝑢1(𝑥1) = 1 − 휁𝑘 − 휁2𝑘 + 3휁𝑘 = 1 + 2휁𝑘 − 휁2𝑘 

𝑢1(𝑦1) = 1 − 휁𝑘 − 휁2𝑘 + 2휁𝑘 + 휁2𝑘 = 1 + 휁𝑘 + 휁2𝑘 

𝑢1(𝑧1) = 1 − 휁𝑘 − 휁2𝑘 + 3휁2𝑘 = 1 − 휁𝑘 + 2휁2𝑘  

𝑢2(𝑥2) =
2

3
− 2𝜖𝑘 +

2

3
− +2𝜖𝑘 =

4

3
 

𝑢2(𝑦2) =
4

3
+ 3𝜖𝑘 

𝑢2(𝑧2) = 1 − 3𝜖𝑘 

شود، در تمام    یم  یکمتر باز 𝜖𝑘دارد با احتمال     کمتر تیاست، هرحرکت که مطلوب  یبیتعادل مناسب: حرکت کاملا ترک  فیبر اساس تعر

 شود.   یبه تعادل همگرا م  تیاست و در نها برقرار  𝜖𝑘 تعادل مناسب  ییهمگرا ریمس

 شوند. های ترکیبی نیز به همین صورت بررسی میباقی تعادل
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 فاطمه اصغری : 4، تمرین 3فصل 

 

ود چه  فراخوانده می ش  برای بازی  الف( برای به دست آوردن راهبردها باید بگوییم هر بازیگر در هر مجموعه اطلاعاتی که

می انجام  دوکاری  در  اول  بازیگر  دایره  مجموعه  دهد.  با  که  می  مشخص  اطلاعاتی  فراخوانده  بازی  برای  اند  پس   ،شودشده 

شود او استراتژی  موعه ی اطلاعاتی که فراخوانده مییعنی در هر دو مج  CC{ است. CC,CT,TC,TTراهبردهای او به صورت }

C  چین ود که این مجموعه اطلاعاتی با خطشاطلاعاتی برای بازی فراخوانده میفقط در یک مجموعه    2گیرد. بازیگر  را به کار می

 { است. C,T} 2نمایش داده شده است. پس راهبردهای بازیگر 

 ب( نمایش جدولی بازی به صورت زیر است.

 

ج( برای یافتن تعادل نش باید بهترین پاسخ هر بازیگر به هر استراتژی طرف مقابل را بیابیم. تقاطع این بهترین پاسخ ها  

 تعادل نش است. 

 

br1(C)     if R type: T   br1(T) if R type: C   

   if T type: T          if T type: T 

 )  

 

 

 

 

   

 

T T C C 

C C C C T T T T 

R T 

Player 

1 

Player 

1 

[P] 1-P]] 

N 

player 2 

(
1

1
) 

(
0

10
) (

10

0
) (

-5

-5
) (

1

1
) (

0

10
) (

16

0
) (

1

-5
) 
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br2 (CC) ⇒ expected utility of playing c: p×1+(1-p) ×1=1 

         ⇒ br2 (cc)=T 

      expected utility of playing T: p×10+(1-p) ×10=10 

 

br2 (CT) ⇒ expected utility of playing C: p×1+(1-p) ×0=p       p>
5

14
: T 

          p<
5

14
: C 

          expected utility of playing T: p×10+(1-p) ×-5=-5                       p=
5

14
:C/T 

 

br2 (TC) ⇒ expected utility of playing C: p×0+(1-p) ×1=1-p              P>
9

14
: C 

             P<
9

14
: T 

  expected utility of playing T: p×(-5)+(1-p) ×10=-15p+10                       P=
9

14
:C/T 

 

br2 (TT) ⇒ expected utility of playing C: p×0+(1-p) ×0=0        

          ⇒ br2 (TT)=C  

          expected utility of playing T: p×-5+(1-p) ×-5=-5         

𝑝 افتد و به ازای  اتفاق می   pبه ازای همه مقادیر   (TT, Cها در )تقاطع بهترین پاسخ ≥
5

14
  ( ،CT,Tنیز می )  تواند

 باشد. تعادل نش

 : ملیکا عبدی6، تمرین 3صل ف
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 کنیم. های نش محض شروع می دانیم هر تعادل بیزی، یک تعادل نش است. پس با پیدا کردن تعادلمی

 (Hو چپ استراتژی در   h)راست استراتژی در مجموعه اطلاعات  بازیگر دوم

DD DU UD UU  

ول 
ر ا

یگ
باز

 

(0.5,1) )1.5(3, (0.5,1) )1.5,3( LL 

(1.5,0.5) (2.5,0) )1.5,1( (2,1) LR 

(2,1) )2,3.5( (0,0.5) (1.5,1.5) RL 

,0.5)3( (3,0.5) )1(0.5, )1(0.5, RR 

 

 تعادل نش محض داریم:با توجه به جدول، سه 

,𝐿𝐿) تعادل اول 𝑈𝑈): 

  𝜎1(𝐿|𝑥1) = 𝜎2(𝐿|𝑥2) = 1, 𝜎2(𝑈|ℎ) = 𝜎2(𝑈|𝐻) = 1 →  

 𝜇2(𝑥3|ℎ) =
𝜎(𝑥1) × 𝜎1(𝐿|𝑥1)

𝜎(𝑥1) × 𝜎1(𝐿|𝑥1) + 𝜎(𝑥2) × 𝜎1(𝐿|𝑥2)
=

0.5 × 1

0.5 × 1 + 0.5 × 1
= 0.5, 

 𝑢2(𝑈|𝐻) > 𝑢2(𝐷|𝐻) → 𝜇2(𝑥5|𝐻) × 0 + (1 − 𝜇2(𝑥5|𝐻)) × 2

> 𝜇2(𝑥5|𝐻) × 1 + (1 − 𝜇2(𝑥5|𝐻)) × 0 →  𝜇2(𝑥5|𝐻) <
2

3
  

 سوی بیزی است(تعادل هم)این یک 
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,𝐿𝑅) تعادل دوم  𝑈𝐷): 

𝜎1(𝐿|𝑥1) = 1 − 𝜎1(𝐿|𝑥2) = 1,    𝜎2(𝑈|ℎ) = 1 − 𝜎2(𝑈|𝐻) = 0 → 𝜇2(𝑥3|ℎ) =  1, 𝜇2(𝑥5|𝐻)

= 0 

,𝑅𝐿)  سومتعادل  𝐷𝑈): 

𝜎1(𝐿|𝑥1) = 1 − 𝜎1(𝐿|𝑥2) = 0,    𝜎2(𝑈|ℎ) = 1 − 𝜎2(𝑈|𝐻) = 0 → 𝜇2(𝑥3|ℎ) = 0, 𝜇2(𝑥5|𝐻)

= 1 

 

 : سعید حجتی نژاد 6، تمرین 3فصل 

 الف( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Hو مجموعه اطلاعاتی    hبه شکل زوج مرتب و به ترتیب در مجموعه اطلاعاتی    2کشیم. حرکات بازیگر  ابتدا نمایش جدولی بازی را می

 است: 

ت 
یع

طب
 

P
ro

b
 [

1/
3

]:
 

T1
 

 2بازیگر     

  
 

UU UD DU DD 

 1بازیگر 
L , 1) 1( , 1) 1( , 0) 1( , 0) 1( 

R (0 , 1) (0 , 0) (0 , 1) (0 , 0) 
      

  
 

       

P
ro

b
 

[1
/3 ]:
 

T2
 2بازیگر      
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UU UD DU DD 

 1بازیگر 
L , 1) 2( , 1) 2( (0 , 0) (0 , 0) 

R (1 , 1) (1 , 0) , 1) 1( , 0) 1( 

        

        

P
ro

b
 [

1/
3

]:
 

T3
 

 2بازیگر     

  
 

UU UD DU DD 

 1بازیگر 
L , 1) 1( (1 , 1) , 0) 0( (0 , 0) 

R (0 , 0) , 1) 2( , 0) 0( , 1) 2( 

 

 باید بهترین پاسخ هر بازیگر به هر استراتژی طرف مقابل را بیابیم. تقاطع این بهترین پاسخ ها تعادل نش است.   برای یافتن تعادل نش

 داریم: 1برای بازیگر  

𝐵𝑅1(𝑈𝑈|𝑇1) = 𝐿 

𝐵𝑅1(𝑈𝐷|𝑇1) = 𝐿 

𝐵𝑅1(𝐷𝑈|𝑇1) = 𝐿 

𝐵𝑅1(𝐷𝐷|𝑇1) = 𝐿 

𝐵𝑅1(𝑈𝑈|𝑇2) = 𝐿 

𝐵𝑅1(𝑈𝐷|𝑇2) = 𝐿 

𝐵𝑅1(𝐷𝑈|𝑇2) = 𝑅 

𝐵𝑅1(𝐷𝐷|𝑇2) = 𝑅 

𝐵𝑅1(𝑈𝑈|𝑇3) = 𝐿 

𝐵𝑅1(𝑈𝐷|𝑇3) = 𝑅 

𝐵𝑅1(𝐷𝑈|𝑇3) = 𝐿/𝑅 

𝐵𝑅1(𝐷𝐷|𝑇3) = 𝑅 

 داریم:  2همچنین برای بازیگر 

𝐵𝑅2(𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈/𝑈𝐷 
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𝐵𝑅2(𝐿𝐿𝑅) = 𝑈𝐷 

𝐵𝑅2(𝐿𝑅𝐿) = 𝑈𝑈 

𝐵𝑅2(𝐿𝑅𝑅) = 𝑈𝑈/𝑈𝐷 

𝐵𝑅2(𝑅𝐿𝐿) = 𝑈𝑈 

𝐵𝑅2(𝑅𝐿𝑅) = 𝑈𝑈/𝑈𝐷 

𝐵𝑅2(𝑅𝑅𝐿) = 𝑈𝑈 

𝐵𝑅2(𝑅𝑅𝑅) = 𝑈𝑈/𝐷𝑈 

 .هستندنش  هایها تعادلتقاطع بهترین پاسخ

 را بررسی کنیم.   LLLرا انجام دهد، فقط کافی است تعادل بودن حرکت    Lهایی که بازیگر اول در تمام انواع، حرکت  برای یافتن تعادل

𝐵𝑅2(𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈/𝑈𝐷 

و در حالت دوم   Lدر حالت اول    1بهترین پاسخ بازیگر    UDو    UUهر ترکیبی از    کنید که به ازایاگر به جدول دقت کنید مشاهده می

است و تنها در حالت سوم است که بازیگر اول حرکت غالب اکید ندارد. پس جدول را با احتمالات حرکت ترکیبی برای این حالت خاص    Lنیز  

 نویسیم:به شکل زیر می 

ت 
یع

طب
 

P
ro

b
 [

1/
3

]:
 T

1
 

 2بازیگر     

   UU (p) UD (1-p) DU DD 

 1بازیگر 
L , 1) 1( , 1) 1( , 0) 1( , 0) 1( 

R (0 , 1) (0 , 0) (0 , 1) (0 , 0) 

        
 

       

P
ro

b
 [

1/
3

]:
 T

2
 

 2بازیگر     

   UU (p) UD (1-p) DU DD 

 1بازیگر 
L , 1) 2( , 1) 2( (0 , 0) (0 , 0) 

R (1 , 1) (1 , 0) , 1) 1( , 0) 1( 

        

        

P
ro

b
 [

1/
3

]:
 T

3
 

 2بازیگر     

   UU (p) UD (1-p) DU DD 

 1بازیگر 
L (q) , 1) 1( (1 , 1) , 0) 0( (0 , 0) 

R (1-q) (0 , 0) , 1) 2( , 0) 0( , 1) 2( 
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 نویسیم:های ترکیبی میمطلوبیت انتظاری را برای دو بازیگر به ازای حرکت 

𝑈1(𝐿|𝑇3) = (1 ∗ 𝑝) + (1 ∗ (1 − 𝑃)) = 1 

𝑈1(𝑅|𝑇3) = (0 ∗ 𝑝) + (2 ∗ (1 − 𝑃)) = 2 − 2𝑝 

𝑈2(𝑈𝑈) = (
1

3
∗ 1) + (

1

3
∗ 1) + (

1

3
∗ ((1 ∗ 𝑞) + (0 ∗ (1 − 𝑞)))) =

2 + 𝑞

3
 

𝑈2(𝑈𝐷) = (
1

3
∗ 1) + (

1

3
∗ 1) + (

1

3
∗ ((1 ∗ 𝑞) + (1 ∗ (1 − 𝑞)))) = 1 

 را بازی کند باید داشته باشیم:  Lبرای اینکه بازیگر اول در نوع سوم نیز 

𝑈1(𝐿|𝑇3) >  𝑈1(𝑅|𝑇3) 

1 > 2 − 2𝑝    →       𝑝 >
1

2
  

𝑞کند و در نتیجه  را بازی می  Lکه در این حالت بازیگر اول در نوع سوم نیز حتما  =  خواهد بود. در نتیجه خواهیم داشت:   1

𝑈2(𝑈𝑈) = 𝑈2(𝑈𝐷) = 1  

 را بازی کند به شکل زیر خواهد بود:  Lهای نش مسئله به نحوی که هر نوعی از بازیگر اول حرکت در نتیجه کلیه تعادل

𝜎1(𝐿|𝑇1) = 1, 𝜎1(𝐿|𝑇2) = 1, 𝜎1(𝐿|𝑇3) = 1, 𝜎2(𝑈|ℎ) = 1, 𝜎2(𝑈|𝐻) = (
1

2
, 1]  

 ای عقلایی باشد باید داشته باشیم:رشته  Hبرای اینکه حرکت بازیگر دوم در گره اطلاعاتی 

𝑈2(𝑇1, 𝑅, 𝑈)𝜇2(𝑥4|𝐻) + 𝑈2(𝑇2, 𝑅, 𝑈)𝜇2(𝑥5|𝐻) + 𝑈2(𝑇3, 𝑅, 𝑈)(1 − 𝜇2(𝑥4|𝐻) − 𝜇2(𝑥5|𝐻))

> 𝑈2(𝑇1, 𝑅, 𝐷)𝜇2(𝑥4|𝐻) + 𝑈2(𝑇2, 𝑅, 𝐷)𝜇2(𝑥5|𝐻)

+ 𝑈2(𝑇3, 𝑅, 𝐷)(1 − 𝜇2(𝑥4|𝐻) − 𝜇2(𝑥5|𝐻)) 

𝜇2(𝑥4|𝐻) = 𝜇24 , 𝜇2(𝑥5|𝐻) = 𝜇25 

𝜇24 + 𝜇25 > 1 − 𝜇24 − 𝜇25 

𝜇24 + 𝜇25 >
1

2
 

 را بازی کند به شکل زیر خواهد بود:  Lهای بیزی مسئله به نحوی که هر نوعی از بازیگر اول حرکت در نتیجه کلیه تعادل

𝜎1(𝐿|𝑇1) = 1, 𝜎1(𝐿|𝑇2) = 1, 𝜎1(𝐿|𝑇3) = 1, 𝜎2(𝑈|ℎ) = 1, 𝜇2(𝑥1|ℎ) =
1

3
, 𝜇2(𝑥2|ℎ)

=
1

3
, 𝜎2(𝑈|𝐻) = 1, 𝜇2(𝑥4|𝐻) + 𝜇2(𝑥5|𝐻) >

1

2
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𝜎1(𝐿|𝑇1) = 1, 𝜎1(𝐿|𝑇2) = 1, 𝜎1(𝐿|𝑇3) = 1, 𝜎2(𝑈|ℎ) = 1, 𝜇2(𝑥1|ℎ) =
1

3
, 𝜇2(𝑥2|ℎ)

=
1

3
, 𝜎2(𝑈|𝐻) = (

1

2
, 1) , 𝜇2(𝑥4|𝐻) + 𝜇2(𝑥5|𝐻) =

1

2
 

 

 

 

 : سعید حجتی نژاد 7، تمرین 3فصل 

 الف( 

 

 کشیم:ابتدا نمایش جدولی بازی را می 

 1بازیگر 

L  R 

 3بازیگر      3بازیگر    

   l r     l r 
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بازیگر  
2 

S 0, 00,  0, 00,     بازیگر
2 

S 2, 1, 1 2, 1, 1 

C , 000,  1, 00,   C 1, 2, 1 , 0, 01 

 

 اکیدا مغلوب است، بنابراین هرگز آن را بازی نخواهد کرد.   1برای بازیگر   Lهمانطور که پیداست حرکت 

 تعادل نش بر اساس جدول فوق به صورت زیر خواهد بود: 

𝜎1(𝐿) = 0, 𝜎2(𝐶) = 1, 𝜎3(𝑙) = 1  

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝐶; 𝜇2(𝑥1|ℎ) = 1; 𝑆3 = 𝑙; 𝜇3(𝑥2|𝐻) = 1 

𝜎1
′(𝐿) = 0, 𝜎2

′(𝐶) = 0, 𝜎3
′(𝑙) ∈ [0 ,

1

2
] 

 ای عقلایی باشد: باید باوری داشته باشد که رشته  3بازیگر  lبرای حرکت 

𝑈3(𝑅, 𝐶, 𝑙)𝜇3
′ (𝑥2|𝐻) + 𝑈3(𝐿, 𝐶, 𝑙)(1 − 𝜇3

′ (𝑥2|𝐻))

< 𝑈3(𝑅, 𝐶, 𝑟)𝜇3
′ (𝑥2|𝐻) + 𝑈3(𝐿, 𝐶, 𝑟)(1 − 𝜇3

′ (𝑥2|𝐻)) 

𝜇3
′ < (1 − 𝜇3

′ ) 

1

2
> 𝜇3

′  

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝑆; 𝜇2
′ (𝑥1|ℎ) = 1; 𝑆3 = 𝑟; 𝜇3

′ (𝑥2|𝐻) <
1

2
 

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝑆; 𝜇2
" (𝑥1|ℎ) = 1; 𝜎3

"(𝑙) ∈ (0 ,
1

2
] ; 𝜇3

" (𝑥2|𝐻) =
1

2
 

 در نتیجه سه تعادل بیزی به دست آمد:

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝐶; 𝜇2(𝑥1|ℎ) = 1; 𝑆3 = 𝑙; 𝜇3(𝑥2|𝐻) = 1 

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝑆; 𝜇2
′ (𝑥1|ℎ) = 1; 𝑆3 = 𝑟; 𝜇3

′ (𝑥2|𝐻) <
1

2
 

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝑆; 𝜇2
" (𝑥1|ℎ) = 1; 𝜎3

"(𝑙) ∈ (0 ,
1

2
] ; 𝜇3

" (𝑥2|𝐻) =
1

2
 

 ب( 

آمده عقلایی  دستهای اطلاعاتی داخل مسیر تعادل هستند و تعادل به برای تعادل اول که به شرح زیر است، از آنجایی که تمام مجموعه 

 ای نیز است: ای است، پس این تعادل، تعادل رشته رشته 

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝐶; 𝜇2(𝑥1|ℎ) = 1; 𝑆3 = 𝑙; 𝜇3(𝑥2|𝐻) = 1 

 ای بودن را بررسی کرد. داخل مسیر تعادل نیست، باید تعادل رشته  Hبرای تعادل دوم از آنجایی که مجموعه اطلاعاتی 
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𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝑆; 𝜇2
′ (𝑥1|ℎ) = 1; 𝑆3 = 𝑟; 𝜇3

′ (𝑥2|𝐻) <
1

2
 

𝜏1
𝑛(𝐿) = 𝜖𝑛;  𝜏1

𝑛(𝑅) = 1 − 𝜖𝑛;  𝜏2
𝑛(𝐶) = 𝛿𝑛;  𝜏2

𝑛(𝑆) = 1 − 𝛿𝑛;  𝜏3
𝑛(𝑙) = 휁𝑛;  𝜏3

𝑛(𝑟) = 1 − 휁𝑛; 

 شود.  همگرا می  ′𝜎به   𝜏𝑛رشته حرکات  

𝜇3باور 
′ (𝑥2|𝐻)   هرگز توسط𝜏𝑛  شود. تنها باور سازگار تولید نمی𝜇3

′ (𝑥2|𝐻) = است ولی این باور سازگار با حرکات فوق  1

 ای نیست. نیست. بنابراین این تعادل، تعادل رشته

 ای بودن را بررسی کرد.  داخل مسیر تعادل نیست، باید تعادل رشته  Hبرای تعادل سوم از آنجایی که مجموعه اطلاعاتی  

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝑆; 𝜇2
" (𝑥1|ℎ) = 1; 𝜎3

"(𝑙) ∈ (0 ,
1

2
] ; 𝜇3

" (𝑥2|𝐻) =
1

2
 

𝜏1
𝑛(𝐿) = 𝜖𝑛;  𝜏1

𝑛(𝑅) = 1 − 𝜖𝑛;  𝜏2
𝑛(𝐶) = 𝛿𝑛;  𝜏2

𝑛(𝑆) = 1 − 𝛿𝑛;  𝜏3
𝑛(𝑙) = 𝜎3

"(𝑙) + 휁𝑛;  𝜏3
𝑛(𝑟)

= 𝜎3
"(𝑟) − 휁𝑛; 

 شود.  همگرا می  "𝜎به   𝜏𝑛رشته حرکات  

𝜇3باور 
" (𝑥2|𝐻)   هرگز توسط𝜏𝑛  شود. تنها باور سازگار تولید نمی𝜇3

" (𝑥2|𝐻) = است ولی این باور سازگار با حرکات فوق  1

 ای نیست. نیست. بنابراین این تعادل، تعادل رشته

 ای به شرح زیر است: های رشتهدر نتیجه مجموعه تعادل

𝑆1 = 𝑅; 𝑆2 = 𝐶; 𝜇2(𝑥1|ℎ) = 1; 𝑆3 = 𝑙; 𝜇3(𝑥2|𝐻) = 1 

 : سعید حجتی نژاد 8، تمرین 3فصل 

 کنیم:های دیگر بازیگران پیدا می های هر بازیگر را به حرکتکنیم و بهترین پاسخالف( ابتدا جدول بازی را رسم می
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 3بازیگر 
L  R 

 2بازیگر       2بازیگر     
   a b     a b 

 1بازیگر 

Au 31, 3,  , 05, 5  

 1بازیگر 

Au 3, 3, 1 2, 2, 2 
Ad 10, 1,  , 05, 5  Ad 10, 1,  2, 2, 2 
Du 4, 4, 4 4, 4, 4  Du , 11, 1 , 111,  
Dd 4, 4, 4 4, 4, 4   Dd , 11, 1 , 111,  

 

 های نش محض به شرح زیر خواهند بود:  در نتیجه مطابق جدول بالا، مجموعه تعادل

𝜎1 = 𝐷𝑢, 𝜎2 = 𝑎, 𝜎3 = 𝐿 

𝜎1 = 𝐷𝑑, 𝜎2 = 𝑎, 𝜎3 = 𝐿 

𝜎1 = 𝐴𝑢, 𝜎2 = 𝑎, 𝜎3 = 𝑅 

𝜎1 = 𝐴𝑑, 𝜎2 = 𝑏, 𝜎3 = 𝑅 

 

ها هم باشد، باید علاوه بر این که در درخت کامل بازی تعادل های محض کامل زیربازی ب( برای اینکه تعادلی عضو مجموعه تعادل

های مناسب نیز تعادل باشد. از آنجایی که تنها یک زیربازی مناسب غیر از درخت کامل در بازی وجود دارد و آن زیربازی  است، در زیربازی

ها های محض کامل زیربازیهایی که در این زیربازی تعادل نباشند، عضو مجموعه تعادلبه شکل نشان داده شده در زیر است، بنابراین تعادل

 نخواهند بود: 
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را انجام   dحرکت  1های نشی که در آن بازیگر  را انجام خواهد داد، تعادل uهمواره حرکت  1با توجه به اینکه در این زیربازی بازیگر 

   ها به شرح زیر است:های محض کامل زیربازیها نخواهند بود. بنابراین، مجموعه تعادلهای محض کامل زیربازیدهد عضو مجموعه تعادل

𝜎1 = 𝐷𝑢, 𝜎2 = 𝑎, 𝜎3 = 𝐿 

𝜎1
′ = 𝐴𝑢, 𝜎2

′ = 𝑎, 𝜎3
′ = 𝑅 

تعادل برای یافتن مجموعه  تعادلهای محض بیزی، رشته ج(  بررسی می زیربازیهای کامل  ای عقلایی بودن  را  باورهای ها  کنیم و 

  یابیم:سازگار را می 

𝜎1 = 𝐷𝑢, 𝜎2 = 𝑎, 𝜎3 = 𝐿 

(  3شود )مطلوبیت  منتهی می   uکه به    a( اکیدا به حرکت  5شود )مطلوبیت منتهی می   Lرا که به    bدر تعادل اول، بازیگر دوم حرکت 

ای نیست و بنابراین ای بازی کند. لذا این تعادل عقلایی رشته را نباید در عقلایی رشته  a. لذا با هیچ احتمال مثبتی حرکت  دهدترجیح می

 تعادل بیزی نیست.  

𝜎1
′ = 𝐴𝑢, 𝜎2

′ = 𝑎, 𝜎3
′ = 𝑅 

 ای عقلایی باشد باید داشته باشیم:رشته  hبرای اینکه حرکت بازیگر سوم در گره اطلاعاتی 

𝑈3(𝐷,−, 𝑅)𝜇3
′ (𝑥1|ℎ) + 𝑈3(𝐴, 𝑏, 𝑅)(1 − 𝜇3

′ (𝑥1|ℎ))

> 𝑈3(𝐷,−, 𝐿)𝜇3
′ (𝑥1|ℎ) + 𝑈3(𝐴, 𝑏, 𝐿)(1 − 𝜇3

′ (𝑥1|ℎ)) 

𝜇3
′ (𝑥1|ℎ) = 𝜇3 

𝜇3 + 2(1 − 𝜇3) > 4𝜇3 

→      2 > 5𝜇3 

𝜇3 < 0.4 

𝜎1
′ = 𝐴𝑢, 𝜎2

′ = 𝑎, 𝜎3
′ = 𝑅, 𝜇3

′ (𝑥1|ℎ) = [0,0.4) 

 های بیزی بازی به شرح زیر خواهد بود: در نتیجه مجموعه تعادل

𝜎1
′ = 𝐴𝑢, 𝜎2

′ = 𝑎, 𝜎3
′ = 𝑅, 𝜇3

′ (𝑥1|ℎ) = [0,0.4) 

بین    3تفاوت باشند. بنابراین برای اینکه بازیگر  د( برای اینکه بازیگران بخواهند حرکت ترکیبی انجام دهند باید بین حرکات خود بی 

 تفاوت باشد باید داشته باشیم: حرکات خود بی

𝑈3(𝐷,−, 𝑅)𝜇3
′ (𝑥1|ℎ) + 𝑈3(𝐴, 𝑏, 𝑅)(1 − 𝜇3

′ (𝑥1|ℎ))

= 𝑈3(𝐷, −, 𝐿)𝜇3
′ (𝑥1|ℎ) + 𝑈3(𝐴, 𝑏, 𝐿)(1 − 𝜇3

′ (𝑥1|ℎ)) 

𝜇3
′ = 0.4 

 تفاوت باشد باید داشته باشیم: بی  2کند، بنابراین برای اینکه بازیگر را بازی می  uدر گره سمت راست همواره  1از طرفی چون بازیگر 

𝑈2(𝐴, 𝑎, 𝑢) = 𝑈2(𝐴, 𝑏, 𝐿)𝜎3(𝐿) + 𝑈3(𝐴, 𝑏, 𝑅)(1 − 𝜎3(𝐿)) 
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→     3 = 5𝜎3(𝐿) + 2(1 − 𝜎3(𝐿)) 

𝜎3(𝐿) =
1

3
 

 تفاوت باشد باید داشته باشیم:بی Dو  Aهای بین حرکت  1همچنین برای اینکه بازیگر 

𝑈1(𝐷,−, 𝐿)𝜎3(𝐿) + 𝑈1(𝐷,−, 𝑅)(1 − 𝜎3(𝐿))

= 𝑈1(𝐴, 𝑎, 𝑢)𝜎2(𝑎) + 𝑈1(𝐴, 𝑏, 𝐿)(1 − 𝜎2(𝑎))𝜎3(𝐿)

+ 𝑈1(𝐴, 𝑏, 𝑅)(1 − 𝜎2(𝑎))(1 − 𝜎3(𝐿)) 

→   
4

3
+
2

3
= 𝜎2(𝑎) +

5

3
(1 − 𝜎2(𝑎)) +

4

3
(1 − 𝜎2(𝑎)) 

2 = 𝜎2(𝑎) + 3(1 − 𝜎2(𝑎)) 

𝜎2(𝑎) = 0.5 

 دانیم:از طرفی طبق قانون بیز می 

𝜇3 =
𝜎1(𝐷)

𝜎1(𝐷) + ((1 − 𝜎1(𝐷)) × (1 − 𝜎2(𝑎)))
 

0.4 =
𝜎1(𝐷)

𝜎1(𝐷) + ((1 − 𝜎1(𝐷)) × 0.5)
 

5 = 1 +
1

𝜎1(𝐷)
 

𝜎1(𝐷) =
1

4
 

 بنابراین این تعادل بیزی به شرح زیر خواهد بود: 

𝜎1(𝐷) =
1

4
, 𝜎1(𝑢) = 1, 𝜎2(𝑎) = 0.5, 𝜎3(𝐿) =

1

3
, 𝜇3(𝑥1|ℎ) = 0.4 

 

 

 : حسن ابوذرپور9، تمرین 3فصل 

 الف(
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  ( 2حاج حسین )

 (𝑞جوجه ) چلوکباب 

مشهدی   (𝑝جوجه ) (1.5,1.5) (3,2)
( 1حسن )  

 چلوکباب  (2,3) (2.2)

 ({ دارد.1و  2تعادل نش محض یعنی })جوجه و کباب( و )کباب و جوجه( : ) 2همانطور که در جدول مشخص است این بازی 

 در ضمن یک تعدل نش ترکیبی نیز دارد:

 

 

 

 𝑈2 (جوجه) = 1.5𝑝 + 3(1 − 𝑝) 

𝑈2 (چلوکباب) = 2 

𝑈1 (جوجه) = 1.5 𝑞 + 3(1 − 𝑞) 

𝑈1 (چلوکباب) = 2 

𝜎 = { 𝜎1(جوجه) = 
2

3
 = (جوجه) 𝜎2 و

2

3
}: تعادل نش ترکیبی    

 ب(  

 های حاجیاستراتژی }کباب، جوجه{ =   

 های مشهدیاستراتژی  )حاجی کباب سفارش دهد( و )حاجی جوجه سفارش بدهد({ = } 

  =})کباب و کباب( ، )جوجه و کباب( ، )کباب و جوجه( ، )جوجه و جوجه( {  

 

 استراتژی.  4استراتژی دارد و مشهدی  2حاجی 

 نمایش جدولی:

 حاجی

  جوجه کباب 

 )جوجه و جوجه( (1.5,1.5) (2,3)

 )کباب و جوجه( (1.5,1.5) (2,3) مشهدی 

  )جوجه و کباب(  (3,2) (2,2)

𝑈2 (جوجه) = 𝑈2 (کباب) ⇒ 𝑝 =
2

3
 

𝑈1 (جوجه) = 𝑈1 (کباب) ⇒ 𝑞 =
2

3
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  )کباب و کباب(  (3,2) (2,2)

 توجه: در نمایش جدولی مولفه راست هر زوج مرتب، مطلوبیت مربوط به مشهدی است.

 های نش محض این بازی:لذا کلیه تعادل

 جوجه{ }))کباب و جوجه( و کباب( ، ))جوجه و جوجه( و کباب( ، )) کباب و کباب( و جوجه ، ))جوجه و کباب( و 

 باشند. های نش محض، تعادل محض کامل زیر بازی نیز میاز آنجایی که این بازی تنها  زیر بازی )کل بازی( دارد لذا تمامی تعادل

 بازیگر:  2ج( راهبردهای 

) : (𝑥1 , 𝑥2)} = حاجی })کباب و کباب( و )جوجه و کباب( ، )کباب و جوجه( ، )جوجه و جوجه            

: )حاجی کباب سفارش دهد و حاجی جوجه سفارش دهد({ =   ، )جوجه و جوجه(  ، )کباب و جوجه(  ، )جوجه و کباب(  })کباب و کباب( 

های مشهدی استراتژی  

 نمایش جدولی:

 مشهدی 

  )جوجه و جوجه( )کباب و جوجه( )جوجه و کباب( )کباب و کباب( 

 )جوجه و جوجه( (1.5,1.5) (1.5,1.5) (3,2) (3,2)

 حاجی
 )کباب و جوجه( (2.5,1.5) (2.5,1) (2.5,2.5) (2.5,2)

 )جوجه و کباب( (1,3) (1,2.5) (2.5,2.5) (2.5,2)

 )کباب و کباب(  (2,3) (2,2) (2,3) (2,2)

 های نش محض:لذا تعادل

 کباب( و )جوجه و جوجه( و ))جوجه و کباب( و )جوجه و جوجه(( : )مشهدی و حاجی({ }))کباب و 

 تعادل نش محض:   2بررسی تعادل بیزی بودن 

 ))جوجه و کباب( و )جوجه و جوجه(( = )مشهدی و حاجی(  -1

 ای بودن: بررسی عقلایی رشته

𝑥1  در حاجی :   

𝑈 (جوجه) = 3 ≥ 𝑈 (کباب) = 2 

𝑥2 در حاجی :  

𝑈 (جوجه) = 3 ≥ 𝑈 (کباب) = 2 

ℎ2 :  مشهدی درμ (x4| ℎ) + 2 (1-μ) ≥ 3μ → μ ∈ [0 , 
2

3
] 
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𝐻 3 : مشهدی درμ (x5| 𝐻) + 3 (1-μ) ≥ 2μ + 2 (1-μ) → 3≥2 → μ ∈ [0,1] 

 بررسی قانون بیز: 

μ(x4| ℎ) = 
0.5 × 1

0.5 ×1+0.5×1 
=

1

2
 

 قانون بیز سازگار است. هب  5xدر مسیر راهبرد نیست لذا هر باوری به  𝐻مجموعه  

 .این تعادل تعادل بیزی است

 ))کباب و کباب( و )جوجه و جوجه(( = )مشهدی و حاجی(  -۲

 ای بودن: بررسی عقلایی رشته

𝑥1  در حاجی :   

𝑈 (جوجه) = 3 ≥ 𝑈 (کباب) = 2 

𝑥2 در حاجی :  

𝑈 (جوجه) = 3 ≥ 𝑈 (کباب) = 2 

ℎ 2 : مشهدی درμ (𝑥4| ℎ) + 2 (1-μ) ≥ 3μ → μ ∈ [0 , 
2

3
] 

𝐻  مشهدی در : 2μ (𝑥5| 𝐻) + 2 (1-μ) ≥ 3μ + 3 (1-μ) → 2≥3 →   چنینμ ای وجود ندارد  

 این تعادل تعادل بیزی نیست.

 بررسی تعادل بیزی ترکیبی: 

 𝑥2و  𝑥1های و گره 𝐻و  ℎمطلوبیت حرکات افراد در مجموعه اطلاعات  

 

{
u1 | جوجه) 𝑥1)  =

1

2
        

 u1 |کباب ) 𝑥1)  =
1

3
         

    
𝑝  =  1 
→         

  

{
u1 (جوجه | 𝑥2)  =  

3

2
(1 − 𝑟)

u1 | کباب )  𝑥2)  =  1             
              {

u2 (جوجه | ℎ)  =  
3

2
𝑞                  

u2 ( کباب | ℎ) =   𝑝 + 𝑞             
{
u2 (جوجه | 𝐻)  =  

3(1 − 𝑝)

2
+
3(1 − 𝑞)

2
                  

u2 ( کباب | 𝐻) =   (1 − 𝑝) + (1 − 𝑞)                      
                             

 بی تفاوت کند 𝑥2بازی کند که حاجی را در   hطوری در  ℎتواند در  مشهدی می

 

 کند.همواره جوجه را انتخاب می 𝑥1حاجی در 

 

 

𝑟 > 
1

3
            

𝑟 < 
1

3
 

 دهد کباب سفارش می 𝑥2در  حاجی

 دهد سفارش می جوجه 𝑥2در  حاجی
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3

2
(1 − 𝑟) = 1 → 1 − 𝑟 = 

2

3
 → 𝑟 = 

1

3
  

 

𝑖𝑓 ∶ 𝑟 > 
1

3
 

𝑝 = در   , 1 سفارش می 𝑥2حاجی  𝑞دهد  کباب  = نتیجه  0 در  در    پس  می   𝐻مشهدی  𝑠دهد جوجه سفارش  = حالت   1 این  در   .

𝑟دهد. هم کباب سفارش می  ℎمشهدی در   = 1 

 ترجیح داده( پس این حالت هیچ تعادلی ندارد. 3را به  2عقلایی رفتار نکرده است ) 𝑥2لذا حاجی در 

𝑖𝑓 ∶ 𝑟 = 
1

3
 

𝑝 =  q ∋ [1 ,0]کند ترکیبی انتخاب می   𝑥2حاجی در    , 1

𝑟  .دهدسفارش می کباب ℎمشهدی در   = 1  

𝑖𝑓 ∶ 𝑟 < 
1

3
 

𝑝 = 𝑞دهد ) جوجه سفارش می  𝑥2حاجی در   ,1 = 𝑟دهد جوجه سفارش می ℎمشهدی در   ← (1 = 0 

 𝐻 :3μ (𝑥5| 𝐻) + 3 (1-μ) ≥ 2μ + 2 (1-μ)مشهدی در  

𝑠دهد همواره جوجه سفارش می = 1))[0,1]     μ (𝑥5| 𝐻) ∈ تعادل نش است.که این همان 

 د( 

 

 نمایش جدولی ز
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 مشهدی 

  )جوجه و جوجه( )کباب و جوجه( )جوجه و کباب( )کباب و کباب( 

(3,2) (3,2) (
1

2
, 
5

2
) (

1

2
, 
5

2
 )جوجه و جوجه( (

 حاجی
(
5

3
+
1

2
 , 2) (

5

3
+
1

2
 , 
5

2
+
1

3
) (

5

3
+
1

2
 ,  

5

3
) (

5

3
+
1

2
 , 
5

2
 )کباب و جوجه( (

(
1

3
+
5

2
,,2) (

1

3
+
5

2
, 
1

2
+
5

3
) (

1

3
, 
1

3
+
5

2
) (

1

3
 )جوجه و کباب( (3,

 )کباب و کباب(  (2,3) (2,2) (2,3) (2,2)

 همانطور که از نتایج جدول مشخص است، تعادل نش محض وجود ندارد. 

{
u1 | جوجه) 𝑥1)  =

1

2
        

 u1 |کباب ) 𝑥1)  =
1

3
         

    
𝑝  =  1 
حاجی در         → 𝑥1 دهدسفارش می همواره جوجه     

  

{
u1 (جوجه | 𝑥2)  =  

5

2
(1 − 𝑟)

u1 | کباب )  𝑥2)  =  2             
              {

u2 (جوجه | ℎ)  =  
5

2
𝑞                  

u2 ( کباب | ℎ) =   
𝑝

3
+
5𝑞

3
            

{
u2 (جوجه | 𝐻)  =  

1 − 𝑝

2
+
5(1 − 𝑞)

2
                  

u2 ( کباب | 𝐻) =   
1 − 𝑝

3
+
5(1 − 𝑞)

3
                 

                             

 

 بی تفاوت کند 𝑥2بازی کند که حاجی را در   hتواند طوری در مشهدی می

 

5

2
(1 − 𝑟) = 2 → 1 − 𝑟 = 

4

5
 → 𝑟 = 

1

5
  

 

𝑖𝑓 ∶ 𝑟 > 
1

5
 

𝑝 = 𝑞دهد کباب سفارش می 𝑥2حاجی در   , 1 =  دهدکباب سفارش می ℎمشهدی در  پس در نتیجه 0

𝑟   :این حالت هیچ تعادلی ندارد = 0 

𝑖𝑓 ∶ 𝑟 = 
1

5
 

𝑝 =  q ∋ [1 ,0]بی تفاوت است    𝑥2حاجی در    , 1

𝑠  .دهدسفارش می جوجه 𝐻مشهدی در   =  بی تفاوت است  ℎو مشهدی در   1

5

2
q = 

1

3
+

5

3
𝑞 → 

15𝑞−10𝑞

3
=

1

3
 → 

5

6
q = 

1

3
 → q = 

2

5
 تعادل نش ترکیبی                                   

𝑟 > 
1

5
            

𝑟 < 
1

5
 

 دهد کباب سفارش می حاجی

 دهد سفارش می جوجه حاجی
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 ای بودن: بررسی عقلایی رشته

𝑥1: 3>2 

𝑥2 : 3 ×
4

5
 ≠ 2   not optimal 

 این تعادل نش ترکیبی، تعادل بیزی نیست.

 

𝑖𝑓 ∶ 𝑟 < 
1

5
 

𝑝 = 𝑞دهد ) جوجه سفارش می  𝑥2حاجی در   ,1 = 𝑟دهد جوجه سفارش می ℎمشهدی در   ← (1 = 1 

 این حالت نیز هیچ تعادلی ندارد. 

 : مهرداد پورقاسم10، تمرین 3فصل 

 الف( شکل درختی: 

 

 خارج ، رو، پشت: 1های ممکن بازیگر ی انتخابمجموعه ب(  

 خارج ، رو، پشت: 2های ممکن بازیگر ی انتخابمجموعه

 :3های ممکن بازیگر ی انتخابمجموعه
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 )پشت اگر حرکات دو بازیگر دیگر یکسان باشد، پشت اگر حرکات دو بازیگر  دیگر یکسان نباشد( پشت، پشت 

 حرکات دو بازیگر  دیگر یکسان نباشد(دیگر یکسان باشد، رو اگر )پشت اگر حرکات دو بازیگر  رو، پشت

 )رو اگر حرکات دو بازیگر دیگر یکسان باشد، رو اگر حرکات دو بازیگر  دیگر یکسان نباشد( رو، رو

 )رو اگر حرکات دو بازیگر دیگر یکسان باشد، پشت اگر حرکات دو بازیگر  دیگر یکسان نباشد( پشت، رو

2بازیگر   

 خارج پشت رو

 خارج 1  1،  2،− 1  1،  2،− 1  1،  2،−

،4 − ،2 − 2 ،4 − ،2 − 2 ،2 − ،1 −  پشت 1

− ،4  ،2  2 − ،4  ،2  2 ،2 − ،1 −  رو 1

 پشت، پشت
 

2بازیگر   

 خارج پشت رو

 خارج 1  1،  2،− 1  1،  2،− 1  1،  2،−

ر 
یگ

باز
1

 

− ،4  ،2  2 ،4 − ،2 − 2 ،2 − ،1 −  پشت 1

− ،4  ،2  2 ،4 − ،2 − 2 ،2 − ،1 −  رو 1

  پشت، رو
 

3بازیگر   
 

2بازیگر   

 خارج پشت رو

 خارج 1  1،  2،− 1  1،  2،− 1  1،  2،−

ر 
یگ

باز
1

 

،4 − ،2 − 2 − ،4  ،2  2 ،2 − ،1 −  پشت 1

،4 − ،2 − 2 − ،4  ،2  2 ،2 − ،1 −  رو 1

  رو، پشت
 

2بازیگر   

 خارج پشت رو

 خارج 1  1،  2،− 1  1،  2،− 1  1،  2،−

− ،4  ،2  2 − ،4  ،2  2 ،2 − ،1 −  پشت 1

،4 − ،2 − 2 ،4 − ،2 − 2 ،2 − ،1 −  رو 1

 رو، رو 
 

3بازیگر   

 های نش محض: تعادل

 رو({، }رو، خارج، )رو، رو({، }خارج، پشت، )رو، پشت({}پشت، خارج، )پشت، پشت({، }خارج، رو، )پشت، 

ای باشند و باوری سازگار داشته هایی تعادل محض بیزی نیز هستند که عقلایی رشتههای نش محض بالا، آناز میان تعادلج(  

 آوریم: باشند. در ادامه باورهایی که با هر یک از راهبردهای بالا سازگار باشند را به دست می 

 ی راهبردهای }پشت، خارج، )پشت، پشت({ را در نظر بگیرید:مجموعه( 1-ج
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 ای باشد، باید داشته باشیم:عقلایی رشته 2برای اینکه انتخاب خارج توسط بازیگر 

−1 > 𝜇′(𝑎1|𝐼). (−2) + (1 − 𝜇′(𝑎1|𝐼)). (2) ⇒  𝜇′(𝑎1|𝐼) >
3

4
 

در مسیر   𝐼ی اطلاعاتی سازگار باشد. ازآنجاکه در تعادل نش بالا، مجموعه  1باید با راهبردهای بازیگر    2همچنین، باور بازیگر  

 کنیم: از قانون بیز استفاده می  2تعادل قرار دارد، برای تحقیق در مورد باور بازیگر 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
Pr (σ2 (𝐼|پشت) = 1)

Pr (σ2 (𝐼|پشت) = 1) + Pr (σ2 (𝐼|رو ) = 1)
= 1 

𝜇′(𝑎1|𝐼)به ازای  درنتیجه، =  .این باور با راهبرد بالا سازگار خواهد بود 1

 برای تعیین باورهای خارج از مسیر تعادل نیز داریم: 

انتخاب پشت    3قرار گیرد، بازیگر   𝐻ی اطلاعاتی مجموعه یکسان باشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  درصورتی •

 کند اگر و تنها اگر: را بازی می

𝜇(𝑥1|𝐻). (−2) + 𝜇(𝑥2|𝐻). (2) > 𝜇(𝑥1|𝐻)(2) + 𝜇(𝑥2|𝐻)(−2)  

𝜇(𝑥2|𝐻)با جایگذاری  = 1 − 𝜇(𝑥1|𝐻)   :خواهیم داشت 

𝜇(𝑥1|𝐻). (−2) + (1 − 𝜇(𝑥1|𝐻)). (2) > 𝜇(𝑥1|𝐻)(2) + (1 − 𝜇(𝑥1|𝐻))(−2) 

⇒  𝜇(𝑥1|𝐻) <
1

2
 

(
۴
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  3قرار گیرد، بازیگر   ℎی اطلاعاتی  مجموعهیکسان نباشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  طور مشابه، درصورتیبه •

 کند اگر و تنها اگر: انتخاب پشت را بازی می

𝜇(𝑥3|ℎ). (−2) + (1 − 𝜇(𝑥3|ℎ)). (2) > 𝜇(𝑥3|ℎ)(2) + (1 − 𝜇(𝑥3|ℎ))(−2) 

⇒  𝜇(𝑥3|ℎ) <
1

2
 

 ترتیب، ارزیابی زیر یک تعادل محض بیزی است: اینبه

𝜇(𝑥1|𝐻)}پشت، خارج، )پشت، پشت({ و  ∈ [0,
1

2
𝜇(𝑥3|ℎ)و  ( ∈ [0,

1

2
𝜇′(𝑎1|𝐼)و  ( = 1 

 ی راهبردهای }خارج، رو، )پشت، رو({ را در نظر بگیرید:مجموعه( 2-ج

 

 است. برای تعیین باورهای خارج از مسیر تعادل داریم: ایراهبرد بالا عقلایی رشته

انتخاب پشت    3قرار گیرد، بازیگر   𝐻ی اطلاعاتی مجموعه یکسان باشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  درصورتی •

 کند اگر و تنها اگر: را بازی می

𝜇(𝑥1|𝐻) <
1

2
 

  3قرار گیرد، بازیگر   ℎی اطلاعاتی  مجموعهیکسان نباشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  طور مشابه، درصورتیبه •

 کند اگر و تنها اگر: انتخاب رو را بازی می

𝜇(𝑥3|ℎ) >
1

2
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 کند. به ازای هر باوری، همواره، انتخاب رو را انتخاب می 2نیز، بازیگر  𝐼ی اطلاعاتی مجموعهدر  •

 ترتیب، ارزیابی زیر یک تعادل محض بیزی است: اینبه

𝜇(𝑥1|𝐻)و }خارج، رو، )پشت، رو({  ∈ [0,
1

2
𝜇(𝑥3|ℎ)و  ( ∈ (

1

2
, 𝜇′(𝑎1|𝐼)و  [1 ∈ [0, 1] 

 ی راهبردهای }رو، خارج، )رو، رو({ را در نظر بگیرید:مجموعه( 3-ج

 

 ای باشد، باید داشته باشیم:عقلایی رشته 2برای اینکه انتخاب خارج توسط بازیگر 

−1 > 𝜇′(𝑎1|𝐼). (2) + (1 − 𝜇′(𝑎1|𝐼)). (−2)⇒  𝜇′(𝑎1|𝐼) <
1

4
 

𝜇′(𝑎1|𝐼)که به ازای  =  خواهد بود )قانون بیز(.  هبرد بالا سازگارااین باور با ر ۰

 برای تعیین باورهای خارج از مسیر تعادل نیز داریم: 

انتخاب رو را   3قرار گیرد، بازیگر   𝐻ی اطلاعاتی  مجموعهیکسان باشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  درصورتی •

 کند اگر و تنها اگر: بازی می

𝜇(𝑥1|𝐻) >
1

2
 

  3قرار گیرد، بازیگر   ℎی اطلاعاتی  مجموعهیکسان نباشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  طور مشابه، درصورتیبه •

 کند اگر و تنها اگر: انتخاب رو را بازی می
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 𝜇(𝑥3|ℎ) >
1

2
 

 ترتیب، ارزیابی زیر یک تعادل محض بیزی است: اینبه

𝜇(𝑥1|𝐻)و }رو، خارج، )رو، رو({  ∈ (
1

2
, 𝜇(𝑥3|ℎ)و  [1 ∈ (

1

2
, 𝜇′(𝑎1|𝐼) و  [1 = 0 

 بگیرید:ی راهبردهای }خارج، پشت، )رو، پشت({را در نظر مجموعه( 4-ج

 

 ای است. برای تعیین باورهای خارج از تعادل داریم:راهبرد بالا عقلایی رشته

انتخاب رو را   3قرار گیرد، بازیگر   𝐻ی اطلاعاتی  مجموعهیکسان باشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  درصورتی •

 کند اگر و تنها اگر: بازی می

𝜇(𝑥1|𝐻) >
1

2
 

  3قرار گیرد، بازیگر   ℎی اطلاعاتی  مجموعهیکسان نباشند و بازی در    2و    1که حرکات بازیگر  طور مشابه، درصورتیبه •

 کند اگر و تنها اگر: انتخاب پشت را بازی می

𝜇(𝑥3|ℎ) <
1

2
 

 کند. به ازای هر باوری، همواره، انتخاب پشت را انتخاب می 2نیز، بازیگر  𝐼ی اطلاعاتی مجموعهدر  •

 ترتیب، ارزیابی زیر یک تعادل محض بیزی است: اینبه
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𝜇(𝑥1|𝐻)و }خارج، پشت، )رو، پشت({ ∈ (
1

2
, 𝜇(𝑥3|ℎ)و  [1 ∈ [0,

1

2
𝜇′(𝑎1|𝐼)و  ( ∈ [0, 1] 

 د(

 (1-د

𝜇(𝑥1|𝐻)}پشت، خارج، )پشت، پشت({ و  ∈ [0,
1

2
𝜇(𝑥3|ℎ)و  ( ∈ [0,

1

2
𝜇′(𝑎1|𝐼)و  ( = 1 

 راهبرد کاملاً ترکیبی: 

τ1
𝑛(پشت) = 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛, τ1

𝑛( رو) = 휀𝑛, τ1
𝑛( خارج) = 휀2𝑛 

τ2
𝑛( خارج) = 1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛, τ2

𝑛( رو) = 𝜉𝑛, τ2
𝑛(پشت) = 𝜉2𝑛 

 قانون بیز: 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛

1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛 + 휀𝑛
= 1 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

(1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛). 𝜉2𝑛

(1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛). 𝜉2𝑛 + 휀𝑛. 𝜉𝑛
= 1 

𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

(1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛). 𝜉𝑛

(1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛). 𝜉𝑛 + 휀𝑛. 𝜉2𝑛 = 1 

 ای محض نیست. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته

 ( 2-د

𝜇(𝑥1|𝐻)و }خارج، رو، )پشت، رو({  ∈ [0,
1

2
𝜇(𝑥3|ℎ)و  ( ∈ (

1

2
, 𝜇′(𝑎1|𝐼)و  [1 ∈ [0, 1] 

 راهبرد کاملاً ترکیبی: 

τ1
𝑛( خارج) = 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛, τ1

𝑛( رو) = 휀𝑛, τ1
𝑛(پشت) = 휀2𝑛 

τ2
𝑛( رو) = 1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛, τ2

𝑛(پشت) = 𝜉𝑛, τ2
𝑛( خارج) = 𝜉2𝑛 

 قانون بیز: 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

휀2𝑛

휀2𝑛 + 휀𝑛
= ۰ 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

휀2𝑛. 𝜉𝑛

휀2𝑛. 𝜉𝑛 + 휀𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛)
= ۰ 



15۰ 

𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

휀2𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛)

휀2𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛) + 휀𝑛. 𝜉𝑛
= 1 

 ای محض است. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته

 ( 3-د

𝜇(𝑥1|𝐻)و }رو، خارج، )رو، رو({  ∈ (
1

2
, 𝜇(𝑥3|ℎ)و  [1 ∈ (

1

2
, 𝜇′(𝑎1|𝐼) و  [1 = 0 

 راهبرد کاملاً ترکیبی برای: 

τ1
𝑛( رو) = 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛, τ1

𝑛(پشت) = 휀𝑛, τ1
𝑛( خارج) = 휀2𝑛 

τ2
𝑛( خارج) = 1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛, τ2

𝑛( رو) = 𝜉𝑛, τ2
𝑛(پشت) = 𝜉2𝑛 

 قانون بیز: 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

휀𝑛

휀𝑛 + 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛 = ۰ 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

휀𝑛. 𝜉2𝑛

휀𝑛. 𝜉2𝑛. 𝜉2𝑛 + 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛. 𝜉𝑛
= ۰ 

𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

휀𝑛. 𝜉𝑛

휀𝑛. 𝜉𝑛 + 휀𝑛. (1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛)
= ۰ 

 ای محض نیست. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته

 ( 4-د

𝜇(𝑥1|𝐻)و }خارج، پشت، )رو، پشت({ ∈ (
1

2
, 𝜇(𝑥3|ℎ)و  [1 ∈ [0,

1

2
𝜇′(𝑎1|𝐼)و  ( ∈ [0, 1] 

 راهبرد کاملاً ترکیبی: 

τ1
𝑛( خارج) = 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛, τ1

𝑛( رو) = 휀𝑛, τ1
𝑛(پشت) = 휀2𝑛 

τ2
𝑛(پشت) = 1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛, τ2

𝑛( رو) = 𝜉𝑛, τ2
𝑛( خارج) = 𝜉2𝑛 

 قانون بیز: 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

휀2𝑛

휀2𝑛 + 휀𝑛
= ۰ 



151 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

휀2𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛)

휀2𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛) + 휀𝑛. 𝜉2𝑛 = 1 

𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

휀2𝑛. 𝜉𝑛

휀2𝑛. 𝜉𝑛 + 휀𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛)
= ۰ 

 ای محض است. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته
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 »ه« و »و«( 

 

 قانون بیز: 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
𝑝1𝑞1

𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2
, 𝜇(𝑥3|𝐻) =

𝑝1𝑞2
𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1

  

 

 :𝜇(𝑥1|𝐻)به ازای  𝐻در  3تفاوتی بازیگر بی

𝑈3(پشت|𝐻) = 𝑈3( رو|𝐻) ⇒ −2𝜇(𝑥1|𝐻) + 2(1 − 𝜇(𝑥1|𝐻)) = 2𝜇(𝑥1|𝐻) − 2(1 − 𝜇(𝑥1|𝐻))

⇒ 𝜇(𝑥1|𝐻) =
1

2
 

𝑝1𝑞1لازم است در این صورت که  = 𝑝2𝑞2 .باشد 

 :𝜇(𝑥3|ℎ)به ازای  ℎدر  3تفاوتی بازیگر بی

𝑈3(پشت|ℎ) = 𝑈3( رو|ℎ) ⇒ −2𝜇(𝑥3|ℎ) + 2(1 − 𝜇(𝑥3|ℎ)) = 2𝜇(𝑥3|ℎ) − 2(1 − 𝜇(𝑥3|ℎ))

⇒ 𝜇(𝑥3|ℎ) =
1

2
 

𝑝1𝑞2لازم است در این صورت که  = 𝑝2𝑞1 .باشد 

𝝁(𝒙1|𝑯)اگر   < 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 < 1 𝝁(𝒙1|𝑯)  صورت مشابه: به  )وباشد  ⁄2 > 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و  ⁄2 > 1 2⁄) 
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𝑟انتخاب پشت ) 𝐻در   3بازیگر  = 𝑠انتخاب پشت ) ℎ( و در 1 =  کند. ( را بازی می1

𝑈2(پشت|𝐼, 𝑟 = 1, 𝑠 = 1) − 𝑈2( رو|𝐼, 𝑟 = 1, 𝑠 = 1) = 0 

 کند اگر و تنها اگر: نمیتفاوت است و خارج را انتخاب میان پشت و رو بی  2در این صورت بازیگر 

(−2)𝜇′(𝑎1|𝐼) + 2(1 − 𝜇′(𝑎1|𝐼)) > −1 ⇒ 𝜇′(𝑎1|𝐼) <
3

4
 

اگر  1حالت    )𝜇′(𝑎1|𝐼) < برای بازیگر  کند.  بین پشت و رو ترکیب می  2: در این صورت بازیگر   3/4 انتخاب پشت  همواره   1اکنون 

 ی انحراف خواهد داشت و دیگر پشت را بازی نخواهد کرد.زه یانگ 3مطلوبیت بیشتری خواهد داشت و بازیگر 

𝜇′(𝑎1|𝐼)اگر    (2حالت   > تفاوت میان انتخاب پشت و رو بی  1اکنون بازیگر   کند.بین پشت و رو ترکیب می  2: در این صورت بازیگر   3/4

صورت زیر خواهد در این صورت، تعادل بیزی بازی به ی انحراف نداشته باشد.انگیزه   2کند که بازیگر  ای بازی میگونه است و به

 بود:

𝜎1( خارج) = 0;  𝜎1(پشت) ∈ (
3

4
 , 1] ; 𝜎2( خارج|𝐼) = 1; 𝜎3(پشت|𝐻) = 𝜎3(پشت|ℎ) = 1 

𝜇(𝑥1|𝐻) ∈ [0,
1

2
) ; 𝜇(𝑥3|ℎ) ∈ [0,

1

2
) ; 𝜇′(𝑎1|𝐼) ∈ (

3

4
 , 1] 

 راهبرد کاملاً ترکیبی: 

τ1
𝑛(پشت) = 𝑝 − 휀𝑛, τ1

𝑛( رو) = 1 − 𝑝 − 휀2𝑛, τ1
𝑛( خارج) = 휀𝑛 + 휀2𝑛 

τ2
𝑛( خارج) = 1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛, τ2

𝑛( رو) = 𝜉2𝑛, τ2
𝑛(پشت) = 𝜉𝑛 

 قانون بیز: 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

𝑝 − 휀𝑛

𝑝 − 휀𝑛 + 1 − 𝑝 − 휀2𝑛 = 𝑝 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

(𝑝 − 휀𝑛). 𝜉𝑛

(𝑝 − 휀𝑛). 𝜉𝑛 + (1 − 𝑝 − 휀2𝑛). 𝜉2𝑛 = 𝑝 

𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

(𝑝 − 휀𝑛). 𝜉2𝑛

(𝑝 − 휀𝑛). 𝜉2𝑛 + (1 − 𝑝 − 휀2𝑛). 𝜉𝑛
= 𝑝 

 ای ترکیبی است. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته

𝝁(𝒙1|𝑯)اگر   < 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 > 1 𝝁(𝒙1|𝑯)صورت مشابه: و به )باشد  ⁄2 > 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 < 1 2⁄) 
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𝑟انتخاب پشت ) 𝐻در    3بازیگر   = 𝑠انتخاب رو ) ℎ( و در  1 = فارغ از هر باوری که   2در این صورت بازیگر    کند.( را بازی می۰

 1کند بیشتر از انتخاب خارج خواهد بود؛ در این صورت، بازیگر دهند و مطلوبیتی که کسب میداشته باشد انتخاب رو را ترجیح می

 رسیم. بیزی می محضکند. درنتیجه، به یک تعادل  نیز خارج را انتخاب می

𝝁(𝒙1|𝑯)اگر   = 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 > 1 𝝁(𝒙1|𝑯)صورت مشابه: و به )باشد  ⁄2 > 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 = 1 2⁄) 

𝑠انتخاب رو ) ℎتفاوت است و در  میان انتخاب پشت و رو بی 𝐻در    3بازیگر   = به    2کند. در این صورت بازیگر  ( را بازی می۰

 کند اگر و تنها اگر: دهد و خارج را بازی نمیازای هر باوری انتخاب رو را به پشت ترجیح می

−1 < 2𝜇′(𝑎1|𝐼) + (4𝑟 − 2)(1 − 𝜇′(𝑎1|𝐼)) ⇒ 𝜇′(𝑎1|𝐼) >
1/4 − 𝑟

1 − 𝑟
= �̅� 

انتخاب پشت    1کند؛ بنابراین، بازیگر  انتخاب رو را بازی می  2ی بالا بر قرار باشد. در این صورت بازیگر  ( فرض کنید رابطه1حالت  

 کند اگر و تنها اگر: کند و انتخاب رو را بازی میرا بازی نمی

4 − 8𝑟 > −2 ⇒ 𝑟 <
3

4
 

تفاوت نیست. ی انحراف خواهد داشت و دیگر میان پشت و رو بیزه یانگ  3رو را بازی کند، بازیگر    1اما در این صورتی که بازیگر  

 کند. میان انتخاب رو و خارج نیز ترکیب نمی 1طور مشابه، بازیگر به

𝑟حالتی را در نظر بگیرید که   اکنون > با فرضی  𝑟کند. توجه داشته باشید که این مقادیر  خارج را بازی می 1باشد و بازیگر   3/4

 صورت زیر خواهد بود:که در بالا کردیم سازگار است. درنتیجه، تعادل بیزی بازی به

𝜎1( خارج) = 1; 𝜎2(پشت|𝐼) = 0; 𝜎3(پشت|𝐻) ∈ (
3

4
, 1) ; 𝜎3(پشت|ℎ) = 0 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
1

2
; 𝜇(𝑥3|ℎ) ∈ (

1

2
, 1) ; 𝜇′(𝑎1|𝐼) ∈ [0, 1] 

 راهبرد کاملاً ترکیبی: 

τ1
𝑛( خارج) = 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛, τ1

𝑛( رو) = 휀2𝑛, τ1
𝑛(پشت) = 휀𝑛 

τ2
𝑛( رو) = 1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛, τ2

𝑛(پشت) = 𝜉𝑛, τ2
𝑛( خارج) = 𝜉2𝑛 

 قانون بیز: 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

휀𝑛

휀𝑛 + 휀2𝑛 = 1 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

휀𝑛. 𝜉𝑛

휀𝑛. 𝜉𝑛 + 휀2𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛)
= ۰ 
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𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

휀𝑛. 휀2𝑛

휀𝑛. 휀2𝑛 + 휀2𝑛. 𝜉𝑛
= 1 

 ای ترکیبی نیست. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته

𝜇′(𝑎1|𝐼)( فرض کنید  2حالت   < �̅�   .میان انتخاب پشت   1کند و بازیگر  انتخاب خارج را بازی می  2در این صورت بازیگر  باشد

 تفاوت است.  و رو بی

𝝁(𝒙1|𝑯)اگر   = 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 < 1 𝝁(𝒙1|𝑯)صورت مشابه: و به )باشد  ⁄2 < 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 = 1 2⁄) 

 صورت حالت بالا خواهد بود.حل این حالت نیز به 

𝝁(𝒙1|𝑯)اگر   = 1 𝝁(𝒙3|𝒉)و   ⁄2 = 1  باشد.   ⁄2

 تفاوت است. بی ℎو هم در  𝐻هم در   3در این بازیگر 

 :2مطلوبیت بازیگر 

𝑈2(پشت|𝐼) = 𝑝1(2 − 4𝑟) + 𝑝2(4𝑠 − 2) = 4𝑝(𝑠 − 𝑟) 

𝑈2( رو|𝐼) = 𝑝1(2 − 4𝑠) + 𝑝2(4𝑟 − 2) = 4𝑝(𝑟 − 𝑠) 

 کند. گاه خارج را بازی نمیهیچ 2درنتیجه، بازیگر 

 تفاوت باشد: نیز میان انتخاب پشت و رو بی 2کند که بازیگر ای بازی میگونهبه 3. فرض کنید بازیگر 1حالت 

𝑈2(پشت|𝐼) = 𝑈2( رو|𝐼) ⇒ 𝑠 = 𝑟 

و  باشد  تفاوت  نیز میان انتخاب پشت و رو بی  1کند که بازیگر  ای بازی میگونه به   3همچنین، حالتی را در نظر بگیرید که بازیگر  

 خارج را نیز انتخاب نکند:

𝑈1(پشت) = 𝑈1( رو) ⇒ 8𝑟 − 4 = 4 − 8𝑠 ⇒ 𝑟 + 𝑠 = 1 

𝑈1(پشت) = 𝑈1( رو) > 𝑈1( خارج) ⇒ 𝑟 >
1

4
, 𝑠 <

3

4
 

𝑟با جایگذاری   + 𝑠 =  خواهیم داشت: 1

𝑟 =
1

2
, 𝑠 =

1

2
 

 صورت زیر خواهد بود:در این صورت، تعادل بیزی بازی به

𝜎1(پشت) = 𝜎1( رو) =
1

2
; 𝜎2(پشت|𝐼) ∈ (0,1); 𝜎3(پشت|𝐻) = 𝜎3(پشت|ℎ) =

1

2
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𝜇(𝑥1|𝐻) = 𝜇(𝑥3|ℎ) =
1

2
; 𝜇′(𝑎1|𝐼) =

1

2
 

 راهبرد کاملاً ترکیبی: 

τ1
𝑛(پشت) =

1

2
− 휀𝑛, τ1

𝑛( رو) =
1

2
− 휀2𝑛, τ1

𝑛( خارج) = 휀𝑛 + 휀2𝑛 

τ2
𝑛(پشت) = 𝑝 − 𝜉𝑛, τ2

𝑛( رو) = 1 − 𝑝 − 𝜉2𝑛, τ2
𝑛( خارج) = 𝜉𝑛 + 𝜉2𝑛 

 قانون بیز: 

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

1
2 − 휀𝑛

1
2 − 휀𝑛 +

1
2 − 휀2𝑛

=
1

2
 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

(
1
2 − 휀𝑛). (𝑝 − 𝜉𝑛)

(
1
2 − 휀𝑛). (𝑝 − 𝜉𝑛) + (

1
2 − 휀2𝑛). (1 − 𝑝 − 𝜉2𝑛)

= 𝑝 

𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

휀𝑛. (1 − 𝑝 − 𝜉2𝑛)

휀𝑛. (1 − 𝑝 − 𝜉2𝑛) + 휀𝑛. (𝑝 − 𝜉𝑛)
= 1 − 𝑝 

 ای ترکیبی است. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته

 انتخاب پشت را بازی کند:  2کند که بازیگر ای بازی میگونه به  3. حالتی را در نظر بگیرید که بازیگر 2حالت 

𝑈2(پشت|𝐼) − 𝑈2( رو|𝐼) = 4𝑝(𝑠 − 𝑟) + 4𝑝(𝑠 − 𝑟) = 8𝑝(𝑠 − 𝑟) > 0 ⇒ 𝑠 > 𝑟 

 تفاوت باشد: میان انتخاب هر سه انتخابش بی 1کند که بازیگر ای بازی میگونهبه  3بازیگر  الف(

𝑈1(پشت) = 𝑈1( رو) = 𝑈1( خارج) ⇒ 8𝑟 − 4 = 4 − 8𝑠 = −2 ⇒ 𝑟 =
1

4
, 𝑠 =

3

4
 

راهبرد بالا یک  تفاوت نیست. درنتیجه،  ی انحراف خواهد داشت و دیگر میان پشت و رو بیزهیانگ  3اما در این صورت، بازیگر  

 ای ترکیبی نیست. تعادل رشته

 انتخاب خارج را بازی کند:  1کند که بازیگر ای بازی میگونه به  3بازیگر  ب(

−2 > 8𝑟 − 4 ⇒ 𝑟 <
1

4
 

−2 > 4 − 8𝑠 ⇒ 𝑠 >
3

4
 

 صورت زیر خواهد بود:در این صورت، تعادل بیزی بازی به
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𝜎1( خارج) = 1; 𝜎2(پشت|𝐼) = 1; 𝜎3(پشت|𝐻) ∈ [0,
1

4
) ; 𝜎3(پشت|ℎ) ∈ (

3

4
 ,1] 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
1

2
; 𝜇(𝑥3|ℎ) =

1

2
; 𝜇′(𝑎1|𝐼) =

1

2
 

 راهبرد کاملاً ترکیبی: 

τ1
𝑛( خارج) = 1 − 휀𝑛 − 휀2𝑛, τ1

𝑛( رو) = 휀𝑛, τ1
𝑛(پشت) = 휀2𝑛 

τ2
𝑛(پشت) = 1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛, τ2

𝑛( رو) = 𝜉𝑛, τ2
𝑛( خارج) = 𝜉2𝑛 

 قانون بیز:  

𝜇′(𝑎1|𝐼) =
τ1
𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت) + τ1

𝑛( رو)
=

휀2𝑛

휀2𝑛 + 휀𝑛
= ۰ 

𝜇(𝑥1|𝐻) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛(پشت) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛( رو)
=

휀2𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛)

휀2𝑛. (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛) + 휀𝑛. 𝜉𝑛
= 1 

𝜇(𝑥3|ℎ) =
τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو)

τ1
𝑛(پشت). τ2

𝑛( رو) + τ1
𝑛( رو). τ2

𝑛(پشت)
=

휀2𝑛. 𝜉𝑛

휀2𝑛. 𝜉𝑛 + (1 − 𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛)
= ۰ 

 ای ترکیبی نیست. درنتیجه، تعادل بالا یک تعادل رشته

 : سعید حجتی نژاد 11، تمرین 3فصل 

 الف( 

 درختی: شکل 

 

M N 
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 ب( 

 توسط طبیعت به شکل زیر است:   ۰.5و  ۰.5جدول بازی با توجه به احتمال بازی 

به شکل زوج مرتب و به ترتیب در مجموعه اطلاعاتی    2دهیم. حرکات بازیگر  ( نشان میC)  Cup( و جام را با  T)  Typeساختار را با  

L  و مجموعه اطلاعاتیH   .است 

  
 2بازیگر 

  
C1, C1 C1, C2 C2, C1 C2, C2 

 1بازیگر 
T1 )0,  0( )0,  0( )0,  0( )0,  0( 

T2 )0,  0( )0,  0( )0,  0( )0,  0( 

 

𝜎1(𝑇1) ∈ [0,1], 𝜎2(𝐶1|𝐿) ∈ [0,1], 𝜎2(𝐶1|𝐻) ∈ [0,1] 

 

  ج(

 

باید بگوییم هر بازیگر در هر مجموعه اطلاعاتی که برای بازی فراخوانده می شود چه کاری انجام   برای به دست آوردن راهبردها

 است.  Hو مجموعه اطلاعاتی  Lبه شکل زوج مرتب و به ترتیب در مجموعه اطلاعاتی  2حرکات بازیگر دهد. می

 

ت 
یع

طب
 

P
ro

b
 

[0
.5

]:
 N

 

 2بازیگر     

  
 

C1, C1 C1, C2 C2, C1 C2, C2 

 T1 , 0) 0( (0 , 0) (-4 , 4) (-4 , 4) 1بازیگر 

N M 
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T2 , 0) 0( 4)-,  4( , 0) 0( 4)-,  4( 
      

  
 

       
P

ro
b

 [
0

.5
]:

 M
 

 2بازیگر     

  
 

C1, C1 C1, C2 C2, C1 C2, C2 

 1بازیگر 
T1 , 0) 0( , 0) 0( 4)-,  4( 4)-,  4( 

T2 , 0) 0( (-4 , 4) (0 , 0) (-4 , 4) 

        

 برای یافتن تعادل نش باید بهترین پاسخ هر بازیگر به هر استراتژی طرف مقابل را بیابیم. تقاطع این بهترین پاسخ ها تعادل نش است. 

 برای علی داریم: 

𝐵𝑅علی((𝐶1, 𝐶1)|𝑁) = 𝑇1/𝑇2 

𝐵𝑅علی((𝐶1, 𝐶2)|𝑁) = 𝑇2 

𝐵𝑅علی((𝐶2, 𝐶1)|𝑁) = 𝑇2 

𝐵𝑅علی((𝐶2, 𝐶2)|𝑁) = 𝑇2 

𝐵𝑅علی((𝐶1, 𝐶1)|𝑀) = 𝑇1/𝑇2 

𝐵𝑅علی((𝐶1, 𝐶2)|𝑀) = 𝑇1 

𝐵𝑅علی((𝐶2, 𝐶1)|𝑀) = 𝑇1 

𝐵𝑅علی((𝐶2, 𝐶2)|𝑀) = 𝑇1 

 همچنین برای حسین داریم: 

𝐵𝑅حسین(𝑇1, 𝑇1) = (𝐶1, 𝐶1)/(𝐶1, 𝐶2)/(𝐶2, 𝐶1)/(𝐶2, 𝐶2) 

𝐵𝑅حسین(𝑇1, 𝑇2) = (𝐶2, 𝐶2) 

𝐵𝑅حسین(𝑇2, 𝑇1) = (𝐶1, 𝐶1) 

𝐵𝑅حسین(𝑇2, 𝑇2) = (𝐶1, 𝐶1)/(𝐶1, 𝐶2)/(𝐶2, 𝐶1)/(𝐶2, 𝐶2) 
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 .هستندها تعادل نش بهترین پاسختقاطع 

در زوج جواب باشد، وجود ندارد. همچنین اگر به    C2ها در بالا واضح است، چنین تعادل محضی که  همانطور که از بهترین پاسخ  د(

برای هر دو بازیگر صفر است. اما اگر با هر احتمالی یکی از    (C1,C1)کنید که پیامد انتظاری در حالت  جدول دقت کنید، مشاهده می

را انجام   T1و در حالت دوم حرکت محض    T2در روج مرتب هستند را انجام دهد، بازیگر اول در حالت اول حرکت محض    C2حرکاتی که  

شود. بنابراین هیچ حرکت ترکیبی که بازیگر دوم  دهد. در این حالت نیز در همه حالات پیامد انتظاری برای بازیگر دوم کمتر از صفر می می

 را با احتمالی مثبت انجام دهد، تعادل نخواهد بود.   C2حرکت 

 

 

 : مهرداد پوراصغری 12، تمرین 3فصل 

 ( U, L, AD( و )U, L, AC( و )U, L, BD( و )U, L, BCهای نش محض: )الف( تعادل

3بازیگر   

BC BD AC AD 

۰،55،  ۰،55،  ۰،55،  ۰،55،  U 

۰،۰۰،  ،۰۰۰،  1،۰،1۰  1،۰،1۰  M 

،۰۰،1۰  ۰،۰،1۰  1،۰۰،  1،۰۰،  K 

R 
 

3بازیگر   

BC BD AC AD 

۰،5،5  ۰،5،5  ۰،5،5  ۰،5،5  U 

ر 
یگ

باز
1

 

۰،13،  1،11،  ،۰13،  1،11،  M 

2،13،  ۰،11،  2،13،  ،۰11،  K 

L 
 

2بازیگر   

 های نش بالا، تعادل کامل زیربازی نیز هستند. بنابراین، تمامی تعادلاین بازی تنها یک زیربازی دارد که آن کل بازی است؛  

ای باشند و باوری سازگار داشته هایی تعادل محض بیزی نیز هستند که عقلایی رشتههای نش محض بالا، آنب( از میان تعادل

 باشند. 

را بازی خواهد کرد؛ بنابراین، هیچ باوری وجود ندارد    Aهمواره انتخاب    3برسد، بازیگر    ℎ3ی اطلاعاتی  مجموعهاگر بازی به  

( و  U, L, BCهای )را بازی کند. درنتیجه، تعادل  Bمجاب شود انتخاب    ℎ3ی اطلاعاتی مجموعه در    3که بر اساس آن بازیگر  

(U, L, BDعقلایی رشته )توانند تعادل بیزی باشند.ای نیستند و نمی 

  Mبا انتخاب  1کند؛ بنابراین، بازیگر را بازی می Lاست و او همواره انتخاب  Lاکیداً مغلوب انتخاب  R، انتخاب 2ج( برای بازیگر 

است و او    Uاکیداً مغلوب انتخاب    Kو    Mهای  انتخاب  1کند. درنتیجه، برای بازیگر  را کسب می  3حداکثر پیامدی برابر    Kیا  

 حرکت محض انجام ندهد وجود ندارد. 1ترتیب، تعادلی که بازیگر اینکند. بهرا بازی می Uهمواره انتخاب 
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ای نیز  ( تعادل بیزی نیست، تعادل رشتهU, L, BDهای بیزی هستند. ازآنجاکه )ای از تعادلای زیرمجموعههای رشتهد( تعادل 

 تواند باشد. نمی

 : سعید حجتی نژاد 13، تمرین 3فصل 

 الف( 

کند، اگر  ماشین باکیفیت تولید می  Gاز آنجایی که هر سه ماشین محصول یک کارخانه هستند، و از بین دو کارخانه فقط کارخانه  

 است. بنابراین:  Gشود که هر سه ماشین محصول کارخانه ای مشاهده کند که ماشینش باکیفیت است مطمئن میفروشنده

𝑃(𝐻𝐻|𝐻) = 𝑝2 

 داند محصول کدام کارخانه است و خواهیم داشت:کیفیت است، نمی اما اگر فروشنده مشاهده کند که ماشینش بی 

𝑃(𝐿) = (𝑃(𝐺) × 𝑃(𝐿|𝐺)) + (𝑃(𝐵) × 𝑃(𝐿|𝐵)) = (0.5 × (1 − 𝑝)) + 0.5 

𝑃(𝐻𝐻|𝐿) =
𝑃(𝐻𝐻, 𝐿)

𝑃(𝐿)
=

0.5 × 𝑝2 × (1 − 𝑝)

(0.5 × (1 − 𝑝)) + 0.5
= 𝑝2 (

1 − 𝑝

2 − 𝑝
) 

 ب(

 کنیم: های دیگر هم احتمال را حساب میمشابه محاسبات بالا برای حالت 

𝑃(𝐻𝐻|𝐻) = 𝑝2 

𝑃(𝐻𝐻|𝐿) = 𝑝2 (
1 − 𝑝

2 − 𝑝
) 

𝑃(𝐻𝐿|𝐻) = 𝑝(1 − 𝑝) 

𝑃(𝐻𝐿|𝐿) = 𝑝(
(1 − 𝑝)2

2 − 𝑝
) 

𝑃(𝐿𝐿|𝐻) = (1 − 𝑝)2 

𝑃(𝐿𝐿|𝐿) =
1 + (1 − 𝑝)3

2 − 𝑝
 

برای اینکه نشان دهیم راستگویی برای همه بازیگرها یک تعادل بیزی است باید نشان دهیم که با باورهای بالا، در صورتی که دو  

گیریم که دو بازیگر دیگر  بازیگر دیگر راستگو باشند آیا برای بازیگر سوم هم در همه حالات راستگویی غالب است. به این منظور در نظر می

 راستگو هستند و بنابراین کیفیت اعلامی آنها با کیفیت واقعی آنها برابر است. در نتیجه برای بررسی راستگویی بازیگر سوم خواهیم داشت: 

𝑈 (𝐿|راستگویی ) > 𝑈  (𝐿|دروغگویی )
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→      𝑈(𝐿|𝐻𝐻𝐿)𝑃(𝐻𝐻|𝐿) + 𝑈(𝐿|𝐻𝐿𝐿)𝑃(𝐻𝐿|𝐿) + 𝑈(𝐿|𝐿𝐻𝐿)𝑃(𝐿𝐻|𝐿) + 𝑈(𝐿|𝐿𝐿𝐿)𝑃(𝐿𝐿|𝐿)

> 𝑈(𝐻|𝐻𝐻𝐿)𝑃(𝐻𝐻|𝐿) + 𝑈(𝐻|𝐻𝐿𝐿)𝑃(𝐻𝐿|𝐿) + 𝑈(𝐻|𝐿𝐻𝐿)𝑃(𝐿𝐻|𝐿)

+ 𝑈(𝐻|𝐿𝐿𝐿)𝑃(𝐿𝐿|𝐿) 

→     (11 × 𝑝2 (
1 − 𝑝

2 − 𝑝
)) + 2(10 × 𝑝 (

(1 − 𝑝)2

2 − 𝑝
)) + (10 ×

(1 − 𝑝)3

2 − 𝑝
)

> (12 × 𝑝2 (
1 − 𝑝

2 − 𝑝
)) + 2(12 × 𝑝 (

(1 − 𝑝)2

2 − 𝑝
)) + (9 ×

1 + (1 − 𝑝)3

2 − 𝑝
) 

 

𝑈 (𝐻|راستگویی ) > 𝑈  (𝐻|دروغگویی )

→      𝑈(𝐻|𝐻𝐻𝐻)𝑃(𝐻𝐻|𝐻) + 𝑈(𝐻|𝐻𝐿𝐻)𝑃(𝐻𝐿|𝐻) + 𝑈(𝐻|𝐿𝐻𝐻)𝑃(𝐿𝐻|𝐻)

+ 𝑈(𝐻|𝐿𝐿𝐻)𝑃(𝐿𝐿|𝐻)

> 𝑈(𝐿|𝐻𝐻𝐻)𝑃(𝐻𝐻|𝐻) + 𝑈(𝐿|𝐻𝐿𝐻)𝑃(𝐻𝐿|𝐻) + 𝑈(𝐿|𝐿𝐻𝐻)𝑃(𝐿𝐻|𝐻)

+ 𝑈(𝐿|𝐿𝐿𝐻)𝑃(𝐿𝐿|𝐻) 

→     (12 × 𝑝2) + 2(12 × 𝑝(1 − 𝑝)) + (9 × (1 − 𝑝)2)

> (11 × 𝑝2) + 2(10 × 𝑝(1 − 𝑝)) + (10 × (1 − 𝑝)2) 

 آیند و نیاز به بررسی سوال است.  ها با خواسته سوال متناقض بدست می با اعداد گفته شده در سوال پاسخ 

 علی امینی: 14، تمرین 3فصل 

 ماهی سفید شکار کند:  درصد 8۰با احتمال  های حسن آقا در حالتی کهحرکتالف( 

 ( Tتن ماهی ) -

 (Hخانه ) -

 ماهی اوزون برون شکار کند:  درصد  2۰با احتمال آقا در حالتی که  های حسنحرکت

 ( Tتن ماهی ) -

 (Hخانه ) -

 ( Eمبادله ) -

 { است.TT, TH, TE, HT, HH, HE} مجموعه صورتبنابراین راهبردهای حسن آقا به 

 همسرش اطلاعی از شکار حسن آقا ندارد بنابراین تنها دو حرکت زیر را دارد: 

 ( Wپخت ماهی سفید )وسایل آماده کردن  -
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 ( Uآماده کردن وسایل پخت ماهی اوزون برون ) -

 کنیم. اکنون پیامد انتظاری را برای هر راهبرد محاسبه می

 را اتخاذ کند Wو همسرش  TTحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝑇𝑇,𝑊) = 0.8 × 10 + 0.2 × 15 = 11 

𝑈2(𝑇𝑇,𝑊) = 0.8 × 10 + 0.2 × 15 = 11 

 را اتخاذ کند Uو همسرش  TTحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝑇𝑇, 𝑈) = 0.8 × 10 + 0.2 × 15 = 11 

𝑈2(𝑇𝑇, 𝑈) = 0.8 × 10 + 0.2 × 15 = 11 

 را اتخاذ کند Wو همسرش  THحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝑇𝐻,𝑊) = 0.8 × 10 + 0.2 × 0 = 8 

𝑈2(𝑇𝐻,𝑊) = 0.8 × 10 + 0.2 × 0 = 8 

 را اتخاذ کند Uو همسرش  TH حسن آقا راهبرد •

𝑈1(𝑇𝐻, 𝑈) = 0.8 × 10 + 0.2 × 50 = 18 

𝑈2(𝑇𝐻, 𝑈) = 0.8 × 10 + 0.2 × 50 = 18 

 را اتخاذ کند Wو همسرش  TEحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝑇𝐸,𝑊) = 0.8 × 10 + 0.2 × 20 = 12 

𝑈2(𝑇𝐸,𝑊) = 0.8 × 10 + 0.2 × 20 = 12 

 را اتخاذ کند Uو همسرش  TEحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝑇𝐸, 𝑈) = 0.8 × 10 + 0.2 × 0 = 8 

𝑈2(𝑇𝐸, 𝑈) = 0.8 × 10 + 0.2 × 0 = 8 

 را اتخاذ کند Wو همسرش  HTحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝐻𝑇,𝑊) = 0.8 × 20 + 0.2 × 15 = 19 

𝑈2(𝐻𝑇,𝑊) = 0.8 × 20 + 0.2 × 15 = 19 

 را اتخاذ کند Uو همسرش  HTحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝐻𝑇, 𝑈) = 0.8 × 0 + 0.2 × 15 = 3 

𝑈2(𝐻𝑇, 𝑈) = 0.8 × 0 + 0.2 × 15 = 3 

 را اتخاذ کند Wو همسرش  HHحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝐻𝐻,𝑊) = 0.8 × 20 + 0.2 × 0 = 16 
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𝑈2(𝐻𝐻,𝑊) = 0.8 × 20 + 0.2 × 0 =  16 

 را اتخاذ کند  Uو همسرش  HHحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝐻𝐻,𝑈) = 0.8 × 0 + 0.2 × 50 = 10 

𝑈2(𝐻𝐻,𝑈) = 0.8 × 0 + 0.2 × 50 = 10 

 را اتخاذ کند Wو همسرش  HEحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝐻𝐸,𝑊) = 0.8 × 20 + 0.2 × 20 = 20 

𝑈2(𝐻𝐸,𝑊) = 0.8 × 20 + 0.2 × 20 = 20 

 را اتخاذ کند  Uو همسرش  HEحسن آقا راهبرد  •

𝑈1(𝐻𝐸, 𝑈) = 0.8 × 0 + 0.2 × 0 = 0 

𝑈2(𝐻𝐸, 𝑈) = 0.8 × 0 + 0.2 × 0 = 0 

 صورت زیر خواهد بود:  بنابراین نمایش جدولی به

 

 

 

 

 

 

 

 

 ب( 

اند. بنابراین دو تعادل  بهترین واکنش حسن آقا با رنگ سبز و بهترین واکنش همسرش با رنگ زرد در جدول مشخص شده

 های زیر است: نش محض وجود دارد که مربوط به برنامه 

𝑁𝐸 = {𝑇𝐻,𝑈}  

𝑁𝐸 = {𝐻𝐸,𝑊}  

   همسر 

𝑈 𝑊   

)11, 1(1 (11, 11) 𝑇𝑇 

حسن 

 آقا 

)18, 18( (8, 8) 𝑇𝐻 

(8, 8) )21, 2(1 𝑇𝐸 

(3, 3) )19, 19( 𝐻𝑇 

(10, 10) )16, 16( 𝐻𝐻 

(0, 0) )20, 20( 𝐻𝐸 
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هر دو بیشتر از برنامه اول است، بنابراین برنامه آوردن ماهی سفید    انتظاری با توجه به اینکه در برنامه تعادلی دوم، مطلوبیت

و آماده کردن وسایل پخت ماهی سفید توسط همسر  در غیر اینصورت  برون  و مبادله اوزون    در صورت صید ماهی سفید  به خانه

 تعادل بهینه است. 

 ج( 

 است.  مسیر تعادل در شکل زیر مشخص شده

 

,σباید ارزیابی ) ای است یا نهرشتهتعادل  آیا این برای بررسی اینکه μ باید دو شرط برقرار باشند:  ای بیابیم کهگونه( را به 

,𝜎ارزیابی ) الف(  𝜇ای باشد. ( عقلایی رشته 

𝑘= 1{σ𝑘}ای از راهبردهای کاملا ترکیبی ب( رشته
𝑘= 1{𝜇𝑘}   باشد که با استفاده از قانون بیز باورهایوجود داشته ∞

∞ 

,𝜎را القا کند و به ارزیابی )  𝜇  .همگرا شود ) 

 پردازیم: به بررسی هر کدام از این شروط می

 بررسی شرط الف(   •

𝑈2(𝑊) > 𝑈2(𝑈) 

⇒    20μ1 + 20μ2 + 0 × (1 − μ1 − μ2)    >    0 × μ1 + 0 × μ2 + 50 × (1 − μ1 − μ2) 

μ1 + μ2 >
5

7
 



166 

 ای است به صورت زیر است: برنامه تعادلی که عقلایی رشته 

(σ, μ) = {σ1(𝐻) = 1, σ1(𝐸) = 1, σ2(𝑊) = 1;  μ1 + μ2 >
5

7
} 

 (  ببررسی شرط  •

{𝜎𝑘}𝑘= 1
∞  =  {𝜎𝑘1(𝐻) = 1 − η𝑘, 𝜎𝑘1(𝐸) = 1 − τ𝑘 − 휁𝑘, 𝜎𝑘1(𝐻) = 휁𝑘, 𝜎𝑘2(𝑊) = 1 − 𝜉   

𝑘 }  

 داریم: 

lim
𝑘→∞

𝜎𝑘 = 𝜎   

 سازیم: باورها را بر اساس قانون بیز می

μ1
𝑘 =

0.8 × σ1
𝑘(𝐻)

0.8 × σ1
𝑘(𝐻) + 0.2 × σ1

𝑘(𝐻) + 0.2 × σ1
𝑘(𝐸)

 

     =
0.8 × (1 − 휂𝑘)

0.8 × (1 − 휂𝑘) + 0.2 × 휁𝑘 + 0.2 × (1 − 𝜏𝑘 − 휁𝑘)
 

 

 

 

𝜇2
𝑘 =

0.2 × 𝜎1
𝑘(𝐸)

0.8 × 𝜎1
𝑘(𝐻) + 0.2 × 𝜎1

𝑘(𝐻) + 0.2 × 𝜎1
𝑘(𝐸)

 

     =
0.2 × (1 − 𝜏𝑘 − 휁𝑘)

0.8 × (1 − 휂𝑘) + 0.2 × 휁𝑘 + 0.2 × (1 − 𝜏𝑘 − 휁𝑘)
 

lim
𝑘→∞

𝜇1 
𝑘 + 𝜇2 

𝑘 = 1   

𝜇1ای بودن در قسمت الف ) که با شرط عقلایی رشته + 𝜇2 >
5

7
 ( سازگار است.  

 ای داریم.  بنابراین تعادل رشته  

برای پخت باید آماده کند، بنابراین نمودار به صورت زیر در    ایداند که چه وسیلهدر این حالت همسر حسن آقا همواره مید(  

 خواهد آمد.
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کند و اگر اوزون   تا وسایل پخت ماهی سفید را امادهگیرد  آقا با همسرش تماس می  در این حالت اگر ماهی سفید بیاید حسن

 برون بیاید، نیز با او تماس میگیرد تا وسایل اوزون برون را آماده کند. چون مطلوبیت این حالات از سایر حالات بیشتر است. 

 ها در این حالت برابر است با:  بنابراین مطلوبیت انتظاری تعادلی آن

𝑈1(𝐻𝐻) = 0.8 × 20 + 0.2 × 50 = 26 

𝑈2(𝐻𝐻) = 0.8 × 20 + 0.2 × 50 = 26 

ای بپردازد باید مطلوبیت او در این حالت را با  برای محاسبه بیشترین مقداری که حسن آقا حاضر است برای موبایل ماهواره 

 حالت قبلی مقایسه کنیم. 

𝑈1 =  با داشتن موبایل     26 

𝑈1 =  بدون داشتن موبایل     20 

     :26 – 20 = 6 بیشینه مقداری که حاضر است بپرداز

 واحد پرداخت کند.  6حسن آقا حداکثر حاضر است پس 

 : ملیکا عبدی15، تمرین 3فصل 
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 :نامیم. همچنین برای سادگیمی  hرا  3مجموعه اطلاعات بازیگر  

 𝜇(𝑥1|ℎ) = 𝜇1, 𝜇(𝑥2|ℎ) = 𝜇2, 𝜇(𝑥3|ℎ) = 𝜇3. 

 الف(

 با توجه به جدول سه تعادل نش داریم:

 

  بازیگر سوم   بازیگر سوم 

D I   D I   

)4,1(1, (-3,-2,3) SS  4)-,2,2( )3,2,2-( SS 

وم 
ر د

یگ
باز

 

)4,1(1, )4,1,1( SW  4)-,2,2( )3,22,-( SW 

)4,1(1, (-3,-2,3) WS  )4,1,2( 2,3)-,2-( WS 

)4,1(1, )4,1,1( WW  )4,1,2( (-2,-2,3) WW 

W  S  

  کند بین جدول راست و چپ انتخاب می بازیگر اول 

 : (S,SS,I)تعادل اول 

σ1(𝑆) = 𝜎2(𝑆𝑆) = 𝜎3(𝐼) = 1 → 𝜇1 = 1 
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ای از حرکات کاملا ترکیبی تعریف کنیم که به این باور باید رشته ای است،  برای این که نشان دهیم تعادل رشته

 همگرا شود:

𝜎1
𝑛(𝑊) = 𝜖𝑛, 𝜎2

𝑛(𝑊) = 𝜉𝑛 → 𝜇1 =
(1 − 𝜖𝑛)(1 − 𝜉𝑛)

(1 − 𝜖𝑛)(1 − 𝜉𝑛) + (1 − 𝜖𝑛)𝜉𝑛 + 𝜖𝑛(1 − 𝜉𝑛)

→ lim
𝑛→∞

 𝜇1 = 1 

 ست.نیز ه ایپس این تعادل رشته

 

 : (W,SW,I)تعادل دوم 

𝜎1(𝑊) = 𝜎2(𝑆𝑊) = 𝜎3(𝐼) = 1 

𝑢3(𝐼) > 𝑢3(𝐷)   →   3𝜇3 + 3𝜇2 + 3𝜇1 > −4𝜇1 + 4𝜇2 + 4𝜇3   →    3 > −4𝜇1 + 4(1 − 𝜇1)  

→   𝜇1 >
1

8
  

 ای:برای تعادل رشته  

𝜎1
𝑛(𝑊) = 1 − 𝜖𝑛, 𝜎2

𝑛(𝑊|𝑆1) = 𝜉𝑛,

𝜎2
𝑛(𝑊|𝑊1) = 1 − 𝑎𝜖𝑛  →  𝜇1 =

(𝜖𝑛)(1 − 𝜉𝑛)

(𝜖𝑛) + (1 − 𝜖𝑛)(𝑎𝜖𝑛)
→ lim

𝑛→∞
 𝜇1 =

1

1 + 𝑎
 

 ای است.  میتوان رشتهٔ مورد نظر را تولید کرد و این تعادل نیز رشته a پس با تنظیم

 

 : (W,WW,I)تعادل سوم 

𝜎1(𝑊) = 𝜎2(𝑊𝑊) = 𝜎3(𝐼) = 1  

𝑢3(𝐼) > 𝑢3(𝐷)   →   3𝜇3 + 3𝜇2 + 3𝜇1 > −4𝜇1 + 4𝜇2 + 4𝜇3   →    3 > −4𝜇1 + 4(1 − 𝜇1)  

→   𝜇1 >
1

8
  

 ای:تعادل رشته برای 

𝜎1
𝑛(𝑊) = 1 − 𝜖𝑛, 𝜎2

𝑛(𝑊|𝑆1) = 1 − 𝜉𝑛,

𝜎2
𝑛(𝑊|𝑊1) = 1 − 휁𝑛  →  𝜇1 =

(𝜖𝑛)(𝜉𝑛)

(𝜖𝑛) + (1 − 𝜖𝑛)(휁𝑛)
→ lim

𝑛→∞
 𝜇1 = 0, lim 𝜇2

= 1 

𝜇1 ,(W,WW,I)ای این است: پس تعادل رشته = 1  

 ب(

 کند:در این حالت جدول به صورت زیر تغییر می
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  بازیگر سوم   بازیگر سوم 

D I   D I   

)4,1(1, (-3,-2,3) S  4)-,2,2( )3,2,2-( S 

گر  
ازی

ب وم
د

 )4,1(1, )4,1,1( W  4)-,2,2( )3,2-2,-( W 

W  S  

  کند بین جدول راست و چپ انتخاب می بازیگر اول 

 

 :نامیم. همچنین برای سادگیمی  Hرا  2مجموعه اطلاعات بازیگر 

 𝜇(𝑦1|𝐻) = 𝛾1, 𝜇(𝑦2|𝐻) = 𝛾2 

 با توجه به شکل دو تعادل نش محض داریم. 

 : (S,S,I)تعادل 

𝜎1(𝑆) = 1, 𝜎2(𝑆) = 1, 𝜎3(𝐼) = 1 → 𝜇1 = 1 , 𝜇2 = 𝜇3 = 0, 𝛾1 = 1, 𝛾2 = 0 

2𝛾1 + −2𝛾2 > −2𝛾1 + 𝛾2 → 𝛾1 >
3

7
 

 ای است چون: این تعادل رشته

𝜎1
𝑛(𝑊) = 𝜖𝑛, 𝜎2

𝑛(𝑊) = 𝜉𝑛 → 𝜇1 =
(1 − 𝜖𝑛)(1 − 𝜉𝑛)

(1 − 𝜖𝑛)(1 − 𝜉𝑛) + (1 − 𝜖𝑛)𝜉𝑛 + 𝜖𝑛(1 − 𝜉𝑛)

→ lim
𝑛→∞

 𝜇1 = 1, 𝛾1 = 1 − 𝜖𝑛 → lim
𝑛→∞

𝛾1 = 1 

   

 

 :(W,W,I)تعادل 

𝜎1(𝑆) = 0, 𝜎2(𝑆) = 0, 𝜎3(𝐼) = 1 

𝑢3(𝐼) > 𝑢3(𝐷)   →   3𝜇3 + 3𝜇2 + 3𝜇1 > −4𝜇1 + 4𝜇2 + 4𝜇3   →    3 > −4𝜇1 + 4(1 − 𝜇1)  

→   𝜇1 >
1

8
  

 ای نیست.  این تعادل نیز مشابه بخش قبل تعادل رشته 
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را ببیند. چرا که در این حالت کارگران به این تعادل که هر دو کار کنند سوق داده    1حرکت بازیگر  2دهد بازیگرکارفرما ترجیح می

دهد کار کردن را انتخاب کند چون مطلوبیت انتظاری وی در این حالت بیشتر  قرار دارد، ترجیح می   y2بداند در    2چون اگر بازیگرشوند.  می

ها کارفرما هم میداند که در صورتی که به مجموعه اطلاعات  با دانستن ایندهد خوابیدن را انتخاب کند.  ترجیح می   y1به طور مشابه در    است.

h    برسد، با احتمال زیادی درx1    2از طرفی اگر بازیگر اول بداند که بازیگرکند.  قرار دارد. پس با توجه به مطلوبیتها بازرسی را انتخاب می  

 کنند، تمایل دارد کار کردن را انتخاب کند چون سود انتظاری وی در این حالت مثبت و در حالت خوابیدن منفی است. نه بازی می گواین 3و

شود کنند هدایت میبازی به سمت تعادلی که هر دو کار میحرکتش را ببیند چون در این صورت    2دهد بازیگرنیز ترجیح می  1بازیگر

که در این حالت سودش مثبت است. اگر بازی به سمت دیگری هدایت شود، با توجه به این که حرکت معقول برای کارفرما بازرسی است،  

   سود منفی خواهد داشت. 1بازیگر

شتری به تعادل خواب هر ممکن است انگیزه داشته باشد که حرکت بازیگر اول را نبیند چون در این حالت بازی با احتمال بی  2بازیگر

 در این حالت نسبت به حالتی که هر دو کار کنند بیشتر است.  2شود که سود بازیگردو کارگر سوق داده می 

 

نیز حالا باید  2بازیگرک مجموعه اطلاعات اضافه شده است. در واقع نسبت به بخش الف باور نسبت به بخش الف یدر بخش ب   ج(

برای انجام حرکت محض صدق کند. پس نسبت به بخش قبل قیدهای بیشتری داریم که   2در قانون بیز و نامعادلات مربوط به انگیزه بازیگر

 ای اینجا صدق نکنند بیزی و رشته  هایپس ممکن است برخی تعادل کند.مجموعه جواب را نسبت به بخش قبل محدودتر می

 

 د(

اید حالات ترکیبی را محاسبه کنیم. فرض  اند. در این بخش بای برای حالت محض به دست آمدههای رشتههای قبل تعادلدر بخش 

های مختلف بازی او محاسبه  را برای حالت  2کند. مطلوبیت بازیگرنظارت می   p3با احتمال    3میخوابد و بازیگر  p1با احتمال    1کنیم بازیگر

 آوریم که در چه حالاتی انگیزه ترکیب دارد: کنیم و به دست می می

 𝑢2(𝑆𝑆) = 2𝑝1𝑝3 + 2𝑝1(1 − 𝑝3) − 2(1 − 𝑝1)𝑝3 + (1 − 𝑝1)(1 − 𝑝3) = 𝑝1 − 3𝑝3 +

3𝑝1𝑝3 + 1 

𝑢2(𝑆𝑊) = 2𝑝1𝑝3 + 2𝑝1(1 − 𝑝3) + (1 − 𝑝1) = 𝑝1 + 1 

𝑢2(𝑊𝑆) = −2𝑝1𝑝3 + 𝑝1(1 − 𝑝3) − 2𝑝3(1 − 𝑝1) + (1 − 𝑝1)(1 − 𝑝3) = 1 − 3𝑝3 

𝑢2(𝑊𝑊) =  −2𝑃1𝑃3 + 𝑝1(1 − 𝑝3) + (1 − 𝑝1) = 1 − 3𝑝1𝑝3 

 آوریم:را به دست می  ۲های مختلف بازیگرحال نحوهٔ ترکیب

1) 𝑢2(𝑆𝑆) = 𝑢2(𝑆𝑊) → 𝑝1 = 1 

2) 𝑢2(𝑆𝑆) = 𝑢2(𝑊𝑆) → 𝑝1 = 0 

3) 𝑢2(𝑆𝑆) = 𝑢2(𝑊𝑊) → 6𝑝1𝑝3 = 3𝑝3 − 𝑝1 

4) 𝑢2(𝑆𝑊) = 𝑢2(𝑊𝑆) → 𝑝1 = 𝑝3 = 0 
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5) 𝑢2(𝑆𝑊) = 𝑢2(𝑊𝑊) → 𝑝1 = 0 

6) 𝑢2(𝑊𝑆) = 𝑢2(𝑊𝑊) → 𝑝1 = 1 

 برای این که انگیزهٔ ترکیب کردن داشته باشد باید: ۳همچنین بازیگر 

 7) 𝜇 =
𝑝1𝑝2

𝑝1𝑝2 + 𝑝1(1 − 𝑝2) + (1 − 𝑝1)𝑝2
=
1

8
→ 9𝑝1𝑝2 = 𝑝1 + 𝑝2 

تعادل ترکیبی شکل آید که در این حالات ، به دست می۳به جز معادله  ۶-۱با دستگاه کردن این معادله با معادلات 

 ۲و    ۳ای است که اگر بازیگر  آیند. در این مساله صورتبندی به گونهنمیگیرد چون احتمالات یک یا صفر به دست می

  ۳ماند ناشی از معادلهٔ  پس تنها تعادل ترکیبی که باقی می  نیز انگیزهٔ ترکیب حرکاتش را ندارد.  ۱ترکیب نکنند، بازیگر

 ارد ترکیب کند: انگیزه د ۱است. تنها در این حالت بازیگر

𝑢1(𝑆) = −2𝑝2𝑝3 + 2𝑝2(1 − 𝑝3) + −2𝑝3(1 − 𝑝2) + 2(1 − 𝑝2)(1 − 𝑝3) = 2 − 4𝑝3 

𝑢1(𝑊) = −3𝑝2𝑝3 + 𝑝2(1 − 𝑝3) + 1 − 𝑝2 = 1 − 4𝑝2𝑝3 

𝑢1(𝑆) = 𝑢1(𝑊) → 8) 1 = 4𝑝3(1 − 𝑝2) 

 داریم:  ۸و۷و۳با دستگاه کردن سه معادله 

𝑝1 = 𝜎1(𝑆) =
37 + √337

172
, 𝑝2 = 𝜎2(𝑆𝑆) = 1 − 𝜎2(𝑊𝑊) =

√337 − 17

8
, 𝑝3 = 𝜎3(𝐼)

=
25 + √337

144
 

 

 

 امینی: علی  16، تمرین 3فصل 

 الف( 

 صورت زیر است: نمودار درختی بازی در حالت کلی به
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 است خواهیم داشت:   p = 1اما در این قسمت با فرض اینکه 

 

م

 شاور 
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 شدهمدیر در حالتی که مشاور مقدار دیدهتصمیم  بیند.  را می  sاست بنابراین مشاور همواره مقدار    p=1در این قسمت از سوال،  

خود   انتظاری  مطلوبیت  براساس  باید  مدیر  کند،  پنهان  او  از  را  مقدار  این  مشاور  اگر  ولی  است  مشخص  کند  گزارش  او  به  را 

 گیری کند.  تصمیم

 مطلوبیت انتظاری مدیر برابر است با: 

𝐸𝑈1 = ∫ −(𝑎 − 𝑠)2𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑠2

𝑠1

=
1

3(𝑠2 − 𝑠1)
((𝑎 − 𝑠2)

3 − (𝑎 − 𝑠1)
3) 

                                                      =
1

3
((𝑎 − 𝑠2)

2 + (𝑎 − 𝑠2)(𝑎 − 𝑠1) + (𝑎 − 𝑠1)
2) 

 تصمیم مدیر از حل مسئله حداکثرسازی مطلوبیت انتظاری وی برابر است با: 

𝜕𝐸𝑈1
𝜕𝑎

 =  
1

3
(2(𝑎 − 𝑠2)

 + (𝑎 − 𝑠2)  +  (𝑎 − 𝑠1) + 2(𝑎 − 𝑠1)
 )  =  0  

𝑎 =
𝑠1 + 𝑠2

2
 

را با مطلوبیت  Hمطلوبیت خود از حرکت ، sو دیدن مقدار داند رفتار مدیر عقلایی است( )چون می aمشاور با دانستن مقدار 

 کند. یعنی:  مقایسه می  Rخود از حرکت 

𝑈2(𝐻) =  − (
𝑠1 + 𝑠2

2
− 𝑠  −  𝑏)

2

 

             = −(
𝑠1 + 𝑠2

2
)
2

− 𝑠2 − 𝑏2 + 2
𝑠1 + 𝑠2

2
𝑠 + 2

𝑠1 + 𝑠2
2

𝑏 − 2𝑏𝑠  

 باشد:  Rرا انجام دهد، باید مطلوبیت انتظاری او از این حرکت بیشتر از مطلوبیت او از حرکت  Hبرای آنکه مشاور حرکت 

𝐸𝑈2(𝐻) > 𝑈2(𝑅) 

−(
𝑠1 + 𝑠2

2
)
2

− 𝑠2 − 𝑏2 + 2
𝑠1 + 𝑠2

2
𝑠 + 2

𝑠1 + 𝑠2
2

𝑏 − 2𝑏𝑠 > −𝑏2 

𝑠2 + (2𝑏 − (𝑠1 + 𝑠2)) 𝑠 − (𝑠1 + 𝑠2)𝑏 + (
𝑠1 + 𝑠2

2
)
2

< 0 

 دهد(. را انجام می Hرا مخفی خواهد کرد ) sکه رابطه فوق برقرار شود، مشاور  sو  bازای هر به
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 خواهیم داشت:  b = 0قبل با فرض دست آمده قسمت به روابطبا توجه به ب( 

𝑠2  −  2
𝑠1 + 𝑠2

2
 𝑠 + (

𝑠1 + 𝑠2
2

)
2

< 0 

را    Rحرکت  همواره  ، در این حالت مشاور  شودبرقرار نمی  2sو    1sازای هیچ مقدار حقیقی  اینکه رابطه فوق به با توجه به  

 کند.  را آشکار می sدهد، یعنی مقدار انجام می

 دست آمده در قسمت الف، داریم: دوباره با توجه به رابطه به ج( 

𝑠2 + (2𝑏 − (𝑠1 + 𝑠2)) 𝑠 − (𝑠1 + 𝑠2)𝑏 + (
𝑠1 + 𝑠2

2
)
2

< 0 

 است.  [1 ,0]برابر با  ]s1s ,2[کنیم، بازه مسئله و بدون خدشه وارد کردن به عمومیت مسئله فرض میحل برای سادگی 

𝑠2 + 2(𝑏 − 
1

2
) 𝑠 − 𝑏 +

1

4
< 0 

𝑠2 + 2(𝑏 −
1

2
) 𝑠 −

1

2
(2𝑏 −

1

2
) < 0 

 کنیم: تعیین علامت می sمعادله سمت چپ را بر حسب 

𝑠 =
−2 (𝑏 −

1
2) ±

√4(𝑏 −
1
2)

2

+ 2(2𝑏 −
1
2)

2
 

1

2
− 2𝑏 < 𝑠 <

1

2
 

با رسم شکل، ناحیه هاشور کنند، بنابراین  مکان هندسی نقاطی که بین دو ریشه قرار دارند، عبارت مورد نظر را منفی می

( را ترجیح Rدهد. در غیر اینصورت آشکار کردن )( را ترجیح میHمشاور مخفی کردن )در نتیجه  خورده عبارت فوق برقرار است و  

 تعادل منحصر به فردی وجود ندارد.  همچنین مشخص است که دهد.می



176 

 د( 

اش با توجه به اینکه مطلوبیت مدیر در هر دو گره مجموعه اطلاعاتیاست.  نمودار بازی در این حالت در قسمت الف ترسیم شده

 کند.  را انتخاب می  aهای قبل است و کماکان مانند قبل  مانند قسمت  اش ازای هر باوری مطلوبیت انتظارییکسان است، بنابراین به 

𝑎 =
𝑠1 + 𝑠2

2
 

آن را مخفی کند، مطلوبیت او راببیند ولی    sدر حالتی که مقدار    ؛اما مطلوبیت انتظاری مشاور در این دو حالت متفاوت است 

   او مشابه مدیر است.  انتظاری را نبیند، مطلوبیت sو در حالتی که  مانند قسمت قبل است

𝐸𝑈2(𝑁𝑜𝑡  𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒) = ∫ −(𝑎 − 𝑠)2𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑠2

𝑠1

 =  
1

3(𝑠2 − 𝑠1)
((𝑎 − 𝑠2)

3 − (𝑎 − 𝑠1)
3)  

                                      =
−1

3
((𝑎 − 𝑠2)

2 + (𝑎 − 𝑠2)(𝑎 − 𝑠1) + (𝑎 − 𝑠1)
2) 

                                         

=  
−1

3
((
𝑠1 + 𝑠2

2
 − 𝑠2)

2

+ (
𝑠1 + 𝑠2

2
 − 𝑠2) (

𝑠1 + 𝑠2
2

 − 𝑠1) + (
𝑠1 + 𝑠2

2
 − 𝑠1)

2

) 

                                       =  
−1

3
(
𝑠1 − 𝑠2

2
 )
2

 

 است.  [1 ,0]برابر با  ]s1s ,2[کنیم، بازه برای سادگی حل مسئله و بدون خدشه وارد کردن به عمومیت مسئله فرض می

S 
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𝐸𝑈2(𝑁𝑜𝑡  𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒) = 𝐸𝑈1(𝑁𝑜𝑡  𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒) = (
−1

12
,
−1

12
) 

مشخص با استفاده از نمودار قسمت قبل  است.  را به مشاور نشان داده   sگیریم که طبیعت مقدار  اکنون حالتی را در نظر می

کند ( را بازی میRکند )اینصورت آشکار می( و در غیر  Hرا مخفی می کند )  s، مقدار  شده مشاور در قسمت هاشور زده   است که

 و انگیزه انحراف ندارد.  

 

  

 اکبرپور مرضیه علی: 17مرین ، ت3فصل 

آوریم. درخت بازی  ها را بدست میهای کامل زیربازیتعادل  رو تمامه به اینکه بازی اطلاعات کامل است، با استنتاج پس الف(  باتوج 

𝑎  زیر درخت مناسب است.   3شامل 

 

 آوریم. را بدست می  𝑏های درخت های کامل زیربازیمشابه قسمت قبل تعادل ب( 

 

S 

1

/6 
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 ج(
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ت 
یع

طب
 

𝑃
𝑟𝑜
𝑏
 [
1
−
휀]
: 𝑎

 

 1بازیگر      

  
 

𝐿𝐿 𝐿𝑅 𝑅𝐿 𝑅𝑅 

 2بازیگر  
𝑙 (2, 2) (2, 2) (1, 4) (0, 2) 

𝑟 (2, 2) (2, 2) (3, 3) (3, 3) 
      

  
 

       

𝑃
𝑟𝑜
𝑏
 [
휀]
: 𝑏

  1 بازیگر     

  
 

𝐿𝐿 𝐿𝑅 𝑅𝐿 𝑅𝑅 

 2بازیگر  
𝑙 (2, 2) (2, 2) (1, 4) (10, 2) 

𝑟 (2, 2) (2, 2) (3, 3) (3, 3) 
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 : فاطمه اصغری 18، تمرین 3ل فص

 کنیم. طور که در شکل نشان داده شده است، حرکات اکیداً مغلوب را حذف میدر ابتدا همان

 

را انتخاب نخواهد کرد، در این صورت   Bگاه حرکت  کارت شماره یک را در اختیار داشته باشد، هیچ  2در صورتی که بازیگر  

را در اختیار داشته باشد،    2کند و اگر کارت شماره  را انتخاب می  Bرا در اختیار داشته باشد که حتما    3کارت شماره    1اگر بازیگر  

 را انتخاب خواهد کرد. Bنیز بنا به استدلال زیر 

EU1(F) = −P 

EU1(B) =
1

2
[−P − B] +

1

2
[P] =

−B

2
 

B می دانیم < 2P 
        
⇒  

−B

2
> −P  

        
⇒  Player chooses B 

را انتخاب نخواهد کرد، در صورتی که   Fگاه حرکت  کارت شماره سه را در اختیار داشته باشد، هیچ  2در صورتی که بازیگر  

کند، و در صورتی که کارت شماره یک را داشته  را انتخاب می  Bرا داشته باشد که بنا به استدلال قبل    2کارت شماره    1بازیگر  

 را انتخاب کند. Fتخطی کرده و  Bباشد، انگیزه دارد که از 
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 افتد. چه اتفاقی می hحال باید بگوییم که در مجموعه اطلاعاتی 

کارت سه را   1این باشد که بازیکن  2توان تعادل داشت. اگر باور بازیکن می hدر مجموعه اطلاعاتی  2بسته به باور بازیگر 

کند(. اگر باور را انتخاب می  Bرا در اختیار داشته باشد همواره    3کند )در صورتی که بازیگر یک کارت  را انتخاب می  Fدارد او  

کند، در این شرایط بازیگر یک در صورت داشتن  را انتخاب می  Bکارت شماره یک را دارد او    1این باشد که بازیکن    2بازیکن  

  2کارت    2که بازیکن    hرا انتخاب کند، بر این اساس در مجموعه اطلاعاتی    Fخواهد  کارت شماره یک انگیزه تخطی دارد و می

 را دارد:

- σ1(B|card 1) = q      σ2(B|h) = r 

- Bayes rule: μ(x1|h) =
q

q + 1
   

- U1(B|card 1) =
1
2
(−P − B) +

1
2
(r(−P − B) + (1 − r)P) 

 کند، اگر و تنها اگر: را انتخاب می B، حرکت hدر  2بازیگر 

U2(B|h) > U2(F|h)   
        
⇒ −P > μ(P + B) − (1 − μ)(P + B) 

        
⇒   μ(x1|h) >

B

2(P + B)
= μ̅ 

μ̅ =
B

2(P + B)
<

B

B + 2B
=
1

3
 

μ: 1حالت  > μ̅ 

rکند ) را بازی می B، 2بازیگر  • = 1) 

qکند )را بازی می F، 1بازیگر  • = 0) 

• 
       
←  μ = 0  

      
←   q =  (!!!contradictionدهد! )را ترجیح می Fبازیگر دو   0

μ: 2حالت  < μ̅ 

rکند )را بازی می F، 2بازیگر  • = 0) 

qکند ) را بازی می B، 1بازیگر  • = 1) 

• 
       
←  μ = 0.5  

      
←   q = μ̅دانیم  اما می  1 <

1
3

 ( !!!contradiction)  دهد!را ترجیح می Bاست و بازیگر دو  

μ: 3حالت  = μ̅ 
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 تفاوت شود.بی 1کند که بازیگر ای بازی میتفاوت است، او به گونه بی 2بازیگر  •

U1(B|type 1) > U1(F|type 1)   
          
→   r =

2P − B

2P + B
 

μ = μ̅  
          
→    

q

1 + q
=

B

2(P + B)
  
          
→    q =

B

2P + B
 

 

 : محمدصدرا حیدری 19، تمرین 3فصل 

 قسمت الف(

휃از آنجا که در هر دو مرحله کارگر از نوع   = کنیم. در این نمایش  اسوووت، نمایش درختی بازی را رسوووم می  1

باشد. حرکات کارگر با رنگ   (𝐿)( یا طرفدار حقوق کارگر  𝐹𝑀گیرد بازرس طرفدار بازار آزاد )می  ابتدا طبیعت تصمیم

 شده است.قرمز و حرکات سرپرست با رنگ سبز مشخص

.𝑠گیری  ( برای سوورپرسووت در گره تصوومیم𝑅گزارش کردن ) ( دارد.  𝑁𝑅مطلوبیت بیشووتری از عدم گزارش )  4

.𝑙گیری  در گره تصومیم  (𝑁𝑃)ازای عدم هزینه ش بهداند مطلوبیتبنابراین کارگر که عاقل اسوت می کمتر از هزینه  4

𝐿 𝐹𝑀 

𝑙. 1 

𝑁𝑃 𝑁𝑃 

𝑃 𝑃 

𝑙. 2 
𝑁𝑃 𝑁𝑃 𝑃 𝑃 

(2 − 2𝑗,  0) (2 − 𝑗,  0) (2 − 2𝑗,  0) 

(1 − 𝑗,  𝑊2) 

𝑁𝑅 𝑅 

(2 − 𝑗,  0) 

𝑠. 2 

𝑁𝑅 𝑁𝑅 
𝑠. 1 

𝑙. 3 

𝑅 

𝑁𝑃 𝑁𝑃 𝑃 𝑃 

(2 − 𝑗,  0) (2 − 𝑗,  0) (2,  0) 
𝑁𝑅 𝑅 

𝑠. 3 

(2,  0) (1,  𝑊2) 

𝑙. 4 

𝑁𝑃 𝑃 

(1 − 𝑗,  𝑊1) 
𝑁𝑅 𝑅 

𝑠. 4 

(0,  𝑊1 +𝑊2) (1,  𝑊1) 
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شوود مطلوبیت سورپرسوت از گزارش  ( که باعث می𝑃کند )باشود. بنابراین در این گره هزینه را پرداخت میکردن می

.𝑠گیری  کردن در گره تصمیم  شود. 𝑊1برابر با  1

.𝑠گیری  بوا اسوووتودلال بوالا سووورپرسوووت در گره تصووومیم کنود. بوا اعموال قوانون بیز در گره حتموا گزارش می  3

.𝑙گیری  تصووومیم 1، کارگر باور دارد با احتموال  3 − 𝑆 از    بازرس طرفدار بازار آزاد اسوووت. بنوابراین مطلوبیوت انتظواری

.𝑙حرکاتش در گره    به شرح زیر خواهد بود: 3

𝑈1(𝑃|𝑙. 3) = 𝑆(2 − 𝑗) + (1 − 𝑆)(2 − 𝑗) = 1 + (1 − 𝑗) 

𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 3) = 2𝑆 + (1 − 𝑆) = 𝑆 + 1 = 1 + 𝑆 

𝑆از آنجا که طبق گفته سوؤال   < 1 − 𝑗 گیریم که مطلوبیت پرداخت هزینه برای کارگر در  باشود، نتیجه میمی

.𝑙گیری  گره تصومیم کند که در  را بازی می 𝑃بیشوتر از عدم پرداخت هزینه اسوت و در این گره کارگر حتما حرکت   3

.𝑠شووود مطلوبیت گزارش کردن در گره  نتیجه باعث می برای سوورپرسووت بیشووتر از گزارش نکردن شووود و انگیزه   1

 انحراف در این گره نداشته باشد.

.𝑙حوال انگیزه انحراف کوارگر از عودم پرداخوت هزینوه در گره    کنیم. مشوووابوه اسوووتودلال بوالا  را بررسوووی می  1

.𝑠گیری  دانیم سورپرسوت در گره تصومیممی کند. بنابراین مطلوبیت کارگر از حرکاتش گزارش کردن را انتخاب می 2

.𝑙گیری  در گره تصمیم  برابر است با: 2

𝑈1(𝑃|𝑙. 2) = 𝑆(2 − 2𝑗) + (1 − 𝑆)(2 − 2𝑗) = (1 − 𝑗) + (1 − 𝑗) 

𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 2) = 𝑆(2 − 𝑗) + (1 − 𝑆)(1 − 𝑗) = 1 + 𝑆 − 𝑗 = (1 − 𝑗) + 𝑆 

𝑆از آنجا که طبق گفته سوؤال  < 1 − 𝑗  هزینه برای کارگر در   گیریم که مطلوبیت پرداختباشود، نتیجه میمی

.𝑙گیری  گره تصووومیم کنود.  را بازی می  𝑃بیشوووتر از عدم پرداخت هزینوه اسوووت و در این گره کارگر حتموا حرکت    2

.𝑙گیری  در گره تصمیم  𝑃بنابراین مطلوبیت کارگر از انتخاب حرکت  1)2برابر با  1 − 𝑗) .خواهد بود 

.𝑠گیری  داند سورپرسوت در گره تصومیمکارگر که می  گیرد وقتی به گره کند، نتیجه مینوع او را گزارش می 1

.𝑙گیری  تصوومیم .𝑙رسوود که سوورپرسووت طرفدار حقوق کارگر باشوود. بنابراین در گره می 3 عدم پرداخت را انتخاب    3

.𝑙کند. در نتیجه مطلوبیت کارگر از عدم پرداخت در گره  می  شود با:برابر می 1

𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 1) = 2𝑆 + (1 − 𝑆)(1 − 𝑗) = (1 + 𝑆)(1 − 𝑗) 

 گیرد پرداخت نکند که شرط زیر برقرار باشد:در نتیجه تنها زمانی کارگر در مرحله اول تصمیم می

(1 + 𝑆)(1 − 𝑗) > 2(1 − 𝑗) ⇒ {
𝑗 = 1 ⇒ 𝑆 < 0

1 + 𝑆 > 2 ⇒ 𝑆 > 1
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 پذیر نبوده و چنین تعادلی وجود ندارد.که امکان

 قسمت ب(

 نمایش درختی بازی در حالت کلی به شرح زیر است:

 

ها وابسوته به نوع کارگر در هرکدام از مراحل اسوت. همانطور که در شوکل بالا مشوخص اسوت، پیامد اسوتراتژی

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می  𝜌حالت برای این بازی قابل تصور است. ماتریس احتمال   4در کل    دانیممی

𝜌𝑖𝑗 = Pr(휃1 = 𝑖, 휃2 = 𝑗) , 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1} 

𝑊1,𝑊2جوا کوه  از آن > .𝑠،گیری  هوای تصووومیمدانیم در گرهمی  0 2  𝑠. .𝑠و    3 بوازرس حتموا نوع کوارگر را   4

 توان نمایش جدولی بازی را به شکل زیر ساده کرد:کند. بنابراین میگزارش می

𝐿 𝐹𝑀 

𝑙. 1 
𝑁𝑃 𝑁𝑃 

𝑃 𝑃 

𝑙. 2 
𝑁𝑃 𝑁𝑃 𝑃 𝑃 

(휃1 + 휃2 − 2𝑗,  0) (휃1 + 휃2 − 𝑗,  0) (휃1 + 휃2 − 2𝑗,  0) 

(휃1 − 𝑗,  𝑊2) 

𝑁𝑅 𝑅 

(휃1 + 휃2 − 𝑗,  0) 

𝑠. 2 

𝑁𝑅 𝑁𝑅 
𝑠. 1 

𝑙. 3 

𝑅 

𝑁𝑃 𝑁𝑃 𝑃 𝑃 

(휃1 + 휃2 − 𝑗,  0) (휃1 + 휃2 − 𝑗,  0) (휃1 + 휃2,  0) 
𝑁𝑅 𝑅 

𝑠. 3 

(휃1 + 휃2,  0) (휃1,  𝑊2) 

𝑙. 4 

𝑁𝑃 𝑃 

(휃2 − 𝑗,  𝑊1) 
𝑁𝑅 𝑅 

𝑠. 4 

(0,  𝑊1 +𝑊2) (휃2,  𝑊1) 
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.𝑙گیری   در گره تصووومیم 𝑗بوا فرض    4 > 휃2اگر نوع کوارگر     0 = بواشووود، کوارگر هزینوه نکرده و در غیر این   0

.𝑙گیری  کند. همچنین در گره تصومیمصوورت حتما هزینه می 휃2اگر نوع کارگر   3 = باشود مطلوبیت هزینه نکردن  0

휃1و مطلوبیت هزینه کردن برابر با  휃1برابر با  − 𝑗 کند.در این حالت نیز کارگر هزینه نمی خواهد شد بنابراین 

 

.𝑠،گیری  های تصوومیمدانیم در گرهمی 2  𝑠. .𝑠و  3 ازای کند. بناربراین بهبازرس حتما نوع کارگر را گزارش می 4

 کنیم:حالات مختلف وجود تعادل را بررسی می

• 𝜽𝟏 = 𝟎 

o 휃2 = 0 

در این حالت هزینه کردن برای بازیگر در هر دو مرحله حرکت مغلوب اسووت. بنابراین مسووتقل از 

.𝑙هوای  کنود و در نتیجوه در گرهبوازی بوازرس در هرمرحلوه عودم هزینوه را انتخواب می 2  ،𝑙. .𝑙و   3 حرکوت   4

𝑁𝑃 کند.را انتخاب می 

o 휃2 = 1 

.𝑙کارگر در گره  .𝑙کند. در گره  حتما هزینه می  4 باور داشووته باشوود که   𝜇3اگر کارگر با احتمال   3

 شود با:بازرس طرفدار بازار آزاد است، مطلوبیت حاصل از حرکاتش برابر می

𝑈1(𝑃|𝑙. 3, 𝜇3) = 1 − 𝑗, 𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 3, 𝜇3) = 1 − 𝜇3 

𝜇3ازای  بنوابراین بوه > 𝑗    ،پرداخوت کرده𝜇3 = 𝑗  تفواوت شووووده و  بی𝜇3 < 𝑗   هزینوه پرداخوت

 کند.نمی

𝐿 𝐹𝑀 

𝑙. 1 
𝑁𝑃 𝑁𝑃 

𝑃 𝑃 

𝑙. 2 
𝑁𝑃 𝑁𝑃 𝑃 𝑃 

(휃1 + 휃2 − 2𝑗,  0) (휃1 + 휃2 − 𝑗,  0) (휃1 + 휃2 − 2𝑗,  0) (휃1 − 𝑗,  𝑊2) 

𝑁𝑅 
𝑠. 1 

𝑙. 3 

𝑅 

𝑁𝑃 𝑁𝑃 𝑃 𝑃 

(휃1 + 휃2 − 𝑗,  0) (휃1 + 휃2 − 𝑗,  0) (휃1 + 휃2,  0) (휃1,  𝑊2) 

𝑙. 4 

𝑁𝑃 𝑃 

(휃2 − 𝑗,  𝑊1) (0,  𝑊1 +𝑊2) 
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.𝑙در گره   در    𝑆از آنجوا کوه حرکوات بوازرس توادیری در بواور کوارگر نودارد، کوارگر بواور دارد بوا احتموال    2

 بارزس طرفدار حقوق کارگر است. بنابراین مطلوبیت انتظاری از حرکاتش به شرح زیر است:

𝑈1(𝑃|𝑙. 2) = 1 − 2𝑗, 𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 2) = 𝑆(1 − 𝑗) − 𝑗(1 − 𝑆) = 𝑆 − 𝑗 

𝑆از آنجوا کوه   < 1 − 𝑗  1گیریم  نتیجوه می − 2𝑗 > 𝑆 − 𝑗    بنوابراین در این گره کوارگر حتموا

 کند.پرداخت می

.𝑠داند، برای آنکه بتواند در گره  حال بازرس که واکنش کارگر درازای حالات مختلف را می میان حرکاتش   1

 0بودن نوع بازیگر در مرحلوه دوم به شووورط    0تفواوت باشووود. با فرض این احتموال  ها بیترکیوب کنود باید بین آن

.𝑠باشد، مطلوبیت حرکات بازرس در گره  𝑥بودنش در مرحله اول برابر با   کنیم.  را بررسی می  1

𝑈2(𝑅|𝑠. 1, 𝑥) = 𝑥(𝑊1 +𝑊2) + (1 − 𝑥)𝑊1 = 𝑊1 + 𝑥𝑊2 

.𝑠را در گره   𝑁𝑅حرکت  𝑡کنیم بازرس با احتمال  همچنین فرض می   کند.انتخاب می  1

⇒ 𝜇3 =
(1 − 𝑆)𝑡

𝑆 + (1 − 𝑆)𝑡
⇒ 𝜇3 ∈ (0, 1 − 𝑆) 

휃1در حالتی که   = .𝑙شووود کارگر در   0 .𝑠کند. چرا که اگر بازرس در گره  را انتخاب می 𝑁𝑃حرکت   1 1 

.𝑙ها در گره  های همه انتخابرا بازی کند مطلوبیت  𝑁𝑅حرکت  .𝑙بیشتر از گره   3  𝑅خواهد بود و اگر حرکت   2

را انتخاب کند بدون هزینه توانسووته نوع بازرس را شووناسووایی کرده و بیشووینه مطلوبیت خود در این حالت را 

 دست آورد.به

휃2دانیم کارگر از می = 휃2کند. در غیر این صوووورت و اگر  ای پرداخت نمیهزینه  0 = ازای باورهای  به 1

.𝑙مختلف کارگر در گره   داریم:  3

o 𝜇3 > 𝑗 

𝑈2(𝑁𝑅|𝑠. 1, 𝑥) = 𝑥𝑊2 + (1 − 𝑥) × 0 = 𝑥𝑊2 

بنابراین در این حالت مطلوبیت گزارش کردن بیشووتر از عدم گزارش اسووت و امکان ترکیب وجود 

 ندارد.

o 𝜇3 < 𝑗 

𝑈2(𝑁𝑅|𝑠. 1, 𝑥) = 𝑥𝑊2 + (1 − 𝑥)𝑊2 = 𝑊2 

 کند کهدر این حالت فقط زمانی ترکیب می

𝑥 = 1 −
𝑊1

𝑊2
  ⇒𝑊1<0.9𝑊2

  𝑥 > 0.1 ⇒ 𝜌00 > 0.01 

o 𝜇3 = 𝑗 

.𝑙کنیم کارگر در گره فرض می  را بازی کند: 𝑁𝑃حرکت   𝑟با احتمال    3

𝑈2(𝑁𝑅|𝑠. 1, 𝑥) = 𝑥𝑊2 + (1 − 𝑥)𝑟𝑊2 = 𝑊2(𝑥 + 𝑟 − 𝑟𝑥) 
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 کند که:در این حالت بازرس زمانی ترکیب می

𝑊1 + 𝑥𝑊2 = 𝑊2(𝑥 + 𝑟 − 𝑟𝑥) ⇒ 𝑟 =
𝑊1

𝑊2(1 − 𝑥)
 

휃1بنابراین در حالت    =  چنین تعادلی وجود دارد.  0

• 𝜽𝟏 = 𝟏 

o 휃2 = 0 

.𝑙های  را در گره 𝑁𝑃مانند حالت قبل در این مرحله هزینه کردن مغلوب اسوت و کارگر حرکت   2 ،

𝑙. .𝑙و   3  کند.بازی می 4

o 휃2 = 1 

.𝑙کارگر در    کند.حتما هزینه می 4

.𝑙در گره    کند.توان نشان داد که هزینه کردن غالب است و هزینه میبا همان استدلال قبلی می 2

.𝑙در گره    بازرس طرفدار بازار آزاد است داریم:  𝜇3اگر باور داشته باشد با احتمال   3

𝑈1(𝑃|𝑙. 3, 𝜇3) = 2 − 𝑗, 𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 3, 𝜇3) = 𝜇3 + 2(1 − 𝜇3) = 2 − 𝜇3 

𝜇3ازای  بنوابراین بوه > 𝑗    ،پرداخوت کرده𝜇3 = 𝑗  تفواوت شووووده و  بی𝜇3 < 𝑗   هزینوه پرداخوت

 کند.نمی

휃1که شوورایط مانند حالت   = .𝑙توان نشووان داد اگر کارگر در  اسووت و درنتیجه می 0 عدم پرداخت را    1

.𝑠در گره    𝑡انتخواب کنود، در اداموه تعوادلی وجود دارد کوه در بوازرس بوا احتموال   گزارش نکنود و بواورهوا بوا حرکوات    1

 سازگار باشند.  

.𝑙گیری  در گره تصومیم  𝑁𝑃اسوت نشوان دهیم مطلوبیت انتظاری کارگر از حرکت بنابراین کافی در حالت   1

휃1 =  خواهد بود.  𝑃بیشتر از مطلوبیت حاصل از حرکت  1

▪ 𝜇3 < 𝑗 
𝑈1(𝑃|𝑙. 1) = 𝑥[1 − 𝑗] + (1 − 𝑥)[𝑆(2 − 2𝑗) + (1 − 𝑆)(2 − 2𝑗)] 

𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 1) = 𝑥[𝑆 + (1 − 𝑆)𝑡] + (1 − 𝑥)[𝑆(2 − 𝑗) + (1 − 𝑆)(𝑡(2 − 𝑗) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑗))] 

𝑡ازای به > 1 − 𝑗  :داریم 

𝑈1(𝑃|𝑙. 1) < 𝑈1(𝑁𝑃|𝑙. 1) 

 کند.که شرط تعادل را فراهم می

 در نهایت نشان دادیم وجود چنین تعادلی ممکن است.

 ازای مقادیر زیر تعادل بیزی وجود دارد یا نهبرای حالت خاص بررسی کنید به
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{
𝑗 = 0.6
𝑆 = 0.3
𝑡 = 0.5
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 های تکرارشونده فصل چهارم: بازی

 : سپیده عبداللهی 1، سوال 4فصل 

   الف(

 2بازیگر    

     1بازیگر     

𝑝1 𝑝2 1 − 𝑝1 − 𝑝2 

𝑎2 𝑏2 𝑥2 

𝑞1 𝑎1 (4,4) (1,6) (0,5) 

𝑞2 𝑏1 (6,1) (-3,-3) (-4,-4) 

1 − 𝑞1 − 𝑞2 𝑥1 (5,0) (-4,-4) (-5,-5) 

 

,𝑏1)   دو تعادل نش محض: 𝑎2) , (𝑎1, 𝑏2) 

𝑝2مغلوب اکیداند پس   𝑥2و   𝑥1حرکات   تعادل ترکیبی: = 1 − 𝑝1   و𝑞2 = 1 − 𝑞1 :در نتیجه داریم . 

𝑈1(𝑎1) = 4𝑝1 + 𝑝2 = 1 + 3𝑝1
𝑈1(𝑏1) = 6𝑝1 − 3𝑝2 = 9𝑝1 − 3

} → 1 + 3p1 = 9𝑝1 − 3 → 𝑝1 =
2

3
 

𝑞1،  2اند به همین روش برای بازیگر  از آن جایی که پیامدهای بازی برای هر دو بازیگر یکسان =
2

3
 شود. حاصل می 

  𝑥1هرگز   1به دلیل این که در بازی حرکت اکیدا مغلوب وجود دارد، برای مثال بازیگر    ترین بیشینه مطلوبیت:کم

 کند. پس داریم: را انتخاب نمی

𝑈1(𝑎1) = 4𝑝1 + 𝑝2 + 0

𝑈1(𝑏1) = 10𝑝1 + 𝑝2 − 4
 

منفی است.    -4برابر با    1برای بازیگر   𝑏1است و کمینه مطلوبیت    0برابر با    1برای بازیگر   𝑎1کمینه مطلوبیت  

𝑉1تحمیل کند    1تواند به بازیگر  می  2ترین سطح مطلوبیتی که بازیگر  پایین = است. طبق تقارن پیامدهای بازی،   0

𝑉2نیز همین نتیجه ) 2برای بازیگر  =  شود. ( حاصل می0

 ب(

را در نظر بگیریم،    2های نش محض هستند، پس اگر بازیگر  حرکات دخیل در تعادل 𝑎2و   𝑎1به دلیل این که  

خواهد راهبردی را بچیند به طوری که انحراف از آن راهبرد هزینه  می  1منحرف شود. حال بازیگر     𝑏2تواند به می

شود،  باشد اما به دلیل این که بازی دوبار انجام می  - ۵تواند پیامد  داشته باشد. بدترین جریمه می 2زیادی برای بازیگر  

6برابر با   2دهد. در این حالت پیامد بازیگر  ترجیح می 𝑥1را به   𝑎1انگیزه تخطی دارد و    1خود بازیگر   + 0.3 × 5 =
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1برابر با   1و پیامد بازیگر   7.5 + 0.3 × 0 = ,𝑏1)با بازی    -4شود. انتخاب جریمه  می 1 𝑥2)   نیز به همین نتیجه

 شود.  ختم می

  2دهد. در این حالت پیامد بازیگر  ترجیح می 𝑏1را به   𝑎1انگیزه تخطی دارد و    1، بازیگر  -3حال برای جریمه  

6برابر با  + 0.3 × 6 = 1برابر با    1و پیامد بازیگر   7.8 + 0.3 × 1 = با بازی    - 4. انتخاب جریمه  شود.  می 1.3

(𝑥1, 𝑏2) شود. نیز به همین نتیجه ختم می 

برابر   2دهد. در این حالت پیامد بازیگر  ترجیح می 𝑥1را به   𝑏1انگیزه تخطی دارد و     1نیز بازیگر    0برای جریمه  

6با  + 0.3 × 1 = 1برابر با  1و پیامد بازیگر  6.3 + 0.3 × 6 =  شود.می 2.8

بازیگر   به  را  جریمه  بیشترین  اگر  نیز  سوم  مرحله  مقدار    2در  0.32بدهیم  × 1 = اضافه   0.09 آن  پیامد  به 

 شود.  می ۶.39برابر با  2است را نظر بگیریم، مجموع پیامدهای بازیگر  ۶.3شود و اگر کمینه پیامد ممکن که می

های گفته شده داشته  توان راهبردی یافت که در مرحله دوم و سوم بازی پیامدی جز جریمهحال باید دید می

 انگیزه تخطی نداشته باشد؟  2باشد به صورتی که بازیگر 

در نظر بگیریم، برآیند    2دارد، در هر دو مرحله بیشترین پیامد را برای بازیگر    4اگر به جز مرحله اول که پیامد  

4پیامدهای آن برابر با         + 0.3 × 6 + 0.32 × 6 = ترین برآیند محاسبه شده با جریمه  شود که از کممی 6.34

 تر است. کم

 ج( 

را به همراه دارد، تعادل نش ترکیبی است. همچنین در این دو راهبرد مطلوبیت تعدیل    3تعادلی که مطلوبیت  

 شده برابر است با:

𝑈𝑖(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿)∑ 𝛿𝑡𝑢𝑖(𝑎

𝑡)
𝑘

𝑡=0
 

 : 𝑆1راهبرد  

در صورت عدم تخطی بازیگران، مطلوبیت    توانبرای تعادل نش ترکیبی است، می  3به دلیل این که مطلوبیت  

 تعدیل شده میانگین را به صورت زیر در نظر گرفت: 

𝑈𝑖(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿)(∑ 𝛿𝑡𝑢𝑖(𝑎

𝑡)
𝑘−2

𝑡=0
+ 3𝛿𝑘−1(𝛿 + 1)) 

= 4(1 − 𝛿𝑘−1) + 3𝛿𝑘−1(1 − 𝛿2) = 4 − 𝛿𝑘−1 − 3𝛿𝑘+1 
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𝑚م ) mگیریم که تخطی در تکرار حال حالتی را در نظر می < 𝑘 −  رخ داده است:  1(توسط بازیگر 2

𝑈𝑖(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿)(∑ 𝛿𝑡𝑢𝑖(𝑎

𝑡)
𝑚−1

𝑡=0
+ 𝛿𝑚𝑢𝑖(𝑎

𝑚) +∑ 𝛿𝑡𝑢𝑖(𝑎
𝑡)

𝑘

𝑡=𝑚+1
) 

𝑈1(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (4

1 − 𝛿𝑚

1 − 𝛿
+ 6δ𝑚 + 𝛿𝑚+1

1 − 𝛿𝑘−𝑚−1

1 − 𝛿
) = 4 + 2𝛿𝑚 − 5𝛿𝑚+1 − 𝛿𝑘

𝑈2(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (4

1 − 𝛿𝑚

1 − 𝛿
+ δ𝑚 + 6𝛿𝑚+1

1 − 𝛿𝑘−𝑚−1

1 − 𝛿
) = 4 − 3𝛿𝑚 + 5𝛿𝑚+1 − 6𝛿𝑘

 

از آنجایی که در دو مرحله آخر دو بازیگر بین حرکات خود با احتمال به دست آمده از تعادل نش ترکیبی انتخاب  

𝑘کنند، انگیزه تخطی ندارند و اگر کسی منحرف شود در  می −  مرحله اول خواهد بود. 2

 : 𝑆2راهبرد  

در صورت عدم تخطی بازیگران، مطلوبیت    توانبرای تعادل نش ترکیبی است، می  3به دلیل این که مطلوبیت  

 تعدیل شده میانگین را به صورت زیر در نظر گرفت: 

𝑈𝑖(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (−5 − 4𝛿 + 3∑ 𝛿𝑡

𝑘+1

𝑡=2
) = −5 + 𝛿 + 7𝛿2 − 3𝛿𝑘+2 

  3تواند صورت گیرد، چرا که مطلوبیت  گیریم که انحراف فقط در دو مرحله اول میدر این راهبرد نیز در نظر می

 حاصل از تعادل نش ترکیبی است. 

 :1انحراف در مرحله اول توسط بازیگر 

𝑈1(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (0 +∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=1
) = 𝛿(1 − δ)(1 − δ𝑘+2)

𝑈2(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿)(5 + 6∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=1
) = 5 + 𝛿 − 6δ𝑘+3

 

 :2انحراف در مرحله اول توسط بازیگر 

𝑈1(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿)(0 + 6∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=1
) = 6𝛿(1 − δ)(1 − δ𝑘+2)

𝑈2(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿)(5 +∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=1
) = 5 − 4𝛿 − δ𝑘+3

 

 :1انحراف در مرحله دوم توسط بازیگر 
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𝑈1(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (−5 + 𝛿 +∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=2
) = −5 + 6𝛿 − δ𝑘+3

𝑈2(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (−5 + 6𝛿 + 6∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=1
) = −5 + 11𝛿 − 6δ𝑘+3

 

 :2انحراف در مرحله دوم توسط بازیگر 

𝑈1(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (−5 + 5𝛿 + 6∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=2
) = −5 + 10𝛿 + δ2 − 6δ𝑘+3

𝑈2(ℎ
𝑘) = (1 − 𝛿) (−5 + 0 +∑ 𝛿𝑡

𝑘+2

𝑡=1
) = −5 + 5𝛿 + δ2 − δ𝑘+3

 

 دهند. همانطور که مشخص است، هر دو بازیگر انحراف در مرحله اول را ترجیح می

 د( 

ناشی از   3در رویکرد مناسب به ازای هر رویداد و اطلاعاتی باید رویکرد کاملا مشخص باشد. در اینجا مطلوبیت  

کند و  کند و صرفا احتمالا انتخاب هر حرکت را مشخص میتعادل ترکیبی نش است و انتخاب بازیگر را مشخص نمی

 های محض به صورت یکی در میان باشد. تواند بازی تعادلبرنامه اصلاحی می  نتیجه بازی تعیینی نیست.

 : سپیده عبداللهی2، تمرین 4فصل 

 شود، پس دوباره انگیزه انحراف وجود دارد: در این راهبرد در صورت انحراف حرکت نهایی به تعادل منجر نمی

𝜋𝑑 + 𝛿𝜋𝑐 + 𝛿2𝜋𝑑 + 𝛿3𝜋𝑐 + 000 ≤
1

1 − 𝛿

𝜋𝑚
2

 

𝜋𝑑
1 − 𝛿2

+
𝛿𝜋𝑐

1 − 𝛿2
≤

1

1 − 𝛿

𝜋𝑚
2
     

𝛿=
1

2
→       

2

3
(2𝜋𝑑 + 𝜋𝑐) ≤ 𝜋𝑚  

 : محمدصدرا حیدری 3، تمرین 4فصل 

𝑎𝑖است. چرا که اگر یکی از دو بازیگر دیگر یکی حرکت    0برابر با     𝑣𝑖دانیم  برای هر بازیگر میقسمت الف( = 0  

𝑎𝑗و دیگری حرکت   = با   1 برابر  او  بازیگر مطلوبیت  بازی  از  انجام دهد، مستقل  از طرفی بیشینه    0را  بود.  خواهد 

دانیم مجموعه پیامدهای قابل التزام  خواهد بود. بنابراین به کمک قضیه فولک می  1مطلوبیت ممکن برای بازیگر برابر با  

 به شرح زیر است:

{(𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) |  𝜈𝑖 ∈ [0, 1]  for 𝑖 = 1, 2, 3} 
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باشد.   𝑚ها برای همه بازیگرها برابر با فرض کنید کمینه مطلوبیت حاصل از یک تعادل کامل زیربازیقسمت ب( 

( به  𝑖بازیگر وجود دارد )   گاه حداقل یکی از سهاستراتژی بازیگرها در اولین مرحله از بازی باشد. آن 𝑎1و فرض کنیم  

𝑎−𝑖طوری که دو بازیگر دیگر یا با هم حرکت  
1 >

1

2
𝑎−𝑖و یا حرکت   

1 ≤
1

2
را بازی کنند. در این حالت مطلوبیت بازیگر  

𝑖  1از انحراف از تعادل در مرحله اول حداقل برابر با

4
خواهد بود. بنابراین برای آن که بازیگر انگیزه انحراف نداشته باشد   

 بایست: می

1

4
+

𝛿

1 − 𝛿
𝑚 ≤

1

1 − 𝛿
𝑚  ⇒   𝑚 ≥

1

4
 

 به همراه داشته باشد. 1/4بایست حداقل مطلوبیت ها میبنابراین هر تعادل کامل زیربازی

 فاطمه اصغری :  4، تمرین 4فصل 

 استراتژی محض دارد این بازی دو تعادل نش

 

شود، چون تعادل این بازی باید در هر زیر بازی از این بازی می   نشای است پس درمرحله دوم تعادل  مرحله  2الف( بازی  

شود. یک تعادل که متوسط مطلوبیت آن برای هر نفر از چهار واحد  بازی تعادل باشد، لذا در زیر بازی آخر تعادل نش بازی می

را بازی کنند و اگر هر دو به این توافق پایبند بودند در مرحله بعد، تعادل  (D  D)کمتر باشد این است که دو بازیگر در مرحله اول 

  را بازی کنند. در صورتی که هر کدام از طرفین به توافق پایبند نبود، در مرحله دوم تعادل نش  (B  B)نش با پیامد بزرگتر یعنی  

 بازی خواهد شد. (A  A)با پیامد کمتر یعنی 

S1 = (D  D) S2 = {
(B  B)            if   S1 = (D  D) 
(A  A)                           o. w.       

     

 

برای هر بازیگر    پیامد انحراف        پیامد تعادل     } :
۰ + 6   ≥    1 + 4
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 است. 4و کمتر از  3هر دو بازیگر برابر  در این تعادل متوسط مطلوبیت

را بازی خواهند کرد پس برای این که در تعادل در مرحله اول    نشی دو هر دو بازیگر تعادل  ب( مانند قسمت الف، در مرحله

(C  C) اگر در دوره اول به توافق عمل شود در دوره بعد    تواند این باشد کهبازی شود، یک برنامه می(B  B)    بازی شود و در

دارند چون مطلوبیت   Aبه    Cی انحراف از  هر دو بازیگر در مرحله اول انگیزهبازی شود که. در این حالت   (A  A)غیر این صورت  

 کنند. برای هر بازیگر داریم:بیشتر کسب می

 

  پیامد انحراف        پیامد تعادل     
6+13   ≤    4+18

 

 .بازی شود (C  C)تواند وجود داشته باشد که در دو مرحله انجام این بازی در مرحله اول،  بنابراین تعادلی نمی 

   بازی خواهد شد و در یک برنامه پیشنهادی نشی سوم بازی تعادل های قبل گفته شد در مرحلهج( همانطور که در قسمت

شود و بازی می  (C  C)تعادلی است که در صورت پایبندی طرفین به توافق مرحله اول و بازی شدن  (B  B)به عنوان مثال  

(A  A) عادلی است که در صورت عدم پایبندی یکی از طرفین به توافق مرحله اول به عنوان جریمه بازی خواهد شد. برای ت

دقت کنید همان طور که  )مرحله دوم باید راهبردی انتخاب شود که پیامد تخطی از توافق را کوچکتر از پیامد پایبندی به آن بکند. 

توان گفت که هر کس اگر از طرف مقابل . میدر تعادل بازی شود( (C  C)تواند در قسمت قبل گفتیم برای مرحله دوم نمی

. در حالتی که  در دور اول بازی خواهد شد (B  B)را بازی خواهد کرد و در غیر این صورت   Dتخطی ببیند دور بعد راهبرد  

را بازی کند و بازیکنی که    Dتخطی رخ دهد، در دور بعد حداکثر پیامد برای هر دو نفر برابر یک واحد خواهد بود )طرف مقابل  

 هر یک از سه استراتژی دیگر را بازی کند(.   Dتخطی کرده به جای

 

S۱ = (C  C)  

 S۲ = {
(B  B)       if    S۱ = (C  C) 
(D  D)           o. w.                 

               

 S۳ = {
(B  B)       if    S۱ = (C  C) 
(A  A)          o. w.                 

     

 

برای هر بازیگر    پیامد انحراف        پیامد تعادل     } :
6 + 6 + 13   ≥    4 + ۰ + 18

  

 ی انحراف از تعادل را ندارد.هیچ بازیگری انگیزهزیر بازی کامل است و نش  بنابراین این تعادل، تعادل
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 : ملیکا عبدی6، تمرین 4فصل 

کتاب »متوسط مطلوبیت بازیگر دائمی    ۲۵۴کنیم طبق صفحهٔ  برای به دست آوردن حداکثر مطلوبیت، دقت میالف(  

پس باید بیشترین کمینهٔ مطلوبیت بازیگر اول را به دست آوریم. برای   ۲از بالا محدود به بیشترین کمینهٔ مطلوبیت است.«

𝜎2(𝑈)به این شکل بازی کند:    ۲کنیم بازیگر این کار، فرض می  = 𝑚   را در صورتی که هر    ۱و مطلوبیت بازیگر

 کنیم:کدام از حرکات ممکن را انجام دهد محاسبه می

𝐼) 𝑢1(𝐿) = 2 − 2𝑚  

𝐼𝐼) 𝑢1(𝑀) =  −100𝑚 + 3 − 3𝑚 = 3 − 103𝑚 

𝐼𝐼𝐼) 𝑢1(𝑅) = 1  

ای انتخاب کند تا مطلوبیتش را کند حرکتش را به گونهتلاش می mدر بیشترین کمینه بازیگر اول با دانستن مقدار 

دوم تلاش می بازیگر  و  کند  به گونه  mکند  کمینه  بنابراین را  بیشینه شود.  اول  بازیگر  کند که مطلوبیت  انتخاب  ای 

 کنیم: های مختلف را بررسی میحالت

𝑚 دقت کنید اگر  • >
1

101
𝑢1(𝑀)، داریم   < 𝑢1(𝐿)   پس در این حالت بازیگر اول برای کمینه کردن

 انتخاب خواهد کرد:  Rو   Mمطلوبیتش بین 

o   اگر𝑚 >
2

103
بازیگر اول کمترین مطلوبیت را برای او خواهد داشت.  از   Mباشد حرکت   

بیشینه شود. با توجه   ۱ای انتخاب کند تا مطلوبیت بازیگررا به گونه mخواهد می ۲طرفی بازیگر

را انتخاب خواهد کرد و  m=2/103ممکن را انتخاب کند. پس  mباید کمترین  IIبه معادلهٔ 

 خواهد بود.  ۱مطلوبیت بازیگر اول در این حالت 

o   به ازای مقادیر𝑚 <
2

103
را انتخاب خواهد کرد. مطلوبیت بازیگر اول در  R حرکت ۱بازیگر  

 خواهد بود.  ۱این حالت 

𝑚اگر  • <
1

101
𝑢1(𝑀)داریم    > 𝑢1(𝐿) بین  ۱و در این حالت بازیگرL وR :انتخاب خواهد کرد 

o    در این حالت اگر𝑚 <
1

2
  ۱در این حالت   ۱انتخاب خواهد شد که مطلوبیت بازیگر Rحرکت  

 است.

o   اگر𝑚 >
1

2
های به دست بازی خواهد شد. در این حالت اشتراک بازه ۱بازیگرتوسط  Lحرکت  

 تهی است پس این حالت رخ نخواهد داد.  mآمده برای 

 است. ۱برابر ۱پس بیشترین کمینهٔ مطلوبیت بازیگر

است. در این صورت    ۱برابر بیشترین کمینهٔ آن و برابر با    ۱دهیم کمترین بیشینهٔ مطلوبیت بازیگرنشان میب(  

 باید باشد: ۱بازی تکراری با حرکت ترکیبی برابر با   طبق قضیه، مطلوبیت حاصل از

دارد    ۱باید بازی را به یک تعادل نش که مطلوبیت کمتری برای بازیگر  ۱در صورت انحراف بازیگر  ۲بازیگر 

 ۳است که مطلوبیت     (M,D)هدایت کند. اما از آنجایی که چنین تعادلی وجود ندارد، )تعادل نش محض تنها حرکت  

از ابتدا نباید    ۱های ترکیبی نیز مطلوبیت بزرگتر از یک است.( پس بازیگربه همراه دارد و در تعادل  ۱برای بازیگر

 

 مشاهده کنید. 1990فودنبرگ و دیگران  مروری  ٔ  توانید در مقالهتوضیح بیشتر در مورد این قضیه را می 2

https://scholar.harvard.edu/maskin/files/repeated_games_with_long-run_and_short-run_players.pdf
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توانایی تنبیه او را ندارد. پس باید به دنبال یک تعادل    ۲انگیزهٔ انحراف داشته باشد چرا که در صورت انحراف بازیگر

 باشیم.  ۱یا کمتر برای بازیگر ۱نش ترکیبی با مطلوبیت 

بیتفاوت شود. چرا که    Dو  Uبین انجام دو حرکت    ۲ای انتخاب کند که بازیگررا به گونه  qو    pباید    ۱بازیگر

 نیز هرگز ترکیب نخواهد کرد: ۱اگر محض بازی کند بازیگر ۲واضح است بازیگر

𝑢2(𝑈) = 6𝑝 − 𝑞 , 𝑢2(𝐷) = 2𝑝 + (1 − 𝑝 − 𝑞) → 6𝑝 − 𝑞 = 2𝑝 + (1 − 𝑝 − 𝑞) → 𝑝 =
1

5
 

 تفاوت کند: را بین انجام حداقل دو حرکت بی  ۱ای انتخاب کند که بازیگررا به گونه mنیز باید  ۲بازیگر

𝐼) 𝑢1(𝐿) = 2 − 2𝑚  

𝐼𝐼) 𝑢1(𝑀) =  −100𝑚 + 3 − 3𝑚 = 3 − 103𝑚 

𝐼𝐼𝐼) 𝑢1(𝑅) = 1  

شود. با توجه به این که سه عبارت حتما بازی می  Lپس حرکت   p=1/5تر به دست آوردیم با توجه به این که قبل 

 : L,Rترکیب کرده یا بین  L,Mیا بین  ۱توانند همزمان مساوری باشند، پس بازیگربالا نمی

L,M: 2ترکیب بین  • − 2𝑚 = 3 − 103𝑚 → 𝑚 =
1

101
                        

 تواند حرکت ترکیبی مدنظر باشد:است پس این حالت نمی ۱بزرگتر از  ۱در این حالت مطلوبیت بازیگر

  𝑢1 = −100 ×
4

5
×

1

101
+ 2 ×

1

5
×

100

101
+ 3 ×

4

5
×

100

101
=

600

101
> 1                          

L,R:2ترکیب بین  • − 2𝑚 = 1 → 𝑚 =
1

2
                                    

 است و این حرکت ترکیبی مورد نظر است: ۱برابر  ۱در حالت اول مطلوبیت بازیگر            

𝑢1 = 0 ×
1

5
×
1

2
+ 1 ×

4

5
×
1

2
+ 2 ×

1

5
×
1

2
+ 1 ×

4

5
×
1

2
= 1            

 L  1گذری است، تمایل دارد مطلوبیت خود را در هر دوره حداکثر کند. با توجه به جدول وقتی بازیگر  2ج( با توجه به این که بازیگر

 شود. داشتیم:  حداکثر می 2بازی کند مطلوبیت بازیگر

𝐼) 𝑢1(𝐿) = 2 − 2𝑚  

𝐼𝐼) 𝑢1(𝑀) =  −100𝑚 + 3 − 3𝑚 = 3 − 103𝑚 

𝐼𝐼𝐼) 𝑢1(𝑅) = 1  

کند بازی می  L  1قرار دهد. در این حالت بازیگر  m<1/2>1/101را انتخاب کند باید    Lحرکت    1برای این که بازیگر  2پس بازیگر

بازی کرده باشد و مطلوبیت    D  2خواهد شد در حالتی خواهد بود که بازیگر  1و بیشترین مطلوبیتی که در این حالت در یک مرحله نصیب بازیگر

 خواهد بود.  2در این حالت  1به دست آمده برای بازیگر
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 : فاطمه اصغری 7، تمرین 4فصل 

 تعادل کامل زیربازی  σ. طبق اصل بهینگی راهبرد  (A  a)تعادل نش این بازی در جدول با رنگ قرمز نشان داده شده است  

نتواند مطلوبیت بالاتری بدست بیاورد. پس   σها است اگر و تنها اگر هیچ بازیگری در هیچ تاریخچه ای تنها با یک بار انحراف از 

ای که بازیگران نخواهند تخطی گیریم و نرخ تنزیل را بهگونهشرایط مختلفی که بازیگران ممکن است به آن برسند را در نظر می 

   به دلیل متقارن بودن بازی کافیست برای یک بازیگر بررسی کنیم.آوریم. کنند بدست می

 

S1 = (A  a)          St>1 = {
(B  b)     if    St−1 = (A  a) 𝑜𝑟 (B  b) 𝑜𝑟 (C  c) 
(C  c)                                                 𝑜. 𝑤.                  

 

هیچ کدام از طرفین انگیزه  𝛿 این است که در ابتدای بازی باشیم و در تعادل نش باشیم. به ازای تمامی مقادیر   وضعیت اول:

δ ندارند. از تعادل نش را تخطی ∈ [۰, 1] 

تغییر دهد    Aبه    Bانگیزه دارد که استراتژی خود را از    1باشیم. در این حالت بازیگر   (B  b)این است که در    :وضعیت دوم

ای انتخاب کنیم که این تغییر باعث کاهش مطلوبیت طول عمر او  را به گونه 𝛿و در این مرحله سود بیشتری کسب کند. حال باید 

 شود.

(1 − 𝛿)(3 − 𝛿 +∑2 × 𝛿𝑡
∞

𝑡=2

) ≤ (1 − 𝛿)(∑2× 𝛿𝑡
∞

𝑡=0

) → (1 − 𝛿)(3 − 𝛿 +
2𝛿2

1 − 𝛿
) ≤ 2 

3 + 3𝛿2 − 4𝛿 ≤ 2 → 3𝛿2 − 4𝛿 + 1 ≤ 0 → δ ∈ [
1

3
, 1] 

تغییر   Bیا    Aبه    Cانگیزه دارد که استراتژی خود را از    1باشیم. در این حالت بازیگر   (C  c)این است که در    : :وموضعیت س

ای انتخاب کنیم که این تغییر باعث کاهش مطلوبیت طول را به گونه 𝛿دهد و در این مرحله سود بیشتری کسب کند. حال باید 

 عمر او شود.

(1 − 𝛿)(1 − 𝛿 +∑2 × 𝛿𝑡
∞

𝑡=2

) ≤ (1 − 𝛿)(−1 +∑2 × 𝛿𝑡
∞

𝑡=1

) → 
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(1 − 𝛿)(1 − 𝛿 +
2𝛿2

1 − 𝛿
) ≤ (1 − 𝛿)(−1 +

2𝛿

1 − 𝛿
) → 

1 − 2𝛿 + 3𝛿2 ≤ −1 + 3𝛿 → 3𝛿2 − 4𝛿 + 1 ≤ 0 → δ ∈ [
2

3
, 1] 

δبنابراین به ازای  ∈ [
2

3
,  برنامه گفته شده محقق خواهد شد.  [1

 : سپیده عبداللهی8، تمرین 4فصل 

   2بازیگر 

D A   
1,5 2,3 A  1بازیگر 
1,0 0,1 D 

کمینه پیامدی که    1منحرف شود، در گام بعد بازیگر    Dبه    2دارند. اگر بازیگر    Dبه   Aانگیزه انحراف از   2بازیگر  

حرکت    2انتخاب کند، بازیگر    2را برای جریمه بازیگر    Dحرکت    1است )اگر بازیگر    1تحمیل کند    2تواند به بازیگر  می

A کند(. در نتیجه داریم:را انتخاب می 

5 +
𝛿

1 − 𝛿
≤

3

1 − 𝛿
    →     

1

2
≤ 𝛿 

𝛿پس با   =
1

6
 ها باشد. تواند حاصل تعادل کامل زیربازی(( نمیA,A),(A,A),نتیجه )... 

 : ملیکا عبدی 9، تمرین 4 فصل

حرکتی کند که مطلوبیت خود را حداکثر کند  )برای تنبیه بازیگر اول  ای بازی میبازیگر گذری به گونهالف(  

کند. تحت  بازی می  Dهمواره    ۲کند که مطلوبیت خودش را کم کند چون فقط برای یک دوره زنده است( پس بازیگرنمی

 ها داریم. کند. پس تنها یک تعادل کامل زیربازیبازی می  Dهم  ۱، بازیگر۲تاثیر این انتخاب بازیگر

کنیم. ابتدا باید استفاده می ۴.۶آوریم و از قضیهٔ به دست می ۱کمترین بیشینه و بیشترین کمینه را برای بازیگرب( 

 را برای بازیگر گذری محاسبه کنیم: B مجموعهٔ 

به صورتی ترکیب کرده باشد که مطلوبیت بازیگر   ۱کند که بازیگربازی می Cبازیگر گذری در صورتی  •

𝑢2(𝐶) حداکثر شود: Cگذری با حرکت  > 𝑢2(𝐷) → 3𝜎1(𝐶) > 1 − 𝜎1(𝐶) → 𝜎1(𝐶) >
1

4
                                 

 Dبه صورتی ترکیب کرده باشد که مطلوبیت بازیگر گذری با حرکت   1بازی میکند که بازیگر  Dبازیگر گذری در صورتی  •

𝑢2(𝐶)حداکثر شود: < 𝑢2(𝐷) → 3𝜎1(𝐶) < 1 − 𝜎1(𝐶) → 𝜎1(𝐶) <
1

4
                                             

 آید:به صورت زیر به دست می   Bپس مجموعه  

𝐵 = {(𝜎1(𝐶), 𝐶): 𝜎1(𝐶) >
1

4
}⋃{(𝜎1(𝐶), 𝐷): 𝜎1(𝐶) <

1

4
} 



2۰3 

بازیگر که  حالتی  بازیگر  C  2در  مطلوبیت  باشد،  کرده  با    1بازی  بود  خواهد  ,𝑢1(𝜎1(𝐶)برابر  𝐶) = 3𝜎(𝐶) +

4(1 − 𝜎(𝐶)) = 4 − 𝜎(𝐶) 2. اگر بازیگر D برابر خواهد بود با   1بازی کرده باشد مطلوبیت بازیگر𝑢1(𝜎1(𝐶), 𝐷) = 1 −

𝜎(𝐶) . کنیم:حالا کمترین بیشینه و بیشترین کمینه را محاسبه می 

در بالا بیشینه   1خواهد مطلوبیتش را در عبارات به دست آمده برای مطلوبیت بازیگرمی 1کمترین بیشینه: در این حالت بازیگر •

σ(𝐶)کند برای این کار کافی است   = باشد. پس کمترین    Dتواند اینجا تنها می 2حرکت بازیگر Bقرار دهد. با توجه به   0

 خواهد بود.  1بیشینه برابر با 

σ(𝐶)دهد  خواهد مطلوبیتش را کمینه کند. برای این کار قرار می می 1بیشترین کمینه: بازیگر • = حرکت   Bبا توجه به  . 1

 خواهد بود. 3باشد. پس کمترین بیشینه برابر با  Cتواند اینجا تنها می 2بازیگر

وجود دارد که برای هر     𝛿طبق قضیه به ازای هر مطلوبیت بازیگر یک بین کمترین بیشینه و بیشترین کمینه مطلوبیت نرخ تنزیل  

δ ∈ (𝛿,  هایی که این مطلوبیت متوسط را حاصل کنند وجود دارد.تعادل کامل زیربازی  (1

 : مهرداد پورقاسم10، تمرین 4فصل

𝑣ی این بازی تکراری برابر است با  شدهل یتعدتوان نشان داد که مطلوبیت  سادگی میالف( به = 𝑟  ی مطلوبیت  محاسبه . برای

)کمترین   مطلوبیت  یبیشینه تضمینی  نیز،  بازیگرها  بازیگر    مطلوبیت(  برای  اعتراف  و  )انکار(  همکاری  از  ازای  𝑖حاصل  در 

𝜎−𝑖 ( همکاری ) = 𝑞 کنیم:را محاسبه می 

𝑢𝑖( همکاری) = 𝑠 + 𝑞(𝑟 − 𝑠), 𝑢𝑖( اعتراف) = 𝑝 + 𝑞(𝑡 − 𝑝) 

𝑣𝑖درنتیجه، مطلوبیت تضمینی بازیگرها برابر است با   = 𝑝  که دانیم درصورتیی فولک میه یقض. از𝑣 > 𝑣𝑖  ،باشد𝛿 <

 وجود دارد. 𝑣باشد، تعادل نشی در بازی تکراری با پیامد   𝛿تر از که بزرگ 𝛿که برای هر نحویوجود دارد به  1

 

نیز در    1اعتراف کند، در این صورت بازیگر   𝑡ی مرحلهدر    2به این برنامه پایبند باشد. اگر بازیگر    1ب( فرض کنید بازیگر  

𝑡ی مرحله + بازی می 1 را  مادامی اعتراف  و  بازیگر  کند  بازیگر    2که  نکند،  می  1همکاری  انتخاب  را  در  اعتراف  ی  وهلهکند. 

𝑡ی مرحلهدر    2ی او )حالتی که بازیگر  بارهنخست، نیاز است پیامد برنامه برای هر بازیگر، بیشتر از انحراف یک + به انتخاب   1

به برنامه، جریان پیامدهای   2کند( باشد. در صورت پایبندی بازیگر  کند و همکاری را انتخاب میی قبل نگاه میمرحلهدر    1بازیگر  

 ، ...( خواهد بود:t ،s ،t  ،sصورت )جریان پیامدهای او به ی او،بارهیک، ...( و در صورت انحراف r ،r ،r ،rصورت )او به

𝑟(1 + 𝛿 + 𝛿2 +⋯) ≥  𝑡 + 𝛿𝑠 + 𝛿2𝑡 + 𝛿3𝑠 + ⋯ 

⇒
𝑟

1 − 𝛿
≥
𝑡 + 𝛿𝑠

1 − 𝛿2
 

⇒ 𝛿 ≥
𝑡 − 𝑟

𝑟 − 𝑠
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بازیگر  دیگر،بیاننیز باید برقرار باشد. به 3ی بازی ادامه ی راهبرد در  ادامه دهد، شروط مربوط به  همچنین، اگر انحرافی رخ می

𝑡ی مرحله در    2 + با دو انتخاب مواجه است: به همکاری بازگردد که در بالا در مورد آن بحث کردیم؛ یا انتخاب اعتراف را ادامه   1

، s  ،t  ،sصورت )به  2دهد. در حالت اول، جریان پیامدهای بازیگر  نیز انتخاب اعتراف را ادامه می  1دهد که در این صورت بازیگر  

t،جریان پیامدهای او به ، ...( و در حالت دوم( صورتp ،p ،p ،p:خواهد بود )... ، 

𝑠 + 𝛿𝑡 + 𝛿2𝑠 + 𝛿3𝑡 + ⋯ ≥ 𝑝(1 + 𝛿 + 𝛿2 +⋯) 

⇒
𝑠 + 𝛿𝑡

1 − 𝛿2
≥

𝑝

1 − 𝛿
 

⇒ 𝛿 ≥
𝑝 − 𝑠

𝑡 − 𝑝
 

 گیریم برنامه »چشم در مقابل چشم« تعادل نش است اگر و تنها اگر: بنابراین، نتیجه می 

𝛿 ≥
𝑡 − 𝑟

𝑟 − 𝑠
   and   𝛿 ≥

𝑝 − 𝑠

𝑡 − 𝑝
 

 

)همکاری، همکاری(، )همکاری، اعتراف(، )همکاری، اعتراف( و   هایای که به دنبال تاریخچهج( نیاز است چهار زیربازی

 دهند را بررسی نماییم: )اعتراف، اعتراف( رخ می 

طور که در بالا بررسی کردیم، در این زیربازی، تخطی سودآور همان منتهی به )همکاری، همکاری(  یخچهیتار

 نیست اگر و تنها و اگر: 

𝛿 ≥
𝑡 − 𝑟

𝑟 − 𝑠
 

بازیگر    (1بازیگر    تخطیعدم)شرط   اعتراف( ،ی)همکار منتهی به  یخچهیتار کنید  پایبند   2فرض  برنامه  به 

، همکاری( و )همکاری، اعتراف( تغییر اعترافنیز به برنامه پایبند باشد، آنگاه خروجی بازی در هر مرحله بین )  1بماند. اگر بازیگر  

 در صورت پایبندی به برنامه برابر است با:  1کند و پیامد بازیگر می

𝑡 + 𝛿𝑠 + 𝛿2𝑡 + 𝛿3𝑠 + ⋯ = (𝑡 + 𝛿𝑠)(1 + 𝛿2 + 𝛿4 +⋯) =
𝑡 + 𝛿𝑠

1 − 𝛿2
 

 

 در زیربازی )همکاری، اعتراف(  3
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کند و در ادامه به برنامه چشم در مقابل چشم پایبند باشد، خروجی هر دوره )همکاری،   همکاریی اول دوره در  1اگر بازیگر 

𝑟/(1برابر است با   1همکاری( خواهد بود و پیامد بازیگر  − 𝛿) سودآور نیست  1. درنتیجه، در این زیربازی، تخطی برای بازیگر

 اگر و تنها و اگر: 

𝑡 + 𝛿𝑠

1 − 𝛿2
≥

𝑟

1 − 𝛿
 

⇒ 𝛿 ≤
𝑡 − 𝑟

𝑟 − 𝑠
 

نیز به برنامه پایبند باشد، آنگاه    2به برنامه پایبند بماند. اگر بازیگر    1اکنون فرض کنید بازیگر    (2بازیگر    تخطیعدم)شرط  

در صورت پایبندی به برنامه    2کند و پیامد بازیگر  ، همکاری( و )همکاری، اعتراف( تغییر میاعترافخروجی بازی در هر مرحله بین )

 برابر است با: 

𝑠 + 𝛿𝑡 + 𝛿2𝑠 + 𝛿3𝑡 = (𝑠 + 𝛿𝑡)(1 + 𝛿2 + 𝛿4 +⋯) =
𝑠 + 𝛿𝑡

1 − 𝛿2
 

اول اعتراف کند و در ادامه به برنامه چشم در مقابل چشم پایبند باشد، خروجی هر دوره )اعتراف ،   یدورهدر    2اگر بازیگر  

𝑝/(1برابر است با   2اعتراف( خواهد بود و پیامد بازیگر   − 𝛿)  سودآور نیست   2. درنتیجه، در این زیربازی، تخطی برای بازیگر

 اگر و تنها و اگر: 

𝑠 + 𝛿𝑡

1 − 𝛿2
≥

𝑝

1 − 𝛿
 

⇒ 𝛿 ≥
𝑡 − 𝑝

𝑝 − 𝑠
 

 اعتراف(   ،ی)همکار این زیربازی مشابه زیربازی منتهی به زیربازی   (یهمکار ، )اعترافمنتهی به  یخچهیتار

 است با این تفاوت که نقش بازیگرها برعکس است.

، هر دوره )اعتراف  یخروجگر به برنامه پایبند بمانند،  هر دو بازی  اگر ( اعتراف،  اعترافمنتهی به ) یخچهیتار

𝑝/(1برابر است با  ها گریباز امدیاعتراف( خواهد بود و پ − 𝛿) . 

ی اول همکاری کند و در ادامه به برنامه چشم در مقابل چشم پایبند باشد، آنگاه خروجی بین دوره اگر هر یک از بازیگرها در  

 کند و پیامد او خواهد بود با: ، همکاری( تغییر میاعتراف)همکاری، اعتراف( و )

𝑠 + 𝛿𝑡 + 𝛿2𝑠 + 𝛿3𝑡 = (𝑠 + 𝛿𝑡)(1 + 𝛿2 + 𝛿4 +⋯) =
𝑠 + 𝛿𝑡

1 − 𝛿2
 

 درنتیجه، در این زیربازی، تخطی برای هر یک از بازیگرها سودآور نیست اگر و تنها و اگر:

𝑝

1 − 𝛿
≥
𝑠 + 𝛿𝑡

1 − 𝛿2
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⇒ 𝛿 ≤
𝑡 − 𝑝

𝑝 − 𝑠
 

 

 ها است اگر و تنها اگر:برنامه »چشم در مقابل چشم« تعادل کامل زیربازی گیریمترتیب، نتیجه میاینبه

𝛿 =
𝑡 − 𝑟

𝑟 − 𝑠
   and   𝛿 =

𝑡 − 𝑝

𝑝 − 𝑠
 

 ها است. دیگر، این برنامه تنها به ازای مقادیر خاصی از پارامترها تعادل کامل زیربازیبیانبه
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 اکبرپور ، مرضیه علی11، تمرین 4فصل 

 

 : فاطمه اصغری 12، تمرین 4فصل 

دارد.  (D  L)و  (U  R)تعادل نش محض   2های نش محض در جدول با رنگ قرمز مشخص شده اند. این بازی  تعادل

، و بازیگر    Dاستراتژی    p-1و با احتمال    Uاستراتژی    pبا احتمال    1بازیگر  ترکیبی اگر فرض کنیم    نش   برای بدست آوردن تعادل
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توان دید که این بازی یک تعادل  گاه به سادگی می، آنکنندرا بازی می Rاستراتژی  q-1و با احتمال  Lاستراتژی  qبا احتمال  2

p)تعادل ترکیبی  1نش ترکیبی به صورت و  =
1
3   q =

1
 دارد. (3

     (  2)بازیگر  

R L  

 U 4و  4 1و  6
 (1)بازیگر 

 D 6و  1 ۰و  ۰

 

U1(U) = 3q + 1
U1(D) = 6q        
U2(L) = 3p + 1
U2(R) = 6p        

⇾  {
3q + 1 ≥ 6q  

        
⇒  1 ≥ 3q  

        
⇒  

1
3
≥ q 

3p + 1 ≥ 6p  
        
⇒  1 ≥ 3p  

        
⇒  

1
3
≥ p 

 
        
⇒    

𝑝 =

{
 
 

 
  1   if  q <

1
3

 ۰   if  q >
1
3

 p   if  q =
1
3

=   𝑞     و   

{
 
 

 
  1   if  p <

1
3

 ۰   if  p >
1
3

 q   if  p =
1
3

     ⇾ 𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑 𝑁𝑎𝑠ℎ 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑢𝑚 (p =
1
3   q =

1
3)  

 

 ب( 

min
q

max (U1(U) = 3q + U1(D) و  1 = 6q) q  و   ∈ [۰, 1] 

        
⇒   

{
 
 

 
 
q = ۰  

        
→  1                  

q <
1
3
  
        
→  3q + 1 > 1

q >
1
3
  
        
→  6q > 1        

  
        
⇒  {

𝑉1 = 1  
m1

1 = U 

m2
1 = R 

  
    بازی متقارن    
→         {

𝑉2 = 1  
m2

2 = L 

m1
2 = D 

 

                                             

  1( است و کمترین بیشینه مطلوبیت برابر با  )۰و۰( و )1و   6)  ,(  6و   1)  ,(  4و   4ج( پیامدهای بازیگران در تعادل به صورت  )

فضای تشکیل شده توسط این چهار نقطه است و فضای قابل الزام )شخصاً معقول( فضای هاشور زده   ( است. فضای مطلوبیت1و  

 .است

 

U2 

6 

5 

4 

3 

2 
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برای این که برنامه گفته شده یک تعادل نش باشد باید جریمه مربوط به انحراف از آن برابر با    δد( برای بدست آوردن  

 کمترین بیشینه مطلوبیت باشد. بنابراین:

(1 − 𝛿)(6 +∑𝛿𝑡
∞

𝑡=1

) ≤ (1 − 𝛿)(∑4 × 𝛿𝑡
∞

𝑡=0

)
       
⇒  

       
⇒  δ ∈ [

2

5
, 1] 
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 اکبرپور : مرضیه علی13، تمرین 4فصل 
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 : محمدصدرا حیدری 14، تمرین 4فصل

0.5𝐾ای انجام نشده است داریم:  گذاریکنیم تا این لحظه سرمایهفرض میقسمت الف(  < 𝑣 < 𝐾 ⇒ 𝑣 =

𝛽𝐾  𝛽 ∈ [0.5, 1] 

𝑘𝑖دهیم. به صورتی که  گذاری لازم نشان میحرکت بازیگر را به صورت نسبتی از سرمایه = 𝑎𝑖𝐾, 𝑎𝑖 ∈ [0, 1] .

 برابراست با:  𝑎2و   𝑎1زمان  بنابراین مطلوبیت حاصل از حرکات هم

𝑈𝑖(𝑎𝑖, 𝑎−𝑖) = {
−𝑎𝑖𝐾,   𝑎𝑖 + 𝑎−𝑖 < 1

(𝛽 − 𝑎𝑖)𝐾,   𝑎𝑖 + 𝑎−𝑖 ≥ 1
 

 در واکنش به حرکت بازیگر دیگر برابراست با:  𝑖بنابراین بیشینه مطلوبیت بازیگر 

𝐵𝑅𝑖(𝑎−𝑖) = {
1 − 𝑎−𝑖 ,   1 − 𝑎−𝑖 ≤ 𝛽

0, 𝑜. 𝑤.
 

به خط  درنتیجه  روی  نقطه  هر  𝑎1ازای  = 1 − 𝑎2   که صورتی  ,𝑎1به  𝑎2 ∈ [1 − 𝛽, 𝛽]   محض تعادل  یک 

 داریم. 

 قسمت ب( 

𝑈𝑡ام کل هزینه را پرداخت کرده و پروژه را تمام کند، مطلوبیتی برابر 𝑡در حالتی که بازیگر   = 𝑣 − 𝑅  کسب

 کند. حال اگر فرض می
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𝑈𝑡ش برابر با پروژه تمام شود، مطلوبیت ∗𝑇پرداخت کرده و در   𝑘𝑡کنیم بازیگر    = −𝑘𝑡 + 𝑣𝛿𝑇
∗−𝑡    خواهد

𝑈𝑡شد و اگر پروژه به اتمام نرسد، مطلوبیتی برابر با   = −𝑘𝑡 آورد.دست میبه 

 در حالت اتمام پروژه داریم: 

𝑣 − 𝑅 ≥ −𝑘𝑡 + 𝑣𝛿𝑇
∗−𝑡 ⇒ (1 − 𝛿𝑇

∗−𝑡)𝑣 ≥ 𝑅 − 𝑘𝑡 

𝑘𝑡بنابراین با فرض بیشترین مطلوبیت ممکن بازیگر با   = 1)داریم:   0 − 𝛿𝑇
∗−𝑡)𝑣 ≥ 𝑅 

 اتمام نرسد نیز داریم: در حالتی که پروژه به 

𝑣 − 𝑅 ≥ −𝑘𝑡 ⇒ 𝑣 − 𝑅 ≥ 0 ⇒ 𝑣 ≥ 𝑅 

 قسمت ج( 

گذاری را  گیرد چه میزان از سرمایهای است که در مرحله اول بازیگر اول تصمیم میاین بازی عملا بازی دومرحله

گذاری را تکمیل کند یا نه. زیربازی بازیگر دوم را در نظر  گیرد سرمایهبه عهده بگیرد و در مرحه دوم بازیگر تصمیم می

مقدار   این که  فرض  با  باقی 𝑅بگیرید.  گذاری  اگر  از سرمایه  𝑅مانده،  ≤ 𝑣   بازیگر باقی  2باشد،  مقدار  را  تمام  مانده 

گذاری  گیرد پولی سرمایهآورد. در غیراینصورت تصمیم میدست میپرداخت کرده و سود حاصل از اتمام پروژه را به

 نکند. 

𝐾است  که از این موضوع آگاه است کافی  1بنابراین بازیگر   − 𝑣 2گذاری کرده و مطوبیت  سرمایه𝑣 − 𝐾 > 0 

 کسب کند. 
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 اکبرپور : مرضیه علی15، تمرین 4فصل 
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 کا عبدی: ملی16، تمرین 4فصل 

 تعادل نش محض داریم: 6با توجه به جدول  الف(
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Z B A  

)1,1-( 1)-,0( )1,1( A 

)0,1-( )0,0( )01,-( B 

(-2,-2) )1-,0( )1-,1( C 

ترکیتعادلبرای   میهای  فرض  کرده:کنیم  بی  ترکیب  را  حرکاتش  همه  اول    بازیگر 

σ1(𝐴) = 𝑝, 𝜎1(𝐵) = 𝑞 

 ترکیب کند: Bو   Aبین  2فرض کنیم بازیگر

𝑝 − (1 − 𝑝 − 𝑞) =  −𝑝 − (1 − 𝑝 − 𝑞) → 𝑝 = 0 

𝜎2(𝐴) = 𝑚 → −𝑚+ (1 −𝑚) = 0 → 𝑚 =
1

2
→  ({0, 𝑞, 1 − 𝑞}, {

1

2
,
1

2
, 0}) 

 ترکیب کند: A,Cبین  2بازیگر

𝑝 − (1 − 𝑝 − 𝑞) = 𝑝 − 2(1 − 𝑝 − 𝑞) → 𝑝 + 𝑞 = 1 

𝜎2(𝐴) = 𝑚 → 𝑚 − (1 −𝑚) = −1 → 𝑚 = 0 → ({𝑝, 1 − 𝑝, 0}, {0,0,1}) 

 ترکیب کند:  B,Cبین  2بازیگر

−𝑝 − (1 − 𝑝 − 𝑞) = 𝑝 − 2(1 − 𝑝 − 𝑞) → 𝑝 =
1

5
  

𝜎2(𝐵) = 𝑚 → −(1 − 𝑚) =  −2(1 − 𝑚) → 𝑚 = 1 → ({
1

5
, 𝑞,

4

5
− 𝑞} , {0,1,0}) 

 بین هر سه ترکیب کند: 2بازیگر

𝑝 − (1 − 𝑝 − 𝑞) =  −𝑝 − (1 − 𝑝 − 𝑞) = 𝑝 − 2(1 − 𝑝 − 𝑞) →  تناقض

های به قدر کافی بزرگ، 𝛿با توجه به این که پیامد بین کمترین بیشینه و بیشترین کمینه قرار دارد به ازای    ب(

 هٔ مورد نظر وجود دارد. حتما تعادل همبست

تعادل نش   هستند  k    ،mدر مراحلی که به پیمانهٔ  گیریم که در آن  برای رسیدن به این تعادل بازی را در نظر می

اگر هر کدام   شود.بازی می  (0,0)تعادل نش محض با پیامد  و در سایر مراحل    شودبازی می  (2-,2-)محض با پیامد  

کند و مطلوبیتی بین را بازی می  C/Zاز بازیگران از این دستورالعمل منحرف شود، بازیگر دیگر از آن پس حرکت  

  ۱-تواند به دست آورد  بیشترین مطلوبیتی که بازیگر خطاکار در هر مرحله می  آورد در حالی که به دست می  ۱و۰

 را به دست دهد: 1/4-ای بیابیم که مطلوبیت را به گونه k ,mکافی است خواهد بود. 

−
2𝛿𝑚

1 − 𝛿𝑘
= −

1

4
→ 1 − 𝛿𝑘 = 8𝛿𝑚        𝑚 < 𝑘 
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های عبارت بالا نداریم، حالت خاصی  فقط پیدا کردن یک راه حل است و نیازی به پیدا کردن همهٔ حل چون هدف ما  

𝑚گیریم که  را در نظر می  = 𝑘 − 1: 

1 − 𝛿𝑘 = 8𝛿𝑘−1 

 : k=2گیریم که دوباره حالت خاصی را در نظر می

𝛿 =
8 ± √64 + 4 

−2
→ 𝛿 = √17 − 4 

 حالا باید نشان دهیم پایبند ماندن به قاعدهٔ بازی برای هر بازیگر حرکت بهینه است. 

 کنندرا بازی می  Z/Cهر دو بازیگر حرکت     صفرمکافی است راهبردی را در نظر بگیریم که در آن در مرحلهٔ   ج(

انگیزهٔ انحراف وجود ندارد و تنها انگیزهٔ    ۰بزرگتر ازکنند. در مراحل  را بازی می  Aدر تمام مراحل بعدی هر دو  سپس  

بازیگر رقیب در تمام مراحل    صفرم در مرحلهٔ  در صورت انحراف  است.    صفرمانحراف برای بازیگران در مرحله  

بازی خواهد کرد. در این حالت مطلوبیت بازیگر رقیب )با فرض بازگشت به    Z/Cبعدی برای تنبیه بازیگر خطاکار  

- به    ۱خطاکار از    ماند ولی مطلوبیت بازیگرباقی می  ۱کند و  راهبرد اصلی بعد از انحراف( در هر مرحله تغییر نمی

 یابد.کاهش می ۱

𝑢1(𝑆)طبق این راهبرد پیامد برابر است با:  = 𝑢2(𝑆) = −2 +
𝛿

1−𝛿
= −2 +

1

2

1−
1

2

= −1        

تایی  kبه بعد دارای دوره تناوب    ۲های مرحله  راهبرد پیشنهادی مشابه بخش قبل است با این تفاوت که حرکت د(

بازی    Bهستند بازی خواهد شد و در سایر مراحل اگر مرحلهٔ صفرم نباشند    kمضرب  مراحلی که  تنها در    A  هستند و

را بازی خواهد کرد. در هر    C/Zدر مرحلهٔ صفرم نیز مشابه بخش قبل هر بازیگران اول/دوم حرکت    خواهد شد. 

 را بازی خواهد کرد.  C/Zمرحله اگر بازیگری منحرف شود، بازیگر دیگر برای همیشه  

𝑢1(𝑆)طبق این راهبرد پیامد برابر است با:  = 𝑢2(𝑆) =  −2 +
𝛿𝑘

1−𝛿𝑘
= −2 +

(2
−
1
𝑘)

𝑘

1− (2
−
1
𝑘)

𝑘 = −1       

 : ملیکا عبدی17، تمرین 4فصل 

  انحراف ندارند: کدام انگیزهٔ دهیم هیچ نشان می الف(

 تواند منحرف شود:به دو صورت می استکه پیشنهاد دهنده  ۱بازیگر •
o  مقدار بیشتر ازx2 1برای این بازیگر کمتر از  ود حاصلپیشنهاد دهد: در این حالت س-x2   مقدار(

 را پیشنهاد دهد( خواهد بود پس این حرکت مغلوب است.  x2سود مورد انتظار در صورتی که 
o  مقدار کمتر ازx2 رود که  اش مییا به دنبال فرصت خارجی  ۲پیشنهاد دهد: در این صورت بازیگر

کند و در نوبت قبول نمی ۲خواهد بود. یا این که بازیگر x1<1-x2 ۱در این صورت سود بازیگر

 دهد.را پیشنهاد می x1بعد مقدار 
 تواند منحرف شود:به دو صورت می ۲بازیگر •

o  اش برود: در این صورت نیز مطلوبیت نپذیرد و دنبال فرصت خارجیx2   کسب خواهد کرد که

 تفاوتی با مطلوبیت در این حالت ندارد پس انگیزهٔ این انحراف را نخواهد داشت. 
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o  :اش برای بازیگر اول در این حالت قیمت پیشنهادینپذیرد و نوبت بعدی پیشنهاد دهدx1  خواهد بود

طبق استدلال بخش قبل برای بازیگر پیشنهاد دهنده مغلوب  x1چون مقادیر بزرگتر و کوچکتر از 

𝛿(1 ۲بپذیرد، مطلوبیت بازیگر  ۱در این حالت اگر بازیگر  هستند. − 𝑥1)   خواهد شد که با توجه

به دست  x2های بالاتری از مطلوبیتهای به قدر کافی بزرگ،   𝛿به ازای   ،x2<1-x1به این که 

را    x1به قدر کافی بزرگ باشد بازیگر اول نیز انگیزه نخواهد داشت که پیشنهاد  𝛿اما اگر   دهد.می

پیشنهاد بازیگر دوم را رد خواهد کرد تا در مرحله بعد مطلوبیت بزرگتر از بازیگر دوم بپذیرد و 

𝛿(1 − 𝑥2)  شود تا ارزش زمان حال مطلوبیت  را به دست آورد و این چرخه آنقدر تکرار می

 انتظاری ناشی از نپذیرفتن از مطلوبیت این دوره کمتر شود.

دهد. برای این  را به بازیگر دوم پیشنهاد می *xفرض کنید در آخرین مرحله بازی قرار داریم و بازیگر اول    ب(

 قبول کند، باید: ۲که بازیگر

 ۱پیشنهاد بازیگر ۲: وقتی بازیگرانگیزه خروج از بازی نداشته باشد ۲در صورت نپذیرفتن بازیگر ۱بازیگر •

پذیرد پس انتظار دارد ارزش زمان حاضر مطلوبیت دورهٔ بعدش بیشتر باشد یعنی حداقل مطلوبیتی که را نمی

انتظار دارد در دورهٔ بعدی کسب کند 
1−𝑥∗

𝛿2
1در دورهٔ بعدی  ۱است. این یعنی حداکثر مطلوبیت بازیگر   −

1−𝑥∗

𝛿2
داند که اگر مطلوبیتش در دورهٔ بعدی از می ۱از طرفی بازیگرخواهد بود.   

𝑥1

𝛿1
برای او  کمتر باشد   

 پس باید داشته باشیم: بهتر است در همین دوره از بازی خارج شود.

 
𝑥1

𝛿1
< 1 −

1−𝑥∗

𝛿2
→ 𝑥∗ > 1 − 𝛿2(1 −

𝑥1

𝛿1
)   

پس  است.    x2  ۲انگیزه خروج از بازی نداشته باشد: مطلوبیت حاصل از خروج از بازی برای بازیگر  ۲بازیگر

∗𝑥. پس تا زمانی که  x*>x2-1باید  ∈ [1 − 𝛿2 (1 −
𝑥1

𝛿1
) , 1 − 𝑥2] کدام انگیزهٔ خروج ندارند.بازیگران هیچ 

نپذیرد، در این صورت باید انتظار داشته باشد در   ۲اگر بازیگر انگیزه نپذیرفتن نداشته باشد:  ۲بازیگر •

های بعدی حداقل مطلوبیت دوره
1−𝑥∗

𝛿2
. طبق بازهٔ به دست آمده در بالا داریم:  به دست آورد  

1−𝑥∗

𝛿2
∈

[
𝑥2

𝛿2
, 1 −

𝑥1

𝛿1
]های بعدی در بازهٔ  در دوره  ۱یعنی حداکثر مطلوبیت بازیگر   [

𝑥1

𝛿1
, 1 −

𝑥2

𝛿2
خواهد بود. اما    [

نیز  ۱کسب کند بنابراین بازیگر x2-1تواند مطلوبیت بالاتری تا سقف می ۱دانیم طبق بخش الف بازیگر می

ها رخ  گردیم با این تفاوت که تنزیل زمانی در مطلوبیتنخواهد پذیرفت و دوباره به حالت اول بازی برمی

 انگیزهٔ نپذیرفتن ندارد. ۲داده است. پس بازیگر

 : مهرداد پورقاسم18، تمرین 4فصل 

 ای برای تخطی ندارند. های مختلف بازیگران انگیزه دهیم در زیربازیباره نشان می ی اصل انحراف یکبا استفاده از قضیه 

اگر سجاد استراتژی خودش را دنبال کند، تمام کیک را به دست        شودکه با پیشنهاد سجاد آغاز می  زیربازی

 ای برای انحراف ندارد. آورد و انگیزهمی

با پاسخ جمشید آغاز می  به دست      شودزیربازی که  از کیک  را قبول کند، سهمی  پیشنهاد سجاد  اگر جمشید 

1آورد؛ اما اگر او پیشنهاد سجاد را رد کند، نمی − 𝐶𝑠 دهد که برای جمشید پیامد  را پیشنهاد می𝐶𝑠 − 𝐶𝑗  را به همراه خواهد

 ای برای انحراف ندارد.داشت که چون از صفر کمتر است، جمشید انگیزه



218 

1اگر جمشید استراتژی خودش را دنبال کند و        شودزیربازی که با پیشنهاد جمشید آغاز می  − 𝐶𝑠   را پیشنهاد

و تمام کیک را برای خودش    کندیمآورد؛ اما اگر او کمتر از این مقدار پیشنهاد دهد، سجاد پیشنهاد او را رد  را به دست می 𝐶𝑠دهد، 

 ای برای انحراف ندارد.را به همراه خواهد داشت. درنتیجه، جمشید انگیزه 𝐶𝑗−دارد که برای جمشید پیامد  برمی

1اگر سجاد پیشنهاد جمشید را قبول کند،       شودآغاز می   سجاد   پاسخ زیربازی که با   − 𝐶𝑠 آورد. را به دست می

1برای سجاد پیامد   بازهمدهد که  ( را پیشنهاد می ۰و1اگر پیشنهاد او را رد کند نیز، ) − 𝐶𝑠  ،را به همراه خواهد داشت؛ بنابراین

 ای برای انحراف ندارد.جمشید انگیزه

 ها: طور خلاصه، در هر تعادل کامل زیربازیبه

1دهد و پیشنهادهای بیشتر از  سجاد همواره مقدار صفر را پیشنهاد می • − 𝐶𝑠   کند. را قبول می 

1جمشید همواره   • − 𝐶𝑠  کند. دهد و هر مقدار پیشنهاد از جانب سجاد را قبول میرا پیشنهاد می 


