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a� �Q� �)�+ �.��; �� �_� �Y� �� �� �"�W� �b� -+� ,� �6�� �� λ ∈ Z �� �� .� ���.� �� .� �!� �J�,� �' a� �Q� �)�+ �.��; Z w V/Z �� �� m × � a��bZ+Z+ `�� �^-�+.� ��

]� �� R(m,w, λ) `�.� �� `[� �G `d�� �� V�.� �J I� �b �
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D��b.��B� �� λc Z λa .���� �T�-�� �� Z+ �\+���2 λ I��b `���" ]��� W��b�.����� �Y� �� �+-�+ a��X�� �b�� �6 ���c� �U� �^� �� �<��T� W��b� +[��) `-Z+ `���^�4+.��L

`-Z+ 4+.��L V�0� �c� �T ]� �J a� �T�� �M� �Y� �^ �,� �J `�� �^-�+.� �� W� �c� �� -+ a��M� ��� �3� ��� �U� �^�+[� �) V�0� �c� �T .� �!� �J�,� �' �� �� ���2� .� ���.� �� λa �,� �X[� �6�a� �T

�,� �^+�a� �T V�� �7� �X �- D� �Q� ��� �*� �T ,� �J `�� �^-�+.� �� ]� ��� �E�� �b 5� �).� �$ �� �P�� �' Z+ .� �^ W� �c� �� a� �M� ��� �3� ��� �U� �^ .� �!� �J�,� �' λc Z ,� �6�� �� .� �F� �8�� �X

.����.��� λc Z λa .�����T�-���� Z+ ]��J a��T���M��Y� �^ ���T� ,��X[��6�a��T a��b���2���Y� �6 (m,w,λa,λc) �-[��8 ]��� ���Q��C� `-[��X ,��T���B���� �T `���^,��J
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�-^��8�d��W _-���H��"��4� (m,w, λ)7��e���X��[ 1� �.��\��8����

�.��8���� λa = λc = λ c���a0��"��W�/���� ] w Y1] � m .��D��� ���� c/^��[ .��W���D��"��W c���a/�-0��� 1� c��`��C^��X��&��W A .��f��\��M =0��G

c�� �a.� �M F� �e0� �D� �! I� ��� �A �.� �\� �8�� �� _.� �8 _.� �[�� �&� �\� �O A /- 2� �f� �[ �� �a/�-0� �� Z� �e� c/]- c�� �a�6-0� �O U�� �X� �! .� �f� �\� �M =0� �G Z� �f� �\� �'� �X� �a

Z��e� Y-�-/�0��J ���� �/ Am×n 3��e0��!���W 0��O� Y^��\� �M� � ��4� λ 0��$� �M�.��) A R��+�- /�-0��� ]- 0��a d��T� �+�- �0��> �c/^��[ .��W���D��"� �W

d��4].��X��a ���e0��> �V��e1���5���
√

w 0��� ���a�Y^��"��4 V��f��5��K��! ���� ���a�Y� Y-0��M `��N��e 3�����4 ] 3��e0��!���W c���a�Y^��"��4 Y�^��\��C `��� ���a/�-0���

Z��f� �\� �'��X� �a � ��4� n 0����0� �� A `��C^��X� �&��W ��� �?��C� -�.��D� �! `� �M V��e��_-0��M =0��G �� �&��\� �e� /- �-^��� .� �a�^��+ λ
w 0��$� �M�.��) A3��e0��!�� �W

0��e1 /- �-/�.��[ R��;���) 3��e0��!���W d��4].��X��a ���e0��> /- d��"��f��X��a� A c���a�Y^��"��4 Y�^��\��C `��� ���a/�-0��� Z��e� Z��"��G0��O /�0��J ���f��!0��!

� ��4� d��a���\� �"� �W c���a�Y�.��f��W c���\���� �W 0��� ] �	�� 1� `��"��G0��O 0��� `��M �/ c/^��[ .��W���D��"� �W .��M L��e  ��+���4 c�_^��*��[ 0��<��"��,��W /^��A `���

�V��f��\��M�d��W Y���f���

F Y�.� �f� �W `� �f� �S]� `� �9� �e/ L��e α ] F = GF (q) .� �f� �\� �M =0� �G Z� �f� �\� �'� �X� �a ]  ��4� a ∈ N `� �M q = ��a .� �f� �\� �M =0� �G

� V��f��\��M�d��W F��e0��D��! �q = �d + �  ��8^��[ Y�^��!�d��W ��|q − � `��M ���%�Y� 1� �.��8����

Di = {αd+i,α�d+i, . . . , α�d+i} , � ≤ i ≤ d − � ���
�

Y���N��W @��4^��! �/ .��M c���a/�-0��� �g^��X��D��W � ��4���a�� -�.��D��! 1� 0��"��X��M /���f��5��� c/^��[ .��W���D��"��W c���a.��M /- ���a�� -�.��D��! `��M ���%�Y� 1�

c���a�Y���N��W 0��O� `��M c��`��[^��O `��� V��e1���4�d��W q − � Q^��A ���� .��M /�-0��� d �0��B��[ -/^��W (0��A /- �V��f��\��M�d��W :��,��9��W ���a�Y� c���a��

�V��f��8���� `��"��8�- �.��a- R��f��N��9��! �/ Ci `��C^��X��&��W U�i /�-0��� 0��H��;���[

Ci = logα(Di − �) , � ≤ i ≤ d − � ��
�

6]/ Z��e� �� �� `� �M  ��4� _.��8 _-�- Y���9��[ �	�� /- � ��4� _.��9��[ _-�� �H� �"� �4� .��M Z��"� �+�� �4 c�0��� D� ] � ∈ D� `��M .��f� �\� �M  ��J-

/�� �"� �+�� �4 /- `� �M �� �%�Y� 1� �.� �[^� �8�d� �W :��,� �9� �W (��a − �,�,�) d��e�� �! `� �4 @� �4^� �! `� �M .� �[^� �8�d� �W .� �f� �S^� �! .� �M /�-0� �� ��
a−�
�

(��a − �) × n -�� �D� ��� �� �� d� �5� �e0� �!�� �W �.� �[0� �f� �O�d� �W /�0� �J _-�� �H� �"� �4� -/^� �W 2� �f� �[ �� �a/�-0� �� Z� �e� c�� �a�6-0��O U�� �X� �! 0� �P� �5� �) 3��e0� �!�� �W

 � ���� �# �� �� �/ 	 `� ��� �!0� �W �3� �e0� �!�� �W Z� �e� �d� �4].� �X� �a �� �e0� �> `� �� `� �%^� �! �� �� �n ! (��a−�)(��a−�)
� `� �M -^� �8�d� �W `� �"� �+�� �4

`�����!0��W� 0��"��O/2��� c���a�w ���� ���w�n� c/^��[ .��W���D��"��W c���a.��M �`������9��W d��8]/ 1� _-���H��"��4� ���� �	�� /- �.��\��M�d��W ���>/� δ	 = �h �

�.��\��4/�d��W 0��B��[ `��� `��\��f��b��� `�����8 ���
� c]���5��W���[ `��� `��%^��! ���� `��M .��[��_.��8 d��G0��D��W �0��"��O/2���



`)���_��Y��6��c��� a��E)���8����-��c��B -��M��3��% `���^�1��b-������T 
 O��8��E
	

Z p� × pr+� )�� �A� ��� �� �� a� �bZ)Z) 1� �b-� ���� �T �� �'�� �2 #-� �< I� �b �	�� ,) �*� �5 \,�� �5� /� �c� �X -� ��� �6� �c� �� ]� �J ,[� �< V�� �U� �^

NZ� )*��@ I��b .� a��&��c� �&��7 V�[��� p ���!��Y� �b� ,) ����2� \*��5 a��E-��A��T `,[��X `���^*��J .� \)���F���� �2� VZ*��� r
p a��2Z*��U��^ ���b-��:

a��^���Y� ��� �T V�*��c� �T ,) ���^�`��]��Q� �U�� *��Y��" 0���2� -��� 1��b-������T `���^�V[���� �2 �*��5 \)�) $��c��:[��� 	 O��8��E ,) ]��J ,[��< V���U��^ Z ���2�

���b-��: >���&��P .� �a��bZ)Z) `���^�1��b-����� �T W��c� �� ,) ��� �^�1��b-����� �T W��b� ]� �J S��c� �^)�a��T V���6��X -� �b. ,) �)[��5�a��T ]���� �'�� �2 GF (p)

*��Y�����3��^ ]��Y��c��_��� p
r�

→ ∞ `*��% ���P���% ,) a��2Z*��U��^

lim
p

r�
→∞

pr+�

R(p�, p, r)
≥ lim

p

r�
→∞

r∏

i=�

p(p − i)
p� − i

≥ lim
p

r�
→∞

(
p(p − r)
p� − r

)r+�
≥ lim

p

r�
→∞

(
�− r

p

)r+�

= lim
p

r�
→∞

((
�− r

p

)− p
r

)− r(r+�)
p

≥ lim
p

r�
→∞

e−
r(r+�)

p = e� = � ���
�

��������� ������� ���� ���	������ � ������������������ ���

`���^-�����T�,���� ]��J ��� �V� .� �S��b.�)-����a��T -��M��3��% `���^�1��b-������T Z `,�+��L*��J `�]��b-��?��X V���c��T ;�������,� a��2,-��� ]��� 4��(��� W��b� ,)

)�� �!� �b� `�-� �� �*� �X-� �c� �L�a� �T ,�-� �G \)�� �F� ��� �2� ),[� �T `,�+� �L*� �J `�]� �b-� �?� �X ,) S� �^ Z \)-� �6� �E `,�)-� ���]� �X[� �U� �X �� �&� ��� �T ,) S� �^ n Z k

a��P���% ,) *��^*��c� �T V���6��X �, *��J N[��< ñ N����� �T V�[��Y� �@ ]��� �S��c� �^)�a��T 4��b���U��X .̃ ���Td��@ ���� �, *��J ]��� ;[���-��T `���^-��c� �C���� �T �/��b���U���

����2� -��M��3��% 1��b-������T `���_��X[�����2 )�*��A��� -��M��X���c��� n ]��J

V,�� �H� ��� �T C S� �c� �b[� �L�a� �T �*� �Y� �5�� �� I� �b R�� �U� �� ,�)-� �� �ñ×� Z a� �bZ)Z) a� �J[� �Q� �� a� �=� �' *� �J I��b C(ñ, k̃;�) *� �c� �Y� �J 9-��E

O��U��K��T �*��J V)[��� a��=��' O��c��P) ]��� �*��5���� *��J ,�)-��� I��b añ×� -��L� V,���H���� �T `���^*��J `�-��� �*��5���� �ñ×� ∈ C \���L -��^ ���2�

]� �� *� �J `�� �^,�)-� �� ]� �@[� �U� �!� �T ]� �!� �c� ��� �X ,) ��� �2� *� �J ,�)-� �� I� �b /� �c� �X )[� �5�a� �T D� �b-� �A� �� añ×� ⊕ �ñ×� �,[� �7 ]� �� ]� �J V�

�)[��� *��Y��^�[��' O��U��K��T `���^��Z. �,[��7

���9�������, Ã
ñ×�k̃−� ���:��1��& ����" 2 �������
 d̃min 7�5��*������" )��#����� ���
 .����$����, ���& %��9 C(ñ, k̃;�) ���:��1��& ����" ��� ����������

8� �'� �9 ��� �$� �:� �#� �)� �-� �'� �, �2� �� �6 �� 5� �& 73� ��� �0 5� �
 �� ���� �
 8� �03� �� �� ��3� �� 5� �
 �� �& 7�� �6����� �
 /� �� ����� �( +� �6 ��� �1� �& �� )� ���� ��

�+��:��1��&�8��, !��9��� ��� ��������
 4���� ���������0�

A
ñ×�k̃−� ! �√

ñ

(
�Ã

ñ×�k̃−� −
(
�
)
ñ×�k̃−�

)
���
�

��3��
 ���6�3��� ñ−�d̃min
ñ ���
 ���
����
 ������&����� A ���9�������, 8���2���-��6 	��9���� ���3��� /��9� ��

�Ã
ñ×�k̃−� −

(
�
)
ñ×�k̃−� ����H��c��H��% ,) �*��Y�����3��^ ]��K��b a��M��U��^ A 1��b-������T `���_��X[�����2 ]��J *��c��Y��J ���G) �*������� 
���	����



_'���^��X��4��b��� `��C'���6����,��b��B ,��N��1��$ _���]�/��a,������S �	 O��6��C		

,� �] F� �Q� �=� �S +(� �G �V� �a�,� ���� �X� �� ��`� ��� �=� �G Y' 2��a�� �T� �W� (� �W��[(� �3 _+�*� �N� �a�� � −� �� �� �� �],� �D� �5 U� +' \� �J ���0� A /��a,� ���� �S U�� �T� �]

�(��]'�`��S U���4��W �+ ���]�UZ�����0 U'Z��� \��K��a \��J ���0� �√
ñ
���� ,����,��� A /��a,������S \��a�+'

Ã /��a,� ���� �S +' ãñ×�, b̃ñ×� _�� �]�UZ���� �0 �� �� ,� �>�� �X� ��� �S A /��a,� ���� �S +' .� �a�� �T� ��� �S UZ���� �0 Y' añ×�,bñ×� (��b� �X� �J 7,��C

�R��a+�' �(��X��3���� �Y���D�����S U���K��S l +' b̃ Y ã ,��M� �(��X��3����

⟨a,b⟩ =
�
ñ

(
�× (ñ − l) + (−�) × l

)
=

ñ − �l
ñ

����	�

+�',� �� \� �0 ,� �] \� �J �� � �U� -� Y (� �X� ��� �1� �] �Y�� �D� ��� �S ,� �N� �a(� �K� �a �� �� U�� �K� �S ñ − l +' �ã O� �T� �K� �S� ã ⊕ �ñ×� Y b̃ V� �b� �X� �#� �T� �]

Y l _Y' ,��] �'Z��� [(��3 ����&���� �W� `��K��a ��� �H� �b� �G' O��T� �K� �S �Y- ,��] -�� (��X� ��� �1��] `���Y�� �D� ��� �S _���](��J +�',��� �{ã, ã ⊕ �ñ×�, b̃}

�`��X��A��a �'Z��� (��X��]�Z��% d̃min _Y���1��S ���a ,�����T��J ñ − l

⎧
⎨

⎩
l ≥ d̃min

ñ − l ≥ d̃min

⇒ d̃min ≤ l ≤ ñ − d̃min ⇒ |ñ − �l| ≤ ñ − �d̃min ����	�

,� ���,� �� ,� ��� �J�(� �$ d(�ñ×�, ã) �� �a Y d(�ñ×�, ã) +�(� �H� �S Y' -� `� �K� �a ã (� �J +�',� �� ,� �] _�,� �� Y �ñ×�,�ñ×� ∈ C (� �b� �X� �J �� �G'

�R��a+�' ����	� Y ����	� U',��J ���b��J,��� ���� �ñ − �d̃min ≥ � �Y+ V��a� -� � ñ� ���� ���0�

|⟨a,b⟩| ≤ ñ − �d̃min

ñ
����	�

! �(��]'�`��S \��!��b�����W �+ A /��a,������S `��0Y(��T��] ���a,��8 _�,��� ,��?��W '+Z��S U�,��J \��J

���a,��8 -� \��J k _c���� U�,��J \��J V��a� _�,��� �(��3���� ñ
� \��� I��a'.��W d̃min \��J ���0� -���0+���J `��W�� �S- �� �^� �X� �� EZ��C \��b� �9��G

�(��3���� I��a'.��W ,��D��5 \��� ����	� +' [(��3 ,��J) ,��1��J �+Z��5 (��a���� �(��3���� L+.��� `��C���J [-�(��W� \��� 'Z��3�`��S \��!��b�����W `��0Y(��T��]

(��$ +' d̃min \��J V��a� _�,��� �*��P �d̃min ≤ ñ − k̃ + � \��J R��b� �W�'�`��S _+�*��M(��J _�\��a,��?��W +' 'Z�� Z��S _���a���9��G \��� \�� Z��� ����

+' ���a�+ _�� �](� �J '+Z� �S +' \� �J (� �X� �3�� �� `� ���� �@d��<� _�� �]����b� �� '�(� �A� �� (� �$ +' O��G�(� �$ U-�Z� �� _�� �]����b� �� '�(� �A� �� (� �a�� �� �(� �3�� �� ñ
�

`��a���](��J V��b��X��" _���](��J I��T��J \��� U�Z����`��S \��J R��b��]'�`��S U���4��W \��S�'� +' ����0� V��]) -� +Y' _,��S� V��b��X��" ��,������&��S

�',��J `��$�,��< �+

�	
��� d̃min ���� �������� �����

(��J _���]+�',��� Y �m̃ ∈ N� ñ = �m̃ − � ���]�U� +' \��J (��X�����1��] `��aY'Y' `��4��%,��" _���](��J -� _��\�����0',��a- _���](��J

\� �� \� � Z� �� �� �� � �

 (� �WZ� �3�`� �S (� �b� �PZ� �� g(x)|x�m̃−� + � :,� �3 �� �� g(x) ∈ GF (�)[x] (� �PZ� �S _��\� �Q� �T� � (� �X� �" I� �a ;� �0Z� ��



W&���V��P��1��Z��� X��<&���3����)��Z��: )��E��.��" W���U�,��Y)������K 
 F��3��<
�

J��Y(�& X��U���P�����K W���U�M�'��Z��K (������$���-

x�
m̃−� + � =

∏

r∈GF (�m̃)
r ̸=�

(x − r) ��	�
�

4)� �< �&)� �A T� �Y+� ��� �� GF (�m̃)[x] (& X� �7� �$ W�� �U(R� ��� �A�� �< T� �� M�R� ���X� �K �( (& '� �GR� �K W��T� �H� �L� ��'� �P� � T� ��� �Z� ��� �O (&

T� �A �� ���M� *� �'� �0�� �� g(x) W�� �U�T� �1� �Y( *� *� X� �B� �Y αi Q M�'� �Z� �K N� �Y� W�)� �� T� �Z� �GQ� T� �1� �Y( @� �Y α ∈ GF (�m̃) '� �Z� �P� �A

X��U���P�����K W���U�M�'��Z��K (& �'��P�����.��U g(x) W���U�T��1��Y( +��Z��O GF (�) T��� ������.��O αi )��3��P��8 W���U��Q&+��K I���L��� �g(x) ∈ GF (�)[x]

T� �A �� ���M� *� �SQ[� �8 T� �� �'� �P� ��� �.� �U {αi�j}m̃−�
j=� T� �8R� �L� ��� �K �Q�� �=� ��� �K )� �2�� �P� �8 �� �U��Q&+� �K N� �Y� T� �A J� �Z� �O�&�X� �K � T� �3� �%� �1� �K �� ��

M�� �1� �O �( �� �U�M�R� �� X� �1� �$)� � ���Z� �2�� �$ T� �A αi� = αi� J� �Y(�& � i� ≡ i�(mod �m̃ − �) T� �A i�, i� )� �U W�)� �� α�
m̃−� = �

�'��U&�X��K

d̃min W�)��� S'� �0 N��Z� �L� �5� �� N� �Z� �Y�� �� M�)� �A &R� ��Q �X��1� �$)� � W�� �U'� �A )� �Y�� �- T� �� ����� �.� �O W�� �U'� �A X��H� �2� ���Y+� �K

@��Y i�, . . . , id T��A W(R��6 T��� ��� �U�T��1��Y( X��K�� �L� �� ��� �KQ+��G T� �O� '��P� �0�� �� g(x) *� W+��Y�� �L� ��� �K W���U�T��1��Y( αi� , . . . , αid )��D� ���-�

�d̃min ≥ d + � J��Y(�& �'��P��U& F��Z��B��1��� X������.��" '��8���3���

�'��GR��K W��T��H��L���'��P�� X��"�)��6 W���� T��� �/Q( N��Y� (& �J��Y&)��D�X��K�*���� C(+��� d̃min ���� '��A X��"�)��6 T��H�����.��K T��� MR��P��A�

J��Y*���-�X��K �( ��M*�R��� MR��K*� W��T��H��L���'��P�� 

h(x) ! x�
m̃−� + �
g(x)

��
�
�

�( M� W�� �U�T� �1� �Y( h(x) N� ��� �$�� �- W�)� �� �h(x) �� �Y Q �� �-� g(x) *� W��T� �1� �Y( �� �Y M�'� �Z� �K *� W)� �3� �P� �8 )� �U �)� ��� �V� �� M�� �Z� �� T� ��

 Q ���-� !��Z��#��2 W&'��8 l < m̃ − � '��Z��P��A 4)��< �J��Z��P��A�X��K X��<)��9��K

G(l)
m̃ = {α�,α�, . . . ,α�

m̃−�+�l−�} ����
�

G(l)
m̃ *� W��T��8R��L�����K�)��Y* �(R��2 T��� �( H(l)

m̃ MR��P��A� �&(�& X��E�����.��� α T��Z��GQ� T��1��Y( ����%�����O� T��� G(l)
m̃ ;��Y)��9��� T��A '��Z��P��A ���?&

'��0���� T�����.��� W)��Z��D��Q&+��K F��L��8 T��� ������.��O T��A J��Z��P��A�X��K ;��Y)��9���

H(l)
m̃ ! {r ∈ G(l)

m̃

∣∣ ∀ j ∈ N : r�
j

∈ G(l)
m̃ } ����
�

�'� �O(�& (�)� �? H(l)
m̃ F��$�& +� �Z� �O r�j �(R��2 T� �� M� W�� �U��Q&+� �K I�� �L� �� r ∈ H(l)

m̃ )� �U W�)� �� T� �A '� �U&�X� �K M�� �1� �O >R� �< ;��Y)� �9� ��

��



W$���V��P��/��Z��� X��=$���1����(��Z��; (��D��-��" W���U�+��Y(������K �	 F��1��=	


�J��Z��P��B�X��K <��Y(��:��� (��Y) �'R��0 T��� �' M)�R��� MR��K)� W��T��H��L���%��P�� MR��P��B�

h(x) =
∏

r∈H(l)
m̃

(x − r) ����	�

�$R��� %��P� �U�R��# h(x) T��/��Y' *��Z� �O M� W���U��Q$*��K I�� �L� �� �%��.�� �� h(x) T��/��Y' T��B r (��U W�(��� �%��. S'���.� T��B 'R��7��O�� �L� �U

�N��Z��P��!��L��U ����,� g(x) ���Y�(��2 M$R��� X��YQ$Q$ W�(��� X��=���B Q I)[ 4(��. T��B h(x) ∈ GF (�)[x] T�����Z�����O '$

� = α� ∈ G(l)
m̃ ⇒ � ∈ H(l)

m̃ ⇒ (�+ x)
∣∣h(x) ����	�

����,� %��B W���3��= T��� >��H��:�����K A��Y I���L��� '�$(��� %��U$�X��K M���/��O T��B

c = [�, . . . ,�︸ ︷︷ ︸
�m̃−�

]T ⇒ c(x) = �+ x + · · · + x�
m̃−� =

x�
m̃−� + �
x + �

⇒ x�
m̃−� + �

∣∣(x�
m̃−� + �) h(x)

�+ x
= c(x)h(x) ���	�

S$'Q� (��� �' ��	 T��Z��3��? 5��Y�(��. I���L��� T��B ���,� M'���@���� �K %��B A��Y g(x) = xñ+�
h(x) 5��,R��� S%��. %��Z��GR��� %��B T�����Z� ��� �O '$

�T�����Z� ��� �O '$ Q %��P� ��� �-� �U G(l)
m̃ )� W��T� �9R��L� ��� �K�(� �Y) h(x) W���U�T� �/��Y' T��B %��Z� �P� �B ���?$ �%��B T� �H� �0�� �= F��?�%� �" N���� �=�� �Y W�(��� �%� �P� �B�X��K

�%��P�����-��U g(x) W���U�T��/��Y' GF (�m̃)\G(l)
m̃ W���3��9� I���L���

∀ �m̃−� + �l ≤ j ≤ �m̃ − � : g(αj) = � ����	�

���=�� �Y %� �P� ��� �-� �U g(x) T��/��Y' T� �B W�α W���U�M�R��� N��Z� �� '$ �m̃−� − �l − � F��?�%� �" ER��6 �� �� X����� �-� �" %��9�� �1��� A��Y �N��Y�(� ���� �P� ��

�N��Y�(������P��� �$R��.�X��K

d̃min ≥ (�m̃−� − �l − �) + � = �m̃−� − �l ����	�

d̃min (���� �B�%��" �� �� W%��B E����� �O$ T��� �S%��. S$�$ ñ, k̃ ���-��" (��� T� �B ���,� N��Z� �P� � W'�&��C%��B W�T��Y(��8� �O '$ ���Y�' %��OQ'

����,� IR��H��:��K���O M���P��!��L��U M� k̃ T��B J��Y$(��B X��"�(��6 W%��B �S%��. S$�$ ñ A��Y Q ���,���P��K d̃min A��Y W�(��� ������N��Y� '$ � J��Z�����-��U

ñ = k̃ + deg
(
g(x)

)

⇒ k̃ = ñ − deg
(
g(x)

)
=

(
deg

(
g(x)

)
+ deg

(
h(x)

))
− deg

(
g(x)

)
= deg

(
h(x)

)
= |H(l)

m̃ | ����	�

�%��P��B�X��K 4R���(��K X������Z�����Z��B(��� T��G���-��K A��Y T��� �' |H(l)
m̃ | T��9R��L�����K W���3��9� $�%��:��� (��Y) T��Z��3��?



X$���W��R��1��[��� Y��=$���3����(��[��; (��F��-��" X���V�+��Z(������M �
 H��3��=


"��,��� '��� )�%��� '��� m̃ �%��� '��� *��+$�$� )���(�'���������#� ��������
 ���� 	���� ��������� |H(l)
m̃ | �*��������� )���(����!��# �� &������������ ���� ��� �����
���

��������� '�������� �%���$ *�������� ��%��� '��� ������� m̃ − l − � �������� �*����%����� � $� ���(

'T� �C&� �M Y� �ZS$S$ X�� �V�U� �I�� ��� �Q$ S H(l)
m̃ X�� �6� �9� $�%� �:� �� P� �[� �� B� �Z U� �� B� �Z �� �0�� �F� �Q B� �Z U� �C L� �[� �V$�Y� �M O�� �1� �Q ���� ��� �	�

U��I������Q$ P��Z� X'���1��9� /��Z���N��Q β S Y��ZS$S$ X���V�U��I������Q$ P��Z� )� Y��D��Z (bm̃−�, . . . , b�) ∈ {�,�}m̃ %��[��R��C 4(��= �$'�$ $T���S

�%��0����

β = (bm̃−� . . . b�)� =
m̃−�∑

i=�
bi�i ��	�
�

+��� �%��R� �C�Y��M %��[� �IT��� �' β U��C� Y��J� �2� U��I�� ��� �Q$ X'���1��9� /��Z���N��Q βj %��[� �R� �C 4(��= Y��E$���, X�(��� �αβ ∈ H(l)
m̃ L��[� �V$�Y��M O���1��Q

�%��0���� ��� ���N��, U��� Y��1��#(�� G���A�����Q� %��"�S j )�

β� = (bm̃−� . . . b�)�

β� = (bm̃−� . . . b�bm̃−�)�

β� = (bm̃−	 . . . b�bm̃−�bm̃−�)�

���

βm̃−� = (b�bm̃−� . . . b�)� ��
�
�

L��Z'�$ OT��R��C�

�βj = �× (bm̃−�−j . . . b�bm̃−�bm̃−j)� = �m̃bm̃−�−j + (bm̃−�−j . . . b�bm̃−�bm̃−j�)�

≡ βj+�
(
mod �m̃ − �

)
⇒ βj ≡ �jβ

(
mod �m̃ − �

)
⇒ αβj = α�

jβ ����
�

U��C L��[� �R� �C �������� %��Z���� �αβ ∈ H(l)
m̃ L��[� �V$ O���1��Q U��C P��Z� X�(��� ����,� αβ X���V��S$*��M U��9T��N�����M {αβj}j %��V$�Y��M O���1��Q U��C

!��5�S �� ≤ βj ≤ �m̃−� + �l − � L��[� �V$ O���1��Q %��Z���� �G$���:��M 'T��7 U��� ���Z S %��R� ��� �-��V G(l)
m̃ U��� @��J� �:���� �M O� X���V��S$*��M K���N���

�L��Z(��[��E�Y��M (��8��Q '$ ���I���" S$ �?T��= XS���-��M���Q (��F��Z$ <(��7 ��������� X�(��� �� < βj U��C ���,�

����,� (��>��2 βj ���[��� P��Z(����.)'� ���� ��

bm̃−�−j = �⇒ βj < �m̃−� < �m̃−� + �l − � ����
�
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0��� 3-+����� ���c��� m̃ − l − � �]��P������X( +( ���^�� `,��c��L+�,��G ���c��7���& ]��� ]���[��� ���� ����1� I��b βj ���c��� W��b,����3-+� ���� ��

)��Y�����2��^ ,��F��7 a��M��U��^ ����c��� W��b,����3-+����� -�

bm̃−�−j = � ⇒ bm̃−�−j = · · · = bl−j = �⇒ βj ≤ �m̃−� +
l−�∑

j=�
�j

⇒ βj ≤ �m̃−� + �l − � ����	�

+( �.�� ��T a��b�� �^�]� �6��b+ �� �� ,� �?�� �Y� ��� �T ��� �^�� `,��c� �L+�,��G ���1�� �Y� �T `�\[��%��X �� �� a��bZ(Z( `���^�]� �P�� ��� �X( ]��J S��b(�( V���6��X V[��Y� �J�� ��

)��c��Y��J ���G( �)��X��\)��5 \)��X���5[��� �+[��7 W��b� ]��� h(x) `���^�]��6��b+ R���U��� S��c��^( V���6��X )��b���� ��������� O��c��U��K��� `�,��� �)��Y�����2��^ h(x)

S��^ +���Y��J +( ���^�� Z � `,��c��L+�,��G \[��%��X (+[��T +( �+ \)��5 ,��J* ���c��7���& β `+���6��A� ()��A � `���Y�����T a��U��G+m̃ ;��2��� ,��L� ]��J

G(l)
m̃ +( αβ `���^��Z(.��T R���U��� ]�� ��c�����X +( � ([��� )��^�[��& ,�����L+.��� �m̃−� + �l − � -� ���^�βj -� a��K��b O��G�)��$ �)��5���� ]�����5�)��X

! �)��X,��c��L�a��U��X +�,��G

+( �)� �Y� �J�a� �T O� �b)� ��� �� a� ���� ��� �c� �J,� �� ]� �P�� �2� �T I� �b ]� �� �+ )� �J a� �$�,� �< \[� �%� �X W� �b� +( \)� �5 (�� � � �b� k̃ ,� ��� �T�+�� �� ��	 ]� �c� �:� �G

�|H(l)
m̃ | " O

(
�(l+�) ln m̃−l−�

m̃−l−�
)
]��J S��c��^(�a��T V���6��X �F��P� ���1[��c���

����������� 
���������� ���	������������ �����
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\[� �%� �X -� �)� �� �(+�( ([� ��Z O� �U� �K� �T �Z- �k̃−� ]� �J �� ���V� -� ��� �E�� �b �� �1( ,� �@� �X (+[� �T a� �1Z)� �U� �^ �� �b,� �9 �� �� a� �2� �b,� ���� �T

�(+�( ([���Z ,��M��2��$ 0��b,������T W�����&���1 `�,��� D��Q�����'��T ���P���$ ��
k̃−�

�0��b,������T `���^�V[�����1 V�[��Y��A ]��� )��J `���^+�(,��� 4��Y��c��!

-� [� �:� �A ��� �'� ��� �X� S� �c� �X�[� ��� �� ]� �"� �X�� �Y� �! ����1� \)� �Y� �Y� �J .� �b�� �U� ��� �T �� �^�V� -� a� �&,� �� a� �L/� �bZ �(�� �b- +�� �c� �2� �� ���P�� �$ (�)� �B� �� W� �b� W� �c� �� -�

V�[����a��T �)��Y��5���� ]�����2��� `+Z( 4��&,��! ]��� ������2��X \)��5 ����'�����X� `���^+�(,��� ]��J S��c��^( R��� ��X� `[��%��X ]��� �+ O��U��K��T `���^��Z-


�	 4��'��� +( ���Q� �=� �T W��b�� (�( 4��^�� �J �+ �� �^�]� �X[� �U� �X `Z+ -� I��Y� �� +�(,� �� `-�� �1-�� �� S� ��� �b+[� �M� �P� +( a����� ��� �1�� �%� �T a��L)��c� �"� �c� ��

�)��Y�����2��^ a��5(,��L `���^)��J -� `��]��A[��U�� ��T�,��b- ([��& � `���^)��J ]��J ([��5�a��T `+Z�(���b ��)��5 )��^�[��& \(�( #,��5 �d��8��F��T

V�� �J�� �U� �J �+ )� �J a� �5(,� �L ���c� �7�� �& S� �c� �X�[� ���a� �T �S� �c� �Y� �J O� �U� �A ���G( �� �� O� �U� �K� �T `�� �^��Z- -� [� �:� �A ��� �'� ��� �X� +( ,� �L� W� �b�,� ���� �Y� ��

(�)��B��� ���^+�(,��� -� a��K��b ����H��c� �G( O��U��K��T �Z- ,��^ +( ����1� (,��E `()��A �ñ = �m̃ − �� )��J N[��< ]��J �����V� -� �S��c��Y� �J >��F��$

����H��c� �G( O��U��K��T �Z- ,��^ -� �S��b.��b,��� +Z( �+ ��Z- ���b Z� (,��E V-Z ���� )��J `���^+�(,��� R���U��� ,��L� V[��Y��J� �(+�( � V���U��P� a���Z-

���&�� �1 O��$�,� �T �)� �X��\)� �5 >��F� �$ .��c� �X \)� �X�� �U� �c� �G�� �� )� �J `�� �^+�(,��� `+Z( `���^�3(,��L W��c� �Y� �"� �U� �^ Z S��b��\(,��J ����'���� �X� �+ a��K� �b



[)���Z��T��5��^��� \��@)���7����-��^��> -��H��1��& [���Y�/��]-������O �
 J��7��@
�

����0� -��]. %-��4 X��� X��6_��' ,V��: X��� -��H��1��& /��]-������O

\��]���Z��S /��]-������O �m̃ ≥ i *��^��T��E ����(�����S� U i = ⌈log�(k)⌉ *��^��Y) ,�-��B �W*��4 W)�) � X������-��O� k ,�*��C��O D��] [�-��� ��

����4�) *��Y�V��' -��;��0 m = �m̃ − �

X� �� -� �A� �6 i J� �B�*� �& � U) -� �Y R� �^� �� X� �E *� �4�� �� m̃ IV� �: X� �� \� �]U)U) [�� �Y�X� �K�� ��� �S) M�� �P� �� X� �<V� �P� �"� �O Hseq *� �^� �T� �E 8-� �@ ��

�*��4���� ���Y�X��K������S) R��]� [,���5��<� 3��]���P��S Hdec *��^��T��E 8-��@ R��^��T��$��P��Y �*��4���� X�����@-��G ,�-��B [,U) �,V��6

��*��^��Y) ,�-��B U *��^��T��E ����(�����S� α J�����O GF (�m̃) Q�*��^��O .� W�V��(��K) X��^��KU� X��5��], D��] �	

H = {αr
∣∣ r ∈ Hdec} ���
�

�*��^��T��E ?��]-��=��� -��]. �,V��6 X��� �, Q.�V��� QV��O.� U *��E *��KV��O [���Y�[� X��L��P��! *��T��# �


h(x) =
∏

r∈H
(x − r)

g(x) =
x�

m̃−� + �
h(x)

����
�

�� �^� ��-� ��� *� �^� �Y) J� �^� �F� �5� ��  U. Q.�V� �� �� �� *� �E [�� �Y,�)-� �� Q)�) ,�-� �B N� �Y ,�� �T� �E �� �� �, Ã(�m̃−�)×(�deg(h)−�) /��]-� ���� �O ��

�����0� W�V��(��K) ���Y,�)-��� R�����@-��G,�-��B

/� �]-� ���� �O �� �� *� �^� �T� �E X� �F� �] �√
m
,) Q)-� �E �-� �9 �� �� �, �� �Y�QV� ��� �0 U [,�+� �H� �]�� �! −� �� �� �, Ã /� �]-� ���� �O [�� �Y-� �A� �6 ��

�*��]� ���0*��� A(�m̃−�)×�degh−�

,) �� �Y�� )�*� �=� �� X� �E )�) Q�� �5� �S Q�V� ���\� �O \� ��� �&�, X� �� �N� �^� �T� �E�\� �O \� �0,-� �� �, m̃ = i �� �K�� �& �W)�� �0 I�� ��� �O D� �] Q�V� �T� �< X� �� �

X��E ���0� \��T��=��O Q� X��� R��]� �Hdec = {�,��,��,��, . . . ,��
i−�

} X��"��^�����S ,) ����0� � ���� -����-��� -�����E�*��& \��]U)U) [���Y�X��K������S)

[��X� �L� �P� �!*� �T� �# .� *� �E *� �^� �KV� �� [�-� �� X� �E �� �!�Q� .� �)V� �4�\� �O J� �6�� �& α I�� �P� �^� �T� �^� �O [��X� �L� �P� �!*� �T� �# ,) x + � �-� �9 .� h(x)

α I���P��^��T��^��O [��X��L��P��!*��T��# Q���P��Y -���V��O h(x) ��)-��@ [���Y�Q.�V��� R�����(��], ,U)� N��^��T��E�\��O W)���A�����0� g(x) [���! X��� (x + �)g(x)

(�i − �) × (�i − �) \��=���-��O /��]-����� �O D��] Ã /��]-����� �O ���K�� �& R��]� ,) ����0� X��^� �KU� [��X��L� �P��!*��T� �# D��] X��E )V��� *��Y�V��'

-����-��� Q� \��0U*��P��Y ���]-��9 U *��S��W*��4 J��6���& ��\��@)���7��� X�����4 X��K������S) D��] [,U) [���Y�2)-��G .� Q� [���Y�QV�����0 X��E ���0�

����0� �
�i−� ����
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 I��F��3
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�� �� !� � �8� �D p Q� �A� ��� �E� �&�p P�� �N � �: !� �� �D� C� �R�"� �: "� ���"� �� �! �� �N�M� �R�!� 6� �A� �/� �D ! � �7 −� M� �� � ?� �R � ��� �� �� �� Q� �RJ�J� P�� �N � �:

 ��S��@K��� M��� "�����I��D M��: C��S��RK����Q��D L"��O���  ��: �
F ��H���&! F�K��� M��� #� BJ� ?��;��)��D ?��� P�"��� ����&� #���S��H �!K��D "����"��� P���N�L#� ��H�

��K��(�Q��D .��A��������D %��R"������D

�� �� ��� �&� >J� � � �1 9� �R #� Q� �H�K� �� p� GF (p) F� � �S� �D PJ! Q� �A� ��� �E� �&�p Q� �/� ��  � �: 9� �R C(ñ, k̃; p)  � �S� �I� �: ,"� �5

 ��: F�K��� Q��/��� ?��S��@� M��� � ��(����  ��: P���-��5 M��� 6��A��2�����D ��ñ×�� 9��R B���E��� !��"��� M��: PK�����H M���  ��(���� d̃min M��A��*���5 ?��7� ���

J� "� �N P�"� �� �Q� �RJ�J� ���@�� �� M� ���� �)� �D � � �H!�� !�"� �7  � �: P�� �-� �5 !� $� �S� �H �ñ×�,�ñ×�, . . . , (p − �)ñ×� P�� �N!��"� �� Q� �D�� �E� ��

J� #� Q��;��R ���&� p M��H���E��S��� M��� F���E��@� M��� F���E��@� 0��E��� ⊕ M��: cñ×� ! a⊕−b C��S��I��: 4��R"��2��� "��<� bñ×� J añ×�  ��: !��"���

� ��N��Q��D �! "��R# ���@����

�c = (p − �)ñ×� ���R . . . ���R c = �ñ×� ���R c = �ñ×� ��

G��R�"������I��� �c /∈ {�ñ×�,�ñ×�, . . . , (p − �)ñ×�} ��
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d(cñ×�, �ñ×�) ≥ d̃min

d(cñ×�,�ñ×�) ≥ d̃min

���

d(cñ×�, (p − �)ñ×�) ≥ d̃min

�	��
�

��"��S��<�Q��D "��� !� �! {�,�, . . . , p − �} M��1K��E�����D P���-��1� #� 9��R"��N #� K��-��1 ñ − d̃min "�����:� ��� cñ×�  ��N��Q��D F���)��H M��:

C� �R!�� M� ��� �S� ��� �H !� �C� �S� �I� �:�Q� �D 4� �R"� �2� �� cñ×� !��"� �� !� i � � �1 P�� �N!�"� �;� �� �� � �2� �� "� ���"� �� �! Ni � ≤ i ≤ p − � "� �N P�"� ��

� ��N��Q��D M�����S�����H M��:
∑p−�

i=� Ni = Ñ $��S��H J Ni ≤ ñ − d̃min

Ni = ñ −
∑

j ̸=i

Nj ≥ ñ − (p − �)(ñ − d̃min) �	��
�

G��R�"������I���

ñ − (p − �)(ñ − d̃min)︸ ︷︷ ︸
Nmin

≤ Ni ≤ ñ − d̃min︸ ︷︷ ︸
Nmax

, �	��
�

� ���� ���&� >����2��D M��:

∣∣Ni −
Nmin + Nmax

�
∣∣ ≤ Nmax − Nmin

� �		�
�

�




L ���K��E��*��O��� M��2 ���+����#��O��0 #��:��(��� L���J�&��N#������@ �
 ;��+��2��

�" !��7 L���J"� #��� B�G����M��@ �����C��N� " �;��A��8��@ L���J����3���� M��NF F ���<���� " !��7 L���J"� #��� B #��7����3��� L���� I���

;��7 HF#��9 ?��O��(��5��� �$�#��2� C��N� ����5��O��5��� " � #��7 $�#��2� {a,a ⊕ �ñ×�, . . . ,a ⊕ (p − �)ñ×�} ;��8��) I��� M��N���J�I��.G��A�����@ I���

��⊕ ;��A��. I��� ������(��D HF#��9� !��J �M��@ B���*��D �" {�ñ×�, . . . , (p − �)ñ×�} HF#��9 #��N$ I��� !��7 L���J"� #���

@� �0 B�>� �' @� �� �� �"	� �� d̃min 	� �� GF (p) 9��� �E� �7 B=� �� �� C� �4� �� �8� � �p C� �(� �� �� �0 /� �D C(ñ, k̃; p) �� �E� �<� �0 $�� �+ ��� �����
���

9������� �- 6� �A �	� �<� �0 �� 3� �#	� �� �� �D�� ��	� �7 Ãñ×pk̃−� �� �E� �<� �0 $�� �+ :� �E� �<� ��� �8� �A ��� �"	� �� �� �0 B	� �&� �+ @� �� ,� �4� �*� ��� �7 � 5	� �8� �� ����� ��

�	� �.� �E� �-� {a,a ⊕ �ñ×�, . . . ,a ⊕ (p − �)ñ×�} 3��1� �" @� �� @� �)>� �8� ��� �7 �� �A �� @� �0 B>� ��� �; @� �� �� �"	� �� �� �0 B	� �A����� �� �� B��@� ��� � �

@��� Ã ���D����	��7 9����0 @��1��D ������ = 9���;	�� � 9�>��� @��� �� �� Añ×pk̃−� ���D����	��7 ���2� 9>��<��0� ����"	��� ?���" 
	��������;� >��&��) /��D

�6��D�	��!��� ���D� ��>��#

Ã = [ãαβ ]α,β ⇒ A =
�√
ñ

[
ej �π

p ãαβ
]
α,β

�	
�
�

���� � p(p−�)ñ−p�d̃min

�ñ 	��� ��������� ������0����� A ���D����	��7 C�� =���8��A ���D���%

��!��E�����(��J I��8��N A L���J�BG�����' I��7 !��O��E��7 ���4 �!������� ��������	�

∥aβ∥ =
∥∥∥∥

�√
ñ

[ej �π
p ã�,β . . . ej �π

p ãñ,β ]T
∥∥∥∥ = � �	��
�

F !��E� �)�� �� Ã &��N#����� �@ " #��-�� �E� ��� �@ L���J�BG���� �' ãα, ãβ F A &��N#����� �@ $� L%��N�� �A� ��� �@ L���J�BG���� �' aα,aβ !��O� �E� �7 ,#��2

!��)���� c "� #��� " i  !��. L���J"�#��8���  �!��/��� #��:��D���O��� Ni !��O��E��7 ,#��2 �;�����4 I������*��@ C��O��E�����A��J �c = ãα ⊕−ãβ !��O��E��7 1��N#��/���

�?��N"� ��� ≤ i ≤ p − ��

|⟨aα,aβ⟩| = |ãH
β .ãα| =

�
ñ

∣∣
ñ∑

i=�

ej �π
p (ãi,α−ãi,β)

∣∣ =
∣∣ ∑ñ

i=� ej �π
p ci

∣∣
ñ

=
∣∣ ∑p−�

i=� Nie
j �π

p i
∣∣

ñ
�	��
�

�?��N"� γ #��N ���5��@ >���A��� L�#��� ����'� � + x + · · · + xp−� L��I��=��A���!��E��� I��*��N" 6��N ej �π
p I��7 �����B� $�

∣∣
p−�∑

i=�
Nie

j �π
p i

∣∣ =
∣∣

p−�∑

i=�
(Ni − γ)ej �π

p i
∣∣ ≤

p−�∑

i=�
|Ni − γ| �	�
�

����)� ?��O��J�G��� γ = Nmin+Nmax
� B � "�#��4 F �		�
� F �	��
� L���J�LF���(��@���D $� H ���3�����'� ����

∣∣
p−�∑

i=�
Nie

j �π
p i

∣∣ ≤ p
Nmax − Nmin

� =
p(p − �)ñ − p�d̃min

� �	��
�



O!���N��I��+��R��� P��7!���-����$��R��5 $��=��)��� O���M�'��Q$������D �
 ?��-��7�	

�"��M!�P��D L�����R�����H �# A '��Q$������D P��(J"��E��M ���Q$��. O�$��� $��2��H !#K��D OS���� F�$��; L��;

|⟨aα,aβ⟩| ≤
p(p − �)ñ − p�d̃min

�ñ �	�
�

!

C��� #�"��3��: ���:@&��8 C��> @ ���'���DNi C��>���I��: �"��D!�G��: C����#� �# J���� <�$��5 =��H$�����6���A��5 C��5 ������ #! γ ���� �����>� =��H$�����E��� � ���	������

γ F�$��� B"��) !���H #�"��3��: %� �!#�"��> !A���@ !�"��/� =��H� C��>�� �I� �: F�$��� G��+�� ��*��: C��.����# C��5 �����<� %� ���:� ���	��� #! C���� �0# #���5

�!A��)�G��: B!���1�����'�

"��H���� ��� C��I��-��2 #! G��'@"��;��D ���H$��, F@# $��� B"��) !���H F@���(��:���> %� B!���1�����'� ���� �k C������$��: F#�$��2$��� F�$��� � ���	������


9��I��)���� C�����)�!

d̃min

ñ
>

p − �
p

− �
p�(k − �)

≥ p − �
p

(�− �
kp�

) �
��
�

ñ ���� $����$��� ������H$��3��� "��H���� d̃min �p 7#&��� $��H!���3��: F�$��� ��$�����E��� �#������/ C��� �"��)���� p−�
p ñ C��� 4��H!&��> #���I��(��� "��H���� d̃min C�����I�����> #!

�9��I��?��5�G��: ��������� #����������' 4��;��5 C��� �# G��H���D"��5 =��I��?��� !A���@ �G��H@!@! ���8���� C������*��: �C��:�!� #! �"��)����

������ d̃min ���� ������������� p �����
��� �����

ñ = pm̃ − � �#K� �, L� �� "� �; O�� �M#�!$� �� >K� �1 J "� �HK� �*�P� �D 6��Q$� �4� �� GF (p) F�"� �R� �D OJ# $� �� P� �A� ��� �E� �(�p O�� �M"� �;

L� ���� �+� �D �"� �HK� �*�P� �D "� �R� �@K� �� GF (p)[x] L� �� 8� �A� �4� ��� �D g(x) "� �; "� �@K� �D O��L� �A� �E� ��"� �I� �� 0� �(K� �� "� �; O�� �M#�!$� �� J !K� �*�P� �D ��� � � ��� �H�

�L��; �����F� %� �"��H#�! #�$��9 GF (pm̃) #! h(x) F%�K��� FK��D%� O��L��A��E���"��I��� J g(x) O���M�L��+��Q# B���E��� �P��QJ!J! ���@����

∏

r∈GF (pm̃)
r ̸=�

(x − r) = xpm̃−� − � �
��
�

�C��Q#�! P��A�����E��(�p ���@���� #!

h(x) =
xpm̃−� − �

g(x)
�
��
�

$��<� �!$��; F���R��� $��Q% �#K��, L��� "��; L��A��,���7 ?��9�"��� OJ# $��� O��L��R� �/��9 �P��QJ!J! ���@���� L������+��D F�K����P��D &��R��H ���@���� G��Q� #!

L��; O#K��1 L��� "��*���� g(x) &��Q�� �E���� �D O���M�L��+��Q# %� O��L��3K��E�����D�$��Q% {αi� , . . . , αid} J GF (pm̃) F�"��R� �D L��R� �@J� L��+��Q# :��Q α



W%���V��P��1��Z��� X��>%���3����)��Z��< )��E��.��" W���U�,��Y)������K 
 G��3��>�


[c�, . . . , cñ]T T��C &��Z��P��C 4)��> ���������� W�)��� ����� d̃min ≥ d + � J��Y(�% �&��P��U% G��Z��D��1��� X������.��" &��:���3��� B��Y i�, . . . , id

�'��HQ ��g(x)|
∑ñ

j=� cjxj−� T�� ��Z�����O (% �&��0���� )��?��2���O &��C (�%)��� B��Y
⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α�×i� α�×i� . . . α(ñ−�)×i�

α�×i� α�×i� . . . α(ñ−�)×i�

���
���

� � �
���

α�×id α�×id . . . α(ñ−�)×id

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
Hd×ñ

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c�

c�
���

cñ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= �d×� �
	�
�

,��Y)������K B��Y H ,��Y)������K *� d × d ,��Y)������K )��Y* )��U �&��P� �U%�X��K G��Z��D��1��� X������.��" &��:���3��� B��Y {i�, . . . , id} T��C �����M� *�

)��?��2���O R��5��: d + � G��@�&��" %R���Q T��C &��P�����.��U X��8��# G��A�����.��K H ,��Y)������K *� MR�����- d )��U �Q( N��Y� *� ����-� ��&��OR��K(&��O�Q

��T��I��2���> G��@�&��" WQ( )��� )��9��O %(R��K M�)��C� &��P��C�X��K ���� ��Y� �( [c�, . . . , cñ]T N��Z��� (%

T� �:R� �L� � � �K T� �C &� �0�� �� S&� �0 ��� �$� ��� �O� W(R� �7 g(x) &� �C &� �HR� �K W��T� �I� �L� ��&� �P� �! &� �Z� �P� �C 4)� �>

T� �� T� ��R� �� �� �� �&� �0�� �� g(x) W���U�T� �1� �Y( *� W��T� �:R� �L� � � �K�)� �Y* l < m̃ W�)� �� {αpm̃−�+ pl−�
p−� +�, αpm̃−�+ pl−�

p−� +�, . . . , αpm̃−�}

M�� �Z� �K α W�� �U�M�R� �� N� �Z� �� (% %R� ��R� �K X� ���� �.� �" &� �:�� �3� �� FR� �7 Q &� �C T� �I� �2�� �> G� �@�&� �" N� �Z� �� 6�� ��� ��(� %(R� �K (% S&� �0 M�� �Z� �� T� ��� �D� �O

J��Y(�% �g(x) W���U�T��1��Y(

d̃min ≥ pm̃ − pm̃−� − pl − �
p − � − � = (pm̃ − �)

(
�− pm̃−�

pm̃ − � − pl − �
(pm̃ − �)(p − �)

)

= ñ

(
p − �

p
− pl+� − �

p(p − �)(pm̃ − �)

)

⇒ d̃min

ñ
≥ p − �

p

(
�− pl+� − �

(p − �)�(pm̃ − �)

)
�

�
�

���H�� �" T� ���� �1� �K �g(x) M%(Q� ���-&� �� W�)� �� �%(�% �( T� �I� �2�� �> G� �@�&� �" W�)� �� �R� �I� �8� �K 6)� �0 W&� �C N� �Z� �P� �! &� �U&� �Z� �K M�� �1� �O T� �C

&��Z��P��C =��Y)��;��� X��YQ%Q%

G(l)
m̃ = {α�,α�, . . . , αpm̃−�+ pl−�

p−� }

H(l)
m̃ = {r ∈ G(l)

m̃

∣∣ ∀ j ∈ N : rpj

∈ G(l)
m̃ } �
��
�

+� �Z� �O �( GF (p) T� �� �� ��� �.� �O M� R� �5� �: )� �U W�� �U��Q%+� �K X� �K�� �L� �� T� �C �� �-� G(l)
m̃ *� W��T� �:R� �L� � � �K�)� �Y* H(l)

m̃ �)� ���S%�� �- M�� �Z� �� T� ��

����-� )��Y'��� /��$��� x )��� y X��P��;��Y x|y��

��



['���Z��T��1��^��� \��@'���4����*��^��> *��H��/��# [���Y�-��]*������O �	 J��4��@



�X��!��^�����S )' �'V��0�\��O J��O���0

h(x) !
∏

h∈H(l)
m̃

(x − αh) ∈ GF (p)[x] �	��	�

[�� �Y�[� X� �L� �P� � (� �T� �" \� �#�*� �9 WV� �$� �S �'*� �E X� ��� �.�� �$� �O W(� �0 ?� �]*� �=� �� h(x) [U) +� Q�V� ���\� �O ,� �^� �S �) g(x) [��X� �L� �P� � (� �T� �"

X� �� B� �L� �=� ��� �O � M�� �P� �� )�'*� �� X� �E X� ��� �F� �S R� �]� �� �O� �')�' �) �V��L� �:� �O X� �L� �3�� �@ J� �C�(� �# �J� �3�� �# (� �E X� �E (� �Y'�\� �O Q�� �1� �S g(x), h(x)

X��� ������/��S X��!��^�����S )' U ���.� h(x) X��1��]) � = α� ∈ H(l)
m̃ X��E (��^��T��E ���C' ����/��^��S R��0U) Q�(��T��" +V��T��Y ����.� (��E [���6��@

�-��� ����.� IU� g(x)
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

g(x)
∣∣xñ − � = (x − �)(�+ x + · · · + xñ−�)

gcd
(
g(x) , x − �

)
= �

⇒ g(x)
∣∣�+ x + · · · + xñ−� �	��	�

)' (� �T� ��� �/� �Y MV� �L� �=� �O �R� �^� �]�� �� Q�*� �E� d̃min U ñ )�� ��� �%�� �. R� �]� )' ��'(� �!� �O �(� �Y'�\� �O Q�� �1� �S �) (� �E [�� �6� �@ X� �� �ñ×� B� �L� �=� �� X� �E

D��] �)V��3 X� �� �) h(x) X�� )' X� �!� �^� ��� �S )' U H(l)
m̃ [���6� �<� '�(� �=� �� *� �]+ X� �^� �6� �C ����.� W(� �1� �S 2��&� �1� �O +V� �T� �Y k̃ X� �E \��K�� �#

�(��T��E�\��O Q���^��� \���������^��E*��� X��L�����/��O

���� 	��� $���� ���� �� � � ���" ���&� �� !��� #� ��� !��� m̃ � ��� !��� $��%�� #���"�!����� ��� �� �������
 �� �� 	���� ���������
∣∣H(l)

m̃

∣∣ ��� ������	��


��������� !�������  ���� $������� �� ��� !��� ������� m̃ − l − �

�� [�� �T� ��� �O 8� �/� �� [�� � X� �� ���K�� �# R��]� )' X� �E �U�� �A� �� R� �]� �� �� ���.� ��	 X� �^� �6� �C ��� ��� ��� X� ���� �1� �O �`� �O�� �E (� �SU) ������� ���

" �'V��0�\��O W'���A�����.� p [���T�����O 8��/���

R� �]� )' ��� �.� xm̃−l−� − x − � X� �1� �]) R� �]*� ��� �G),� �� γ X� �E |H(l)
m̃ | = O

(
γl+�) N� �^� �Y'�\� �O Q�� �1� �S �A� �K� �� �.V� �^� �� )'

�X��E '*��E (��Y�V��% ���5)� �) k X������*��O +� 7*��0 �W(��0 X�����%���. m × n *��H��/��# -��]*������O ��)V��3
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

m = pm̃ − �

logp n = |H(l)
m̃ | = O

(
γl+�)

kmax ≥ �p−�
p pm̃−l−� ≥ pm̃−l−�

�	�	�

J� ���� �C �\� �.U(� �P� �Y �� �]*� �5 *� �� \� �T� ��� ��� �O �__(� ��� �.� +� W'�� �A� ��� �.� �� �� X� �E �� �.� X� ��� ��*� �O *� ��� �E�(� �# kmax +� )V� �;� �T� �O X� �E

'*��E �������� Q�V����\��O ����.� W(��0 W'�' Q���1��S �A��K� ���.V��^��� )' X��E ln γ ≥ ln(m̃−l−�)
m̃−l−� [U���/��O���S +� W'���A�����.� ���� ����.� R��^��P��6���

�N��])�' W(��0 X�����%���. *��H��/��# [���Y�-��]*������O [�*��� X��!��^�����S )' �γ
logp kmax

logp logp kmax ≥ p

m ≤ O
(

kmax(logp n)
logp kmax

logp logp kmax

)
�	��	�



b+���a��[��6��e��� c��G+���9����.��e��E .��O��3��' b���`�1��d.������V �
 Q��9��G��

�F��S�����*��V b���`p ���� (p�l − �) × p	l c��S�����W��2�p 1��d.������V ,��[��% b�.��� µBCH

µW B
���
 P\,��#

p =  p = � p = 	 p = �

�h ��� �h ���� �h ���	 l = �

�h ���� �h ���� �h ��
� �h ���� l = �

�h ���� �h ��
� �h ���
 �h ���� l = 	

/� .� ��� �M� �%]� �L �����.� �V _� �� �m ≤ O
(
kmax logp n

)
�c� �G+�� �9� �� .� �O� �3� �' b�� �`�1��d.� ���� �V -+ m b\- .� �� f�� �� X�.� �L �&]� �:\ _� ��

�ff,���� �2� /� ^+�� �H� ��� �2� /� c� �5�� �Z F��D� �: Y��d� ����2� �
��
� _� �?� ���- -+ �� �`�1��d.� ���� �V Y� �d� b�.� �� ^,� �V� ���2,� �� bf�� �� X�.� �L

b\�� �3� �V�� �Z �,� �5 ^-�� �5�� �g� ��� �I _� �L -]� �> X�� �W� �` ��� �2� /� .� ���b]� �I c� �>.� �5 _� �L �� �2� c� �2\,� �W� �` �� �d.� �: .� �� c� �[� ��� ��� �V

b-�.� �I.� �� _� �L �� �#�X� /� �,� �`+�c� �V _� ���-� X� +�� �D� ��� _� �� �� ��� �3� �Z 1� �d.� ���� �V K� �d c� �2\,� �W� �` �� �d.� �: b�.� �� c� �[� �e� �d�� �� X�.� �L �4��R\

+�� �D� ��� _� �3� �d�� �J� �V b�� �# _� �� ��� �2� _� ��� �G.� �N �-]� �8 c� �2\,� �W� �` �� �d.� �: =� �2]� �� ^,� �5 c� �G.� �D� �V b�� �`�1� �d.� ���� �V -+ <.� �5

�� �2� X� .� ����]� �S� �?� �V �,� �[� �[� �L�c� �V �� �:-� c� �Z�� �3� �M� �d _� ��� ��.� �V �� �� �- <.� �5 _� �L c� �G+�� �9� �� b�� �`�1� �d.� ���� �V �� �� �� �`�1� �d.� ���� �V Y� �d�

�� ��� �3� �Z ��
 P\,� �# -+ -]� �B� �[� �V Y� �d� b�.� �� �U� �e� �[� �L _� �3� �d�� �J� �V 4� �R\ X�.� �L �� �� �- ^,� �V� �� �2,� �� c� �2\,� �W� �` �� �d.� �: _� �L

4� �R\ b\�� �3� �V�� �Z =� �2]� �� ^,� �5 c� �[� �e� �� 4� �e� �� c� �2\,� �W� �` �� �d.� �: _� �� ^,� �V� �� �2,� �� b�� �`�1� �d.� ���� �V b�� �`�c� �2\,� �W� �` �� �d.� �:

^+�� �H� ��� �2� m̃ = �l 7�� �) �� �R�� �' /� �_� �3� �d�� �J� �V Y� �d� b�.� �� ��� �2� ^,� �5 _� ��� �2�� �(� �V F� �S� ��� �*� �V �� �R�� �' ,� �[� �% b�.� �� �µBCH

µW B
�

�p .� �` b�.� �� _� �L +�+ X�� �6� �Z X�]� ���c� �V c� ��� �'�- _� �� �+]� �5�c� �V (p�l − �) × p	l b�� �`�1� �d.� ���� �V ,� �e� �R]� �� _� �� .� �$� �[� �V _� �L U� �d��^+.� �L

c� �2\,� �W� �` ���d.� �: �p 4��d�0� �G� �� �� _� �L ,� �[� �`+�c� �V X�� �6� �Z ��
 P\,� �# "� �d�� ��� �Z �H(l)
�l = {�} ∪ {pi}�l−�

i=� ∪ {pl+i + pi}l−�
i=�

�,��Z]��5�c��V .����K��d+0��Z 4��R\ X�.��L _��� ^,��V� ���2,��� b���`�1��d.������V

������������ 	���������� �������
������� �����

_��C]��W��$��V�.��d/ .��` /� ,��d���� �]��S��?��V .��O��3��' 1��d.������V K��d _��� c������d����2+ -]��B��[��V _��� _��L ,��5 ^-���5� _�����M��Z Y��d� _��� 	�
 _��e��;��I -+

c��d\+\+ ���R���' -+ �+]��5 ����*�����Z� ,��L -�+.��� K��d ����J��e��I+ �,��L b���;��G -+ {a,a ⊕ �ñ×�, . . . ,a ⊕ (p − �)ñ×�} Q��M��5 _���

4��).��% ���e��8���) X���L���W��L ^,��5 ����*�����Z� b���`-�+.��� _��L +�+ T���$��Z� b]��(��Z _��� X�]����c��V �- ����*�����Z� Y��d� _��L U��d,��d+ �p = ��

-+ X�]� ���c� �V 0� �e� �Z �- Q� �W� �C Y� �d� _� ���� �6� �V ��!\/ X/\ �� �� ,� �L b�� �`-�+.� �� T�� �W� �� ��� �*� ��� �Z� �� �� �g� � � �V� ,� �[� �[� �L @� �H� �' �- +]� �) b-\+

_� �6� �d- x = � ����2� P\� �p� X�,� �e� �V ^/�,� �Z� _� �� ����� �3� �Z �ñ� ,� �L -�+.� �� P]� �> _� �L �� �# X� /� �+.� �� -�� �L _� �� c� �S� ��� �W� �2�p ���R�� �'

!\/ X/\ U��e��W��D���� ���2� {a,a ⊕ �ñ×�, . . . ,a ⊕ (p − �)ñ×�} b���`-�+.��� ���� .��A���[�����V b���`�b� _��S��W��# ,��[��% /� c��M��d ����J��e��I+

�
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X� �� X� �<V� �P� ��� �O )� �Y *� (�� �E&V� �$ (V� �: X� �� �&V� �2 X� �@�� �6� g(x) [�� �Y�X� �3� �]( X� �� x = � )� �G� X� ��� �^� ��� �S (& ��\� �L� ��� �P� �.�p ���K�� �" X� ��

Q�V����\��O �U( R��]� *� ����.� \��2&)��G '��E D��] Q���T� � ��P��Y J��4���" '��E U &V��2�\��O ����%���� �S� V��7��< D��] ��� �C� �^� �B& �W'��2 &���] J��F��2

&)��E Q���^��� )��]* [���Y�M���G 9��.V��� IU� &'��< D��] *� \��S�V��� �(V��4 X��� W'��2�W&�& p [�)��� �( -��])������O '��^��KV��� N�����](V��H��K� J��"�)��O

�m = pm̃ − � '��^��Y& (�)��B U '��^��T��E ����%�����S� �( m̃ \��=��^�����: &'��< ��

�( k < �p−�
p

pm̃−�
pl+�−� + � X���� ��)� �O �� �� 8)��2 �\��]�� �Z� �S -��])� ���� �O �'� �^� �T� �E (�� �^� ��� �$� �( � ≤ l ≤ m̃ − � !��^� �#� �4 &'��< ��

��&)��E '��Y�V��$ ���6(�

N� �E �� �.& \� �K�V� ��� �O D� �] U& )� �Y Q�� �^� �O X� �E �( m̃ IV� �: X� �� \� �]U&U& [�� �Y�X� �K�� ��� �S& M�� �P� �� J� �O�� �2 H(m̃,l)
seq X� �<V� �P� ��� �O ��

[(�� �3� �<� &�'� �<� M�� �P� �� J� �O�� �2 H(l)
m̃ R��^� �T� � � �P� �Y �'� �^� �Y& J� �^� �F� �3� �� �&(�& &V� ��U \� �2&)� �G �(V� �4 X� �� )� �A� �4 m̃ − l − �

�'��2���� H(m̃,l)
seq X��<V��P�����O *� [V��7��< ���Y�Q� p [���T�����O 9��/��� X��E ���.�

'��^��T��E ?��])��=��� U '��^��Y& (�)��B GF (pm̃) Q�'��^��O X��^��KU� X��3��]( D��] ���] )����)��� �( α �	

h(x) =
∏

r∈H(l)
m̃ −{�}

(
x − αr

)

� n = p|H
(l)
m̃ |−� '��^��Y& (�)��B R��^��T�� ��P��Y

'� �E '� �KV� �O [��X� �L� �P� ��'� �T� �� U h(x) Q*�V� �� QV� �O*� [��X� �L� �P� ��'� �T� �� 9� �.V� �� W'� �2 ?� �])� �=� �� '� �E [�� �Y(�&)� �� M�� �P� �� �


��'��^��Y& (�)��B Ãm×n -��])������O [���Y�QV�����. Q�V��T��< X��� �( g(x) = xpm̃−�−�
h(x)

�(V��4 X��� �( \��]���Z��S )��H��/��" -��])������O ��

Am×n =
�√
m

[
ej�π ãi,j

p

]

�'��T�����/��Y Ã -��])������O [���Y�Q���P��K� ���Y�ãi,j Q� (& X��E '��^��T��E ?��])��=���

�����
���	������ ������� ���

U -��])������O \��.U'��P��Y ���])��6 [*���.�X��T��^� �P��E ,���.� )��� &(�V��O M���P��� (&� ������ �])��C��� \��T��^� �C��] )��H��/��" -��])������O \��"�)��: [���Y�0U(

�� �� \� �F� �]&+� �S (�� �^� �/� �� X� �;� ���( X� �E �� �Y�-��])� ���� �O R� �]� [�� �Y)� �;� �. &�'� �=� �� �J� �^� �K& R� �^� �P� �Y X� �� �'� �S��W'� �2 �� �T� �� \� �Y�� �T� ��� �O [�� �Y�Q�'� �^� �O X� �]�� �� )� ��

X� �� �1��%� �� R� �]� (& �&V� �2�\� �O &U'� �#� �O IU� &�'� �<� [�� �Y�Q�V� �� '� �T� �S�� �O \� �=� �^� ��� �: &�'� �<� *� \� �4�� �$ X� ��� �.& X� �� �&(�& Q�'� �^� �O W*�'� �S�
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X,W� �# R� '�� �>� ��� Y� �G O� �_� �U� �G�]� �P ]� �A+� �>� �P \(� �^(� � /� �^+� ���� �P �+� �I� �1� �# \�� �Z�/� �^+� ���� �P C� �_� �B� �M� �� �� �� �V�� �B� ��� �P '+� �H� �^V* V' F� �Q� �G
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����Z�RW�����0 ]��M��%�' �+��9 *' �`��Q�� R'W��� ]��B��U��P���T K��_��L' Y��� F��!W��G ]��0V(��Q��Z ���^+��9 ���� ]��^V'V' \���Z�/��^+������P ]��#�+��:
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p Y� �G� '*�' p R,V RW� ��� �0 +� �Z V '*�' +� �;� �0 p� /� �^+� ���� �P R� *' Y� �G �	�� "+� �: �� �� �0� 'W� � W� �P ]� �^V'V'
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wm %� %*� �� �� �� �- %�) ,� �� �� ���� �	 µA ≤ �
k−� /� ��)�� �$� �- �� �0�� �� �� �	 /� �0)�)� �� �0�� ���� �# �� �0 A �� �1� �(� �� ��� �� ��� ����
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/� ��)�� �$� �- �� �0�� �� ) ,� � � �0 .�� �-�%*� �� �� �� �	 Cm×(n−�n�) �� �0�� ���� �# %�*� ���/� �# �
�*� �� &� �0� �� ��� ���� �	 µB ≤ �
k−�
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k−�
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���
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�
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�� �� D"�� �9� �J �� �T�W� �G� �!�" �'� �4 M� �X� S� �@ �� �+� L� &" V#� �Y� �G� �@ S� ��� �A� �N ��� �+� I� ��� �X&Q� �C� �F� (� R"�� �<� ��� �+� �� �T�W� �G� �!�" �'� �4

�#��O�����,��T a P r VP'��X�" M��/Q��FQ��N���@

⟨r,a(j)⟩ =
(
r !m a

)∣∣
j

����
�

S� ��� �+�� � � �J V�'� �� �&�� �@ -P& ?� �X S� �@ I� �Y� �N�"�W� �J �#� �T"�W� �J L�� �0� �N �& m �P�� �O� �� R&P" �� �� VP'� �X�" M� �/Q� �FQ� �N�� �@ !m "�� �K� �N S� �@

L���0��N �& a P r &�"'��� P" V���T�E��X#������ ���Y���'��� S��� af P rf '��B� ����+� ���X�'��4 (� R"���<�����+� VP'��X�" M��/Q��FQ��N���@

�I��X&�" #��O��T"

IDFT{rf ⊙ af} =
[(

r !m a
)∣∣
�, . . . ,

(
r !m a

)∣∣
m−�

]
����
�

&�� �� ?��X �� �U� �O� �� �&�'� �A� �� '� �T &"� rf �� �T�W� �G� �!�" ���X'� �4 M��X� S� ��� �+�� � � �J V�'� �� �vm×� ⊙ um×� ! [v�u�, . . . , vmum]T S� �@

(���Y� �N �'��4 E��K��8 m P E��K��8 ?��X  E��K��8 ?��X S��� R#��/ '��@$ W��G� �!�" �'��4 µ V���� S��� P "Q��/�W��J S���� �+��� ��J

'� �<� �1�� �N �� �X'� �4 µ '� ��� �@�#� �� )� �Y� �N R(Q� �� &" "&�" �P�� �<� ��� �J V&P" -"'� �B µ �� �U� �O� �� a &�"'� �� S� �@ �� ���L� (� �I� �X&�"

S� ��� �+�� � � �J S� ��� �Y� ��� �N &" �#� �O� ��� �,� �T L�� �,� �A� �X E� �1�Q� �; �� �� W� �X�� �T�*� �N�� �@'� �; S� �� 5Q� ��'� �J �� �X�'� �4 M� �X� S� �@ �� �/�" #� �T�Q� �!

'� �X%� �� L�� �A� �J� W� ��� ���& S� �� V��S� �6� �>� �N�µ S� �� r &�"'� �� V��S� �6� �>� �N�m E� �X#� ��� ��� #� �O� �@�W� �J �� �X�� �<� �@ a V��S� �6� �>� �N�µ

P �'��4 '��C� �G� �K� �8 �µ⌈log� µ⌉ S��� V� S� �6� �>� �N�µ P V���T�E� �K� �8 V�'� �� I� ��� �X&Q� �C� �F� (� R"�� �<� ��� �+� �� �� �����+�

(� R"�� �<� ��� �+�� =Q� �; �� �F�� �� P" &" H(Z V�� �T'� �C� �G� �K� �8 "�#� �9� �� S� �,� �X�� �>� �J �I� �X&�" (�� �Y� �N 7� �K� �� '� �C� �G� �K� �8 m − µ + µ⌈log� µ⌉

V(���+(�� �� E��K� �8 &" W����� ��� �+�� � � �J W��B#��Y� ��� �Y� �� .��T�� �@ R#��O� �T" L�� �0� �N �V&P" M��/Q��FQ� �N�� �@ I� �Y� �>� ��� �,� �J S� ��� �+�� � � �J P I���� �X&Q��C� �F�

����+� A *��X'������J V���T�LQ�����+ W��/"'��B ���Y��1���! LQ��X#��J W���������+��� ��J W��B#��Y�����Y��� &" '��Y��C��K��0��� .��T���@ M��X� ����+�
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P )����� �%���- ���� *��D��.��$ V���T�,��X*����� �J �k ;��H� ��� �&��J *��X'�� �?� �J )' �SNRrec. ≥ ���dB� V+���-+���� (��2)' �
�
 F��B��0

�	× 	� P �
× 	� '���9���� ���� W��XP'P' W��<'���3��� ,��X*������J P' M��Y��O��"��K��T �(��N)�' �
× 	� P �	× 	� '���9����

�(��N��R(��0 S�����<*��C *��7��N )'

�	���
���������� ����������� ���

�V+�� �-�S� �Y� ��� �0 �� �X�� ��� �N @� �K� �A S� �� /��&� �� M� �X� )' �I� �X'*� �A W� �<*� �9� �J W� �O� �Y� �Y� �?� �X *� �D� �.� �$ ,��X*� ���� �J V'�(� �9� �� �M� �Y� �1� �Y� �� V�� �T�/��&� �� )'

')Q��J )' V*���� �1��Y� �� ����8[��6� �5��H� ��� �&��J V���T�,��X*����� �J S��A �����L� +� �I��Y� �O� �A�W��J W��-)*��� �) ���T�,��X*����� �J M��X� +� W��%*��� '*��B��H� �K��8

P' +� W� �B� �X �� �U� �O� �� �V+�� �-�S� �Y� ��� �0 *� �T �� �X�� ��� �N )' ��W� �JQ� �TQ� �J P W� �?� �Y� �?� �$ ���K� �.� �> P' @��K� �A S� ��� (� �O� �T'�W� �J S� ���)� @��O� �� E�� �O� �D� �Y� �-

M��X� '*��B��H��K��8 L���Y��J V��S��.��X���?��J �*��D��X' �)������8 S��� �(��N*��Y��C�W��J )�*��> W��-)*��� ')Q��J 5��H�����&��J P W��?��Y��?��$ V���T�,��X*������J V�R'�Q��N���%

�'*��Y��C�W��K��N �)Q��2 ���T�,��X*������J +� S�����-' P'

P W� �O� �Y� �?� �X #*� �6 P' +� )Q� �7� �O� �J M� �X� V�*� �� �I� �X+�'*� ���W� �J W� �XP'P' V�� �T�,� �X*� ���� �J '*� �B� �H� �K� �8 S� �.� �X�� �?� �J S� �� �(� ��� ���

S��� P (��NQ��0�W��J W��$�*��6 @��!Q��A λ *���� �J�)���� �� �� ZQ��K��9��J V���T(��A �I��Y� �O� �A�W��J R'���=� ��� �-� W��<'���3��� )����� �%���- P' P

(��J�� �9� ��� �J (��A @��X +� �S� �.��X�� �?� �J V�*��� ����-� F��B� �1��J W��K� �A P )�� ��� �%�� �- P' M��Y� �� S� �NZ'�� �8 S��.��X�� �?� �J F��Y� �G' M��Y� �K� �T

�� �� M� �Y� �O� �"� �K� �T �I� �X��S� ��� �%�� �- �
� W� �-P(� �K� �T �� �X*� �4 �� �� �	× 	� W� �XP'P' ,��X*� ���� �J @��X �(� �A S� �K� �H� �A � �� �� (�	,�,�) V)Q� �N

)' S� �A �� �%�� �- �

 W� �-P(� �K� �T �� �X*� �4 P � W� �NQ� ��� �- L+P �� �� �
 × ��� ,��X*� ���� �J @� �X L�Q� ���W� �J )�� ��� �%�� �- @� �K� �A

���� W��<'���3��� W��XP'P' ,��X*������J P' +� M��Y��O��"��K��T �(��N��S�����<*��C )�*��> R'���=�����-� ')Q��J L� EP� LQ�����- 	� ���U��O��� S��.��X���?��J V�*��� ��� ��O��X�
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� &�� ��� �"�� �+ �� �� '� �D� �,� � V�� �T�*��X'� ���� �J �k :��G� ��� �#� �J '� �X$�� �?� �J &$ �SNRrec. ≥ ���dB� V(�� �+(�� �� %� �1&$ ���
 F� �B� �/

W� �;$�� �2� �� *� �X'� ���� �J P$ M� �Y� �O� ��� �K� �T �%� �N&�$ 
� × ��� P �
 × ��� ��	 × ��� $�� �8� ��� � � W� �J�� �9$� P

�%��N&�$ 
�× ��� P �
× ��� $���8���� W��+Q��C

�
�
 P

�
�	 E���K����� � ���� ���Y���'��� S��� P F��?�����,��J �&Q��1 S��� ���T�S��X�&$ S��A VQ��!��N S��� I��X��S�����,��� R'��U��� �
× 	� P �	× 	� $���8����

-P& V(�� �+�R$�� �Y� �� H�� �D� �O� �T �& �SNRrec ≥ ���dB� F� �J�� �A V(�� �+(�� �� %� �1&$ 
�
 F� �B� �/ �%� �O� �O� �A�W� �J &�� �Y� ��� �"� @� �X &�%� �?� �J

�V(�� �+�S� �Y� ��� �/ M� �X� &$ �%� �T$�W� �J L�� �0� �N �P�� �<� ��� �J �k� L$Q� ���@� �O� �� V�� �T�S� ��� ��'� �J V�'� �� =Q� �; V�� �T�*��X'� ���� �J (� R$�� �<� ��� �+� P

(� S��A S��NQ��D��N���K��T �%��N��R%��/ F��1��� �P���<�����J V(���+�S��Y�����/ ���� V'��Y��C M��Y��D��N���Y��J (� ���T&�$Q��K��N P %��O�����,��T )��XQ��N LP%��� ���T�S��NQ��K��N

�$&�$ �& $'��B��G��K��7 M��X'�����U��� &������"���+ $P&�W��J &���5�����N� W��+P%��K��T ���X�'��3 '��X$���?��J

�� �� �
 × ��� W� �XP$P$ *� �X'� ���� �J �I� �X��R$'� �A R$�� �<� ��� �+� '� �X( V�� �T�*� �X'� ���� �J (� �W� �?� �Y� �?� � V�� �T�*� �X'� ���� �J W� �+&'� �� V�'� ��

&�� ��� �"�� �+ �� �� 
� × 	
	 W� �XP$P$ *� �X'� ���� �J H�� �9$� � &�� ��� �"�� �+ �� �� �	 × ��� W� ��� �4� �> P$ *� �X'� ���� �J � &�� ��� �"�� �+

$Q��/�W��J F��1��� 
�× �

 $���8� ��� �� �� W��,��X'����� �J �H�� �9$� (� *��� � &�� ��� �"���+ �� �� × � W���� �4� �> P$ *��X'����� �J P

����+� �
 P
�
 �

�

 ���Y� ��'� �� S� �� �� �T�*��X'� ���� �J M� �X� W� �+P%� �K� �T ���X'� �3 �I� �X'� �Y� �C�W� �J '� �5� �N &$ �& L� EP� LQ� ��� �+ ��� �� �U� �O� �� �� �J S� �A

V�� �T�S� �NQ� �K� �N VP& (� @� �O� �� E�� �O� �D� �Y� �+ V(�� �+(�� �� &$ -P& �SNRrec. ≥ ���dB� �� �Y� �?� �;Q� �J %� �1&$ ��
 F� �B� �/

6��X(Q��� ���� W��;$���2��� V���T�*��X'������J �'��� 6��J���� S��,��X���?��J &Q��5��O��J S��� �%��T$�W��J .��X���K��N �& ���T�*��X'������J M��X� @��K��A S��� R%��/ F��1��� 

V(�� �+�S� �Y� ��� �/ ���� &$ �� �T�V(�� �+(�� �� M� �X� �� �X�� ��� �N P %� �N��R%� �/ R$�� �<� ��� �+� )� �Y� �N 
� × ��� P �
 × ��� V�� �T�R(�%� �N� �� �� W� �+Q� �C
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�� �� Y� �<� �M� �! ,� �ZS� �P *� �[� ���� �� ���$� �� T'*� �2� �> X�� �V�U� �PS� �M� �P U� �B Y� �L�� �E� �Q� �V T(� �1 X+�� �.+�� �� A��Q� ����� X�� �V�F�� �Q� �E� �[� �. ���
 G��C� �1

��	×��� '���<���� � � Y��L���='� R � )������%���. ���� *��E��/��# X���V�-��Z*������L �(��P*��[��D )�*��@ Y���R���?�����L X���V�N�S���

�(��P)�' 
�× ��� R �
× ��� '���<���� Y��.S��D Y��>'���3��� -��Z*������L R' O��[��Q��"��M��V �(��P)�' 
�× ��� R �
× ���

X���V,��ZS��P N�,��[� �L ���� R X,��ZS��P 5��Z�*��1 )' ���V�-��Z*������L O��[� �M��V '*��C��I��M��; ��
 G��C��1 )' ����.� T(��1 X*��[� �D 5��.S���� �L �R���?���� �L

R' X�� �V�-� �Z*� ���� �L �G� �C� �1 R' *� �V )' �(� �P��T(� �1 T'�' N�� �2� �P ��� �.� A� �Q� ����� X'R)R F�� �Q� �E� �[� �. U� �B Y� �L�� �E� �Q� �V R �R�� �?� ��� �L

�(��P)�' X*�����W��� '*��C��I��M��; Y��ZR'R' -��Z*������L R *��7���Q�����L Y��>'���3��� X���V�-��Z*������L U��� ������/��P )������%���. ���� Y�����6��@

�K��Z��T'*��B T'���?�����.� p = 	,� X�+� U��� (p
 − �) × p� '���<���� ���� X���V�-��Z*������L +� �5��I�����&��L X���V�-��Z*������L X�*���

+� Y��>'���3��� X���V�-��Z*������L *��Z+ R Y��.S��D :��Z+S��� ���� Y��>'���3��� X���V�-��Z*������L � :����S��� X���Q�����L *��� X���V�-��Z*������L �O��[��Q��"��M��V

�� �H�� �# )'  � �Z�� ��� �P ��
 R �
 G� �C� �1 �(� �P��T(� �1 X+�� �.�T'�� �[� �� U� ���� �2� �L X�� �V�T+�(� �P� �� �� �Y� �>'�� �3� �� X�� �V*� �6� �.� -� �Z*� ���� �L

(��# )' -��Z*������L '*��C��I��M��; ����V�G��C��1 O��Z� J���M��� )' �(��Q��V'�Y��L N���2��P �) p = � ���H���# )'  ��Z������P ��
 G��C��1 R p = 	

����.� *�����W��� ���V�0R) *��Z���. '*��C��I��M��; +� U��B ���.� -��Z*������L +� Y��>'���3��� X���V�-��Z*������L *��Z+

-� �Z*� ���� �L �)S� �8� �Q� �L O� �Z� X�*� �� �K� �[� �V'�Y� �L )�*� �@ U� �<� �H�� �6� �L ')S� �L �) Y� �L�� �='� X�� �V�-� �Z*� ���� �L '*� �C� �I� �M� �; ���
 G� �C� �1 )'

A��Z ���� K��[��Q��B�Y��L J���='� Y��I�����M��.�	 9S��P +� �× � -��Z*������L ���� �) � N+R R )������%���. ���� �
× ��� Y��ZR'R'

-��Z*������L A��Z ����V�-��Z*������L *��C��PR*��B �*��4 +� Y��H������L N�S��Q��; U��� �(��Z� ���.(��� �
 Y��.R(��M��V ���Z*��4 ���� �
× 
��� -��Z*������L

J�� �='� )�� ��� �%�� �. �� �� × �
 Y���� �6� �@ R' -��Z*� ���� �L A��Z �� �� �) 	 Y��PS� ��� �. N+R R )�� ��� �%�� �. �� �� �× � Y��ZR'R'
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$��� '��T$������F �"��K�����)��P &��TM��J HL"��� ���P�O��JM��G��J O��< S��F���?��K��P �SNRrec. ≥ ���dB� A��F���< R%���(%���� "��.#! ��
 A��=��,

����(� ��× �� ���P�'��T$������F S��F���G��� !���5���� L ���(� N"��, O����� ���( S��C�����G��( p = 	 R���P�"��< R���K�����F

I��T� #! S��8!�� �/��� R���P�'��T$����� �F �!M��, A��.���� �
 S��(L"��G��P �$��0 ���� �	× ��� '��T$����� �F ;��T O��< R#M��2 O��� E��T��N!$��<

%� S� �<�� �� R%�� �(�O� �U� ��� �, �� �T�� ��� �J ����(� �× 
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