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-# 6�+/
 �	
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��� $89�: �	 ��# $� �;�
 <= "��(� $# �>�
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�� -/��1����	 ��
�� ��� ���� ��
 ���� ���� �� ���� ���%
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�� �	 !
 $� �%&' 0�
 �� ��#��� ��(	 ��� .�
?� -�
 �	
 �?��� @�AB/ ' $%��� ����= 
� �� ��#��� �� ��� ��C	
 "����� ?�

�%# $� ��� ��� �#�� $# �

�/ �� �%&'

� ���%

��  �
�� �	 �����  �
�� *+, �(# $# �	
 !
 ���
� 2�'-D �� ��#��� E��/ ���%

�� 2���3
  ���
 "
-# ����
$� ��� �� -F
 $# ' ��
� ��)' ���%

�� ' ����� "����� ��# ?G� 2'�+/ ��� �?	-# �� ��� $# ��� "��(� �	 $# ��
���

H�-� @�AB/ ' ����= <
�/ ��
 �>(&
' 
� ���%

�� "�����

�;�3��I� �!�J �	 K3��I� �	 ' $�L
 �	 !
 ����� ���� <�	-) �	 ' $�L
 �	 M�%,' �

�/ �� ����� ��# �	 N O
!'-# <���
 ' ��
 ��� P��Q/ ?/
 �� ����8�� !
 !��� �5���'-��� -F
 !
 �,' ��
 ���� �5���'-��� -F
 !
 $� -R
 ' ���#
��
 <�	 �	 ��1�
 �	 ?/
 �	 �,�J ����� <�Q
 ' ��
 �5���'-��� �>(&
' ��#��� �	 $��,�J �� � ��
 ?� ���;# <= �� ���

���� ��� ���� �

�/ �� �%J
-# '

P	�� / 1(0) �
�L� $ # 0(1) �
�L� <= �� $� ��
 $ %;;R "��� �	 ����� �� # �	 �� ��� ��C	
 "��� N S
���� -��I/ $%���5 ��3 $# �

�/ �� ���%

�� ��# �,�J �
�-# ' ��
 $%���5 ��#����	 �� ��� ��C	
 "��� $�
=  �J ' ��� ��

� � # � 	 � ,' � :� 	 � �� R= <= �� �� � �� C 	
 "� � � !
 ' �- � �� �� Q � 
� � � �� � � � # � 	 <
� / � � N T
���� �� $�,'
 �,�J �%:� ��# !
 ' �,�J U#�/ K��� $# -C�� �>���� <= "����Q� 
-	! �-� ����Q� <
�/ ��
 �%J
-# 
� ���%

��

!
 �/ ��� �	 ��	 �� ��� !'-# 2��9 �� $� �-� $�G/ 
� ����� ��# �	 !
 "��(%� "��$V;
 <
�/ �� �-�7�# ' N W
No cloning theorem -�X�/ ��� $�Y& -#��# $�
=  �J ' �-# �5 �� <= �� ��� !'-# $# <
�%# �	-X�
 <�
�& !
 ���+%�
 �# �G
=

��-� ���� <= !
 "��(%� "�� $V;
 ' �-� -�X�/ 
� ���%

�� �,�J �	 <
�/ ��
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$� ��# ��� Z��# ���%

�� 2���3
 ' �� -/��1��� $	-F
 [-3 $�,'
 "�G,�� �� 7�# U

�� -%G# 2���� $# �	 7�# "�� 2'�+/
<
�/ ��
 0R-� -	! �� ��
�V
 �	�0
 P�� $# 0R-� ���%

�� 2���3
 �-#�V� �	 ���%

�� "��-/��1��� ���� -�: "
���
�	'�/ ���%

�� "����� @�AB/ ' "!������= "
-# P��� $	-F
 �	 �!'-�
 $
�%V���� ��-� @�AB/ 
� ���%

�� "�����
\���# <�B� ��� !
 $� "��3 $# 
� ���%

�� 2���3
 �-#�V� ' $���A� ' ��� $�8] 7�# U

�� ���/ -# �

�/ �� $� ��
 ���
"�� 4'� ���# �� "
 $��L� �;V
 ^�� �	
 �� �?	�� ���= $	-F
 �	
 �# $� ��
 <= ^�� �	
 �� �� _�� ���� -	`5 <���

�� ZA# $� ?��� ����/ �	�# ���
�-5 ?��
�� ���%

�� "����� @�AB/ $# a1� ' �+R ?��
�� ����� "����� @�AB/
�G�/ ' ��
 �/���L� ���;# ����� "����� ����� @�AB/ "���� [��9
 $# �	 ����� "����� @�AB/ $	-F
 ���# ��

���
 $%:-R �	��� $# <= !
 
� ��� "�� 4'� $� ���# ���%

�� $	-F
 "
-# "
 $��L� $� ��� �� $	
�
 <= "
-#

 
!�� �	
	�� ���� �

�	 U��� <�-� ��b �>J��9
 <�-� ��b c�
 �	
 ��-� ��b 1 ' 0 ?d�� !
 "
 $%�� 2��9 $# ����� 2���3
 c�
-� $� ?�

� ��
�/���3
 $� ��
 �	
 �G�/ <= _�� ' ��� �� ��C

  �
�� <'�� $# 2���3
  ���
 !
 P�& ' ��� �� �����
 Source Coding
��b �� ��	=�� ����� "�� ��#�� P�J P#�& ' ���� ?d�� !
 "
 $%�� 2��9 $# ��
 -	�B/ �	 
�9 \�%� 2��9 $# $�
2��9 <= �� ����� $� ��
 �	�) $�  �
�� <'�� $# 2���3
 !��� 
-	! ��
�
 ��)' ��� @�AB/ ��
 $# "
$8e;� U��� <�-�
�
� �	 ���
 ��� P��Q/ D ' C \ B A _-J ��G� !
 �G�/ �� U��� $� ����f-:  �X� <
��� $# ���
��Q
  ���
 \�-�R ��

H?��� ��b -	! "�� $%�� $# 
� _'-J �	
 $� ��
 <= U��� <�-� �� "
-#

A −→ 00

B −→ 01

C −→ 10

D −→ 11. g1h

<= $# $� �-# �� ��� $# �� <��QR "
-# 
� 4'� ���� 0�
 '
 ��� �� ��
-�R ��� $# �� $%�� �	
 $� �%&' 0�
 �BL� ��
H��� �� ��C

 -	! 2��9 $# P�� �	
 7�# ���� �,�J �� �?�	�R �� Source Decoding

00 −→ A

01 −→ B

10 −→ C

11 −→ D. g2h
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���5 �	 <��QR ' <�-� �� i8%V� PJ
-� HO P��

-j
�� �

�/ �� 01 $%��  �X� <
��� $# ��
�� ��� ���� ��

�/ �� ?�%�-: ��  �
�� <'�� $# 
� �� $%�� ���� $� �%&' ��

�	
 @�AB/ "
-# �	
-#��# ��� ��
�� -��(/ D _-J 2��9 $# �BL� �� $� ��� 11 $# P	��/  '
 ��# �� ��� �	 !'-#
 �
�� "�
`R�� <= $# $� �-# ��� $# "�
`R �� c�
 �	  �
�� "
�%#
 �� �;	�# �� �%:
 �� 6�+/
  �
�� �� $� ����� $
�R
$# 
� 6�: $
�R ��G� "�� $%�� $� ��
 <=  �
�� "�
`R �� !
 ���� c�
 �	  �X� <
��� $# � ?�	�R �� ChannelEncoding

H?��� �� -	! 2��9

00 −→ 0000

01 −→ 0101

10 −→ 1010

11 −→ 1111. g3h

H?�	�R �� ChannelDecoding <= $# $� ?�	�Q�# -	! 2��9 $# 
� �� $%�� �	
 �;	�# �� 0�
 ��
-�R ��

0000 −→ 00

0101 −→ 01

1010 −→ 10

1111 −→ 11. g4h
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�?��� ��'� 
� ��� "�
`R ���
 �;	�# �� <= !
 P�& �?��� $d
�
 
� ����� "���� �8� i	-(/ ?�

�/ �� $��L� �	
 �#

P��Q/ 1 ' 0 !
 <= -9��� $� k/-� "�� �	�/ n ���/ $���C� !
 ��
 2���� Zn
2 := Z2 × Z2 × · · ·Z2 $���C� ������

��

���

Zn
2 := {x = x1x2x3 · · ·xn, |xi = 0, 1}. g5h

!
 �Y� -� $# �?	
��-# ��� $# (x1, x2, x3, · · ·xn) �l ��
 "�C# 
� x1x2x3 · · ·xn �l ��
 \Zn
2 -9��� �%��
 �� $� ���� �&�

�2n �# ��
 -#
-# Zn
2 "�� $�8� �
�(/ �?�	�R �� $�8� �	 Zn

2

w(e) �# 
� <!' �	
 �<= "�� O �
�(/ �# ��
 -#
-# 1 <= m���� <!' \���# �%�# n "$�8� �	 e ∈ Zn
2 ��R-� � �����

�w(e) = 3�	 \��
 3 <!' "
�
� e = 001110 $�8� �	
-#��# �?��� �� <�Q


2'�+/ -�	� �	 �# $� �	�� ��# �
�(/ �# ��
 -#
-# �G
= m���� $89�: \����# �%�# n "$�8� '� x, y ∈ Zn
2 ��R-� ������

H���
 <
�/ �� ' ��� �� ��
� <�Q
 d(x, y) �# $89�: �	
 �d(x, y) := w(x − y) -�	� 2���� $# ��
�
�

d(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi| =
n∑

i=1

(xi − yi)2. g6h

H��(	 ��
� 
� $89�: 2��9�B� ���/ m���� $89�: $� �
� <�Q
 <
�/ �� �%J
-#

d(x, y) ≥ 0 , x = y −→ d(x, y) = 0 , d(x, y) = 0 −→ x = y,

d(x, y) = d(y, x)

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). g7h

$%:-R 2��9 "����� �
�(/ 2��9 �	
�� ���� v′ = v+ e $�8� $# P	��/ ' ��� e "��� ���� v PX� "
 $�8� $� ����f-:
��C	
 v "'� ����	 e �� 1 -� "
!
 $# $� ���� �&� �w(e) �# ��
-#
-# $� e <'�� "�� 1 �
�(/ �# ��
 -#
-# $�8� �	
��
���
 ��� ��� ���� v $�8� n ' o \ W \ T "�� <��� �� $� ����(� �	
 $# ���# e = 00110101 ��R-�  �X� <
��� $# ���� ��

��%;� PL%;� ?� !
 i8%V� "�� ��# "����� $� ?���f-: ' ���# p �# -#
-# ��# �	 �� ����	 c�&'  ��%J
 ��R-�
�# ��
-#
-# ��� �	
 ��-� p�;J 
� e "����	 c�&'  ��%J
 <
�/ �� ���
=

P (e) = pw(e)(1 − p)n−w(e) ≈ pw(e). g8h

���
 ����� ���;# ��� 7��(� p $� ?	
��-� ���+%�
 �	
 !
 -�= ��	-L/ "'�;/ �� $�
Hamming Weigth1
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x !
 �G
= $89�: $� ��
 �3�L
 ���/ P��� x 0�-� $# d c�(� $# m����� �-� \���# �%�# n "$�8� �	 x ∈ Zn
2 ��R-�

H?��� �� <�Q
 Bd(x) �# 
� �-� �	
 ���
 d !
-%�� �	 "'�;�

Bd(x) := {y ∈ Zn
2 |d(x, y) ≤ d}. g9h

<�-� �� "
-# 
� �G
= ' ?��� p�V%

 $�L
 "-%�� �
�(/ Zn
2 "�Y: �� $�L
 2n !
 $� ��
 <=  �
�� "�
`R �� �89
 ��	


$� "�A
 $# ���# ��	! -�	� �	 �# �� $�8� �	
 $89�: $� ?��� ��C

 "�A
 $# 
� ��� �	
 ' ?	-�# ���# $�8� gk < nh 2k

���
 -	! 2��9 $# �� �	 ���� i	-(/ �	
-#��# ����
 -�	� �	 $# P	��/ 
� �G
= ��� �� .�  �
��  �3 �� $� �/����%�



� <= "�Y�
 �
�(/ ' ?��� �� <�Q
 C �# 
� $���C� -	! �	
 �Zn
2 !
 $���C� -	! �	 !
 ��
 2���� �� �	 � �����

��# k C "�� $�8�N�� $� ?�	�R �� �	
-#��# �?�	�R �� Codeword �	 $�8�N���	 C �Y� -� $# �?	-�R �� 2k �# -#
-#
���
 2k �# -#
-# <���
�(/ <�� \���� �� �� 
� _-J

��)' <= 2��8� ��# $� "
 $89�: �	-%�� �# ��
 -#
-# ?��� �� <�Q
 d �	 d(C) �# 
� <= $� C �l � �	 $89�: ������
-�	� 2���� $# ���
�

d(C) := minx,y∈Cd(x, y). g10h

�# ��
 d �# -#
-# <= $89�: ' \�'� �� ��� $# ��# k <�-� �� "
-#' ��� �� $%��
 Zn
2 "�Y: �� $� 
� "�� ���	
��
��

����� �� <�Q
 [n, k, d] �l ��


\���# d = 2t+ 1 �# -#
-# �� $89�: ��R-� ���
 ��� ��
� <�Q
 S P�� �� ����� �� �	 �� ����� @�AB/ ��A
 �	
����
 C $# q8(%� $� ?��� �:�	�� "
 $�L
 ��R-� 2��9 �	
�� �?��� �� ?�� t c�(� $# m����� �-� �	 $�8�N�� -�  �J
�?��� �� @�AB/ ��
� <= �# 
� $89�: �	-/ �	�0
 $� "
$�8� 2��9 $# 
� <= ' ��
 $%:-R 2��9 �	��� $� ����(� �	
 $#
k�/-/ �	
 $# ��
�� �� @�AB/ c ' a "�� $�8� $# ' ��%;�
 C $# q8(%� c′ ' a′ �%:�	�� "�� $�8� S P�� ��  �X� <
��� $#
���� @�AB/ 
� ��� t �>J��9
 �	 t <!' �# "����� $� ��
 ���& ��
 d = 2t+ 1 �# -#
-# <= $89�: $� "�� $� ?�	�R ��

H�	-��# -F
 �� 
� -	! �� � � �
��

C = {000, 111}. g11h

r



��� <�-� �X�� 's�VQ/ ��A
 HS P��

' ���s�VQ/ 
� ��� �	 �

�/ �� ' [3, 1, 3] c�
 !
 ��
 "�� ��� �� �����
 �	�/ $� �
-�/ �� �>J��9
 $� �� �	

���� @�AB/

H�	-��# -F
 �� 
� -	! �� � � �
��

C = {000000, 101010, 010101, 1111111}. g12h

$# ��# '� <�-� �� "
-# 
� �� �	
 <
�/ �� ���� @�AB/ ' ���s�VQ/ 
� ��� �	 �

�/ �� ' [6, 2, 3] c�
 !
 �� �	

H�-# ��� $# -	! 2��9

00 −→ 000000

01 −→ 010101

10 −→ 101010

11 −→ 111111. g13h

t��;	��# [5, 2, 3] c�
 !
 "�� ��

�/ �� �	= �	��

H�	-��# -F
 �� 
� -	! �� � � �
��

C = {000, 011, 101, 110}. g14h
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��# '� �	
 c��C� -R
 $� ��(� �	
 $# ��� �� ���(/ 
�  '
 ��# '� $%	��5 ��
 ����� $%	��5 ��# $# $� ��� ��# �� �	
 ��
�� �	
 $�8� -� �� -�	� 2���� $# ���
 O �# -#
-# <= �
�L� 2��9 �	
 -�]�� ' -+9 �# -#
-# ��# �	
 �
�L� ���# -+9 �# -#
-#
$# ���# ��
�� -+9 �# -#
-# ��� $� c��C� $%	��5 ��(	 \x1 + x2 + x3 = 0 ��
� ?��
�� p�;J �	
 �# �x3 = x1 + x2 ?	�
�
�� �G�/ �� �	
 ��
 ��
� ��
�� -��I/ 
� $�8� $%	��5 ��� �	 c�&' 
-	! \��� ����= 
� ��� �	 �

�/ �� �� �	
 k�/ -/ �	

�,���
 $�8� $� !
 �	 �
�� 111 �%:�	�� $�8� $� �;�
 ��8(� �> X� � �;�
 <= @�AB/ $# ���& ' ��� ����= 
� ��� �	
 �

�/
P�,� ���� $# ' 2 �# ��
-#
-# �� �	
 $89�: $� ��� �� <�Q
 �&� ��� ���
 ��� ��� ���� $� ��
 ���# 110, 101, 011

"�� �-� 
-	! ��
 ���# �� $�8� �
�� "'� -# ��� ��C	
 !
 ���
 p��(� $�8� �	 $� ���s�VQ/ �

�/ ��
 $� ��

��
�
�-# �� 
� 111 "$�L
 ���� 6�: $�8� $� "
-# �	 c�(� $# m����

H�	-��# -F
 �� 
� -	! �� �� �
��

C = {00000, 01011, 01011, 01110, 10011, 10110, 11000, 11101}. g15h

�
-&-# -	! $�#
� �� �	
�� ���� @�AB/ 
� <= �

�/ ��
 �,' ���s�VQ/ 
� ����	 �

�/ �� ' [5, 3, 2] c�
 !
 �� �	

H��


x4 = x1 + x2, x5 = x1 + x2 + x3. g16h

"�� ��# 7> ��(�  '
 ��# $� ���
� �� ���
 ��� �� 
�  '
 ��# $� $%	��5 ?C�5 ��# '  '
 ��# '� $%	��5 ���G� ��# �	
-#��#
��
�� �� �����
 ParityChecks �	 $%	��5 "�� ��# -�= ��# '� 'Message Bits �	 ���5

00 −→ 000000

01 −→ 010101

10 −→ 101010

11 −→ 111111. g17h

$# ��# '� <�-� �� "
-# 
� �� �	
 <
�/ �� ���� @�AB/ ' ���s�VQ/ 
� ��� �	 �

�/ �� ' [6, 2, 3] c�
 !
 �� �	

H�-# ��� $# -	! 2��9

00 −→ 000000

01 −→ 010101

10 −→ 101010

11 −→ 111111. g18h
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"����& ' �;�
 <��= <
��� �� �� �%��
 $� �	
��� $)�%� ��;	�
 [5, 2, 3] c�
 !
 "�� $� ����# ��-� �(� -R
 7> ��%J

' �
� ' �
�
� ��,�) ' ���� ���;# v
�� $� ��%;� �� �� !
 "
$%�� 2 ��� "���� ���
�
 ��)' �G
= �%��� "
-# �%�
�-�

�?��� �� �:-(� 
� �� �� �	
 "�(# KV# �� ����� �� ���# �� �� �%��
 "
-# ��/��%;�� ��'�

��� ��� �� ���

��:-R -F
 �� Z2 <
��� "'� "�
�-# "�Y: �	 <
��� $# 
� <= <
�/ �� ' ��
� ��� ��%��� �	 Zn
2 $���C� $� ?�

� ��

��� �� i	-(/ -	! P�� $# �
�-# '� �	
 U�) ���
= y = y1y2 · · · yn ∈ Zn
2 ' x = x1x2 · · ·xn ∈ Zn

2 ��R-�

x+ y = z1z2 · · · zn, g19h

<=�� $�

zi = xi + yi mod 2.

"���Y: "
-# $� �����+� $�� ��-� p-D α ∈ Z2 PX� "��� �� 
� x PX� "�
�-# -� <
�/ �� �G	�# 2��9 $# ���� ?�
$� 2'�+/ �	
 �# \�
�� �� i	-(/ 0�
 �Y: �	
 "
-# <= -	�F
 ' �(# \$	�5 \���
�-# ���  �L%�
 PX� ?����� �� "�
�-#
p-D �	 <
�/ �� �Y: �	
�� ���
 Z2 = {0, 1} �
��
 <
��� �C�	
�� �
��
 <
��� $� ?���# $%�
� -F
 �� ��
��� �%;	�#

H�-� i	-(/ -	! P�� $# 0�
 �8�
�

〈x · y =
n∑

i=1

xiyi. g20h

���
 2n �# -#
-# ' �'�A� ��� "�Y: �	
 -9��� �
�(/

��9�� !
 $� ��
 �(��3 ��� "�� �� "
-# �?	�-� i	-(/ Zn
2 !
 "
$���C� -	! 2��9 $# 
� �� �8�& "�� ��;& ��

�?��� �� i	-(/ -	! P�� $# 
� ��� �� P�,� ���� $# �?��� ���+%�
 Zn
2 "�Y: <��# ���

"�(# k �Y: -	! �	
 ��R-� �Zn
2 !
 C "�Y: -	! �	 0) �;�
 "0�� ��� �� �	 Zn

2 ��� "�Y: �� � �����
' C "
-# $ 	� 5 �	 B = {v1, v2, · · · vk} $� ���� f-: �?	- # �� ��� $ # ��# k <�-� �� "
- # - 	! P�� $# 
� <= ��� #

H?��� �� �� ��# n �� -	! 2��9 $# 
� $�8� �	
 2��9 �	
�� ����# �%�# k $�8� �	 α = α1α2 · · ·αk ∈ Zk
2

α −→ v(α) = α1v1 + α2v2 + · · ·αkvk. g21h

?�;	�
 �� "��
�� ���� ��

C = 〈v1, v2, · · · vk〉. g22h
Linear codes2

n



���� �� p'��) B = {00111, 11000, 10001} $	�5 "���
�-# �# $� �	-��# -F
 �� "�(# $� �� �	 Z5
2 "�Y: �� ��
��

H��� �� �� -	! 2��9 $# α = α1α2α3 �%�# $� "$�8� 2��9 �	
��

α −→ v(α) = α1(00111) + α2(11000) + α3(10001) = (α2 + α3, α2, α1, α1, α1 + α3). g23h

H�
�� �� �� -	! 2��9 $# �%�# $� 2��8� ��� �� �	
 �� �	
-#��#

000 −→ 00000

001 −→ 10001

010 −→ 11000

011 −→ 01001

100 −→ 00111

101 −→ 10110

110 −→ 11111

111 −→ 01110. g24h


� 2��8� ' �:-R -F
 �� Zn
2 "�Y: !
 PL%;� "���
�-# !
 "
$���C� $� ��
 �:�� \��
 <��= ���;# ��� "���� �%��



� ����� �

�%# �� �	
 ��(	 ���# �#�� p�V%

 �� p�V%

 $� �;�
 ��8(� ��
 ��-� �� �G

 ��� "�� k��-/ 2��9 $#
���(/ 
� $89�: -�F
 ��� "�� �� v
�� <
�/ �� $
��� $� ��
 <= ?�%;� $)
�� <= �# $� �,
�� �	
-#��# ���� @�AB/
��%��� !
 ���+%�
�# U&
' �� t$
 �	 ��
� ��)' ���� �	
 E��/ ����� @�AB/ ' s�VQ/ "
-# "
���� �
� �	= $� �	
 ' �-�
"�� �� ��%��� �;	�# �� ��  
�� �	
 $# w��5 "
-# �?�#��# ���'� "�� w��5 ��  
�� �	
 "
-# ?�

�%# �;	�# �� �� ���

�?��� �� ��C

 "�(# KV# -	! �� $� ��
 "��� �	
 �?����Q# -%G# 
� ���

��� ��� �� 	�
��� ���

2��9 $ # α "$�8� -� 2��9 �	
�� ���� # ��� i	-( / BC = {v1, v2, · · · vk} $ 	� 5 � # ��� �� �	 $� � � � � f-:
<=�� $� ��� �� �� v(α) "$�8�N��

v(α) = α1v1 + α2v2 + · · ·αkvk = (α1, α2, · · ·αk)

⎛
⎜⎜⎝

v1
v2
· · ·
vk

⎞
⎟⎟⎠ . g25h

H?�;	��# -	! ��-Q: P�� $# 
� 7�# $�#
� ?�

�/ �� ��
� k × n �l (# $� G =

⎛
⎜⎜⎝

v1
v2
· · ·
vk

⎞
⎟⎟⎠ a	-/�� i	-(/ �#

v(α) = αG. g26h

x



�,�� a	-/�� Ga	-/�� ��

 ��� PL%;� <= "��-�� $�� 
-	! ��
 k "$�/� �# a	-/�� �	 Ga	-/�� $� ���� �&�
���
� ��
 3

H��
 -	! -9��� "
�
� BC = {1000, 1010, 0101} $	�5 �# C ��� �� ��
��

{0000, 1000, 1010, 0101, 0010, 1101, 1111, 0111}. g27h

H!
 ��
 2���� �� �	
 �,�� a	-/��

G =

⎛
⎝ 1000

1010
0101

⎞
⎠ . g28h

$� �%��
 "
-# �� �	
 �T P�� \��� ��sVQ� Zn
2 "�
�-# "�Y: �� �Y: -	! �	 �# C ��� �� �	 $� ?�

� ��

H��� �� �� �%�#��G� $�8� �	 $# -	! 2��9 $# α = α1α2α3 PX� �%�# $� $�8� -� ��'� �� ��� $# ��# W �� ��#

α −→ v(α) = (α1, α2, α3)

⎛
⎝ 1 0 0 0

1 0 1 0
0 1 0 1

⎞
⎠ =

(
α1 + α2 α3 α2 a3

) g29h

\��� y��� C "�Y:-	! !
 $�8� �� �	 $# z�#-��
�-# $� ��� �� Z��# �	��� -� $� ?��� �&� �	�# ���s�VQ/ "
-#
�	 $# P	��/ ��� -j
�� $�8� �	 $� ��
 ���� �� �	 �� $��	
 <= ' ��
� ����
 $%�
 �	 $# $)�/ �) �	
��h .T P��
���� c�&'  ��%J
 $%�,
 ���� @�AB/ ' ��-� ����= 
� �� ��� c�
 �	
 �

�/ ��
 "�� {�� ���� �� <'�� �� U&
' -�	� $�8�

g���
 ?� ���;# �	�����

y��� C "�Y: -	! !
 "�
�-# $� ���G: <
�/ �� $
��� t��
 ��� ��� ���� "�
�-# $� �
� s�VQ/ <
�/ �� $
���
��� �	
 "
-# ���� �8�� $
�Q
 �	 !
 <
�/ �� �?��� 
��5 <= "
-# ?�

�/ �� ���� �
� �	 ?��� ���
 T P�� $# -R
 t��
���

�?	�
� "
���� 2���L� $# y��%J
 $
�Q
 �	
 |�� "
-# ��-� ���+%�


�	 P��Q/ ��%;� ���� C -# $� �	���
�-# $���C� \���# <= "�Y: -	! �	 C ' "�
�-# "�Y: �	 V ��R-� �����
����� �� �Y:-	!

� ��
 ���� ���;# $�Y& �	
 2��j
 ��
��	

Generator Matrix3

O}



���� y��� �� "�Y: -	! !
 $�8� �	 �
�-# $� ��� �� Z��# ��� �	 HT P��

�?��� �� <�Q
 C⊥ �# 
� C -# ���� "���
�-# !
 ��� P��Q/ "�
�-# "�Y: \���# �Y:-	! �	 C -R
 ������

H��
 �
-&-# C⊥ ' C ��(#
 ��# -	! $�#
� \���# C ⊂ V -R
 �����

dim(C) + dim(C⊥) = n. g30h

w ∈ C⊥ -R
 2��9 �	
�� ����# C "�Y: "
-# $	�5 �	 BC = {v1, v2, · · · vk} ' dim(V ) = n $� ���� f-: ��
��	
���
=

w · v1 = 0,

w · v2 = 0,

· · ·
w · vk = 0. g31h

p
� ) � � vi <�� # P L % ; � $ # $ )� / � # $ � � � �� � � P � �Q /  � GC � n ' $ ,�� ( � k !
 �� � % �� � 	 27�� ( � � 	

���
 "�(# n−k "�Y:�	 27��(� �	
 "�� p
�) "�Y: $� ����(� �	
 $# $� ��# ��
�� �
!= -%�
��5 n−k "
�
� <= �8�

?��
�� �	
-#��# �?��� �� <�Q
 w1, w2, · · ·wn−k �# 
� �� <= $� �-� p�V%

 $	�5 �
�-# n− k <
�/ �� C⊥ "�Y: "
-#
��
�

wi · vj = 0, ∀ i, j. g32h

OO



H�
� "�) -	! 2��9 $# H la	-/�� �	 �� 
� w1, w2, w3, · · ·wn−k "���
�-# <
�/ ��

H =

⎛
⎜⎜⎝

w1

w2

· · ·
wn−k

⎞
⎟⎟⎠ −→ HT =

(
wT

1 , w
T
2 , · · ·wT

n−k

) g33h

H��# ��
�� �
-&-# -	! $�#
� \32 "$�#
� $# $)�/ �# ' ��# ��
�� times(n− k) × nla	-/�� �	 H a	-/��

GHT = 0. g34h

H��� �� 6�9 -	! ��9�� �� C �l � $# q8(%� v �
�-# -� $�#
� �	
 $# $)�/ �#

vH ≡ v(α)HT = αGHT = 0, ∀α. g35h

��
� ?��
�� 2��9 �	
�� \gT P��h ��� w = v + e PX� "�
�-# $# P	��/ ' ��� ��� ���� v �
�-# -R
  �J

wHT = (v + e)HT = eHT �= 0. g36h

�,' ���
 ���%:
 6�+/
 �	��� �>�%J ' �;�
 �� $# q8(%� �
�-# �	 w �l
�-# $� ��
 <= "��(� $# wHT <�Q
 -+9 �	
-#��#
p��(� �
�-# �	 $� ��
 <= ��
� ��)' $� "
$%�
 �?��� �
�&
 <= @�AB/ �G) �� ' ?��G+# 
� ��� c�
 ?�

�/ �� $
���
�
�-# -# e2 "��� �	 v1 �
�-# -# e1 "��� P9�J �
�-# �	
  �X� <
��(# \���# ��� ��,�/ �+8%V� 6-3 $# ��
 ���� w PX�

$� "�A
 $# ���# v2

v1 + e1 = v2 + e2 = w. g37h

$� �-� f-: ' �:-R -F
 �� m����� <!' �	-%�� �# "��� ��(	 ��� �	-/ P�%A� �;	�# �� ���� "����� <��� !

H�-� @�AB/ -	! P�� $# 
� w �;	�# �� $C�%
�� ' ��
� 
� ���� <!' �	-%�� e0 <= �� $� w = v + e0

w −→ w + e0. g38h

�	 \��b ��� ��(	 C $� ?	�� �� $)�%� ?��� ���
 T P�� $# -R
 ��-� <��# 0�
 �D�	� ' q�&� <�#! $# 
� 7�# k,��� <
�/ ��
$# �%:� -%Q�5 "
-# ���%;�
 0 �
�-# P��� 
-	! ��%;�
 �Y: -	! �,' ��%;� C �# <�;�	 U&
' �� 2�A+9 $�L# ' ���Y: -	!

�?	�
� y��%J
 -	! i	��(/
?� 
� w1, w2 ∈ V �
�-# '�-� 2��9 �	
�� ����# <= "�Y: -	! �	 C ' "�
�-# "�Y: �	 V $� ���� f-: ������

H���#�
-&-# -	! $�#
� ��R-� ?�	�R �� !�


w1 − w2 ∈ C. g39h

"�Y:-	! E��/ gZn
2 �C�	
��h V "�Y: �	
-#��# ' ��
 "!�
 ?� $�#
� �	 $�#
� �	
 $� ��� �#�j �

�/ �� �%J
-# ���

��

-� ���� �� !
-:
 ��%;� !�
 ?� -�	��	�# �G
= -9��� $� �	�� $���C�-	! $# g����$�8�N�� "�Y: <��� �C�	
�� $�h C

OS



�	 $���C� ?� -� ����� -F
 !
 $� ?	�� �� $)�%� ?��� ���
 T P�� $# -R
 ���� �� �����
 Coset�	 !�
 ?�l^��
�Y(# !
 ' ��� �� ��� �� "��G� |�� $# "�'�J �/ �G�/ T P�� $� ?��� �&� �	�# ���
 C "$A+9 �# "!
�� $A+9
"�Y: �	 $
 ?	�
� ���'-� Z2 = {0, 1} <
��� "'� "�
�-# "�Y: �	 �# �C�	
�� �� 
-	! \���# ����� �
-�R �

�/ �� 2�G)
���
 �'�A� "!�
 ?� "�� ^�� ���/ ' C "�Y:-	! ���� ?� ' �Y: P� "���
�-# �
�(/ P�,� ���� $# ��L�LJ "�
�-#

H?��� K	��
 -	! 2��9 $# 
� C ��(	 �� "�Y: "���
�-# $� ���� f-:

C = {v1, v2, v3, · · · vK} g40h

q8(%� $� ei PX� "�
�-# -� "
!
 $# 2��9 �	
�� �g���
 "�(# k "�Y: �	 C $� ?	
 ��-� f-: 
-	!h K = 2k <=�� $�
H�# ��
 -#
-# $� ?	�
� "!�
 ?� ^�� �	 ����
 C $#

[ei] ≡ ei + C = {v1 + ei, v2 + ei, v3 + ei, · · · vK + ei}. g41h

H�-� �&� �	�# $%�
 '� $#

^�� '� {�� "'� H -j
 ���� ?� � eiH �# ��
 -#
-# ' \��
 <�;�	 H -j
 ^�� �	 -9��� ���/ "
-# � � 	 �!"�

-	! \�;�
 <�;�	 �/'�+%�

w1H
T = 0, w2H

T = 0, −→ (w1 − w2)HT = 0, −→ w1 − w2 ∈ C, −→ [w1] = [w2]. g42h

?� ^�� ������� <
��� $# 
� <= <
�/ �� ' ��
� ��%;# "!�
 ?� ^�� $# �G�/ �%:�	�� �� �	 "'� H -j
 �	
-#��#
��-# ���# 4��� $
�Q
 �	 "!�


[ei + vK ] ^�� �	 [ei + v2] ^�� �	 [ei + v1] ^�� 2��9 $# <
�/ �� 
� 41 ^�� PX� "!�
 ?� ^�� �	 � # � �!"�

� ^�� ���	��
 �(# $# �	
 !
 ��;�
 �� 2��9 �	
 !
 ��	 $# ^�� �	 "�
`���
 �� �A�)-/ {��  '
 $8�' �� ' ����
 0�

<!' �	-%�� ^�� �	
�� ei �
�-# ��(	 [ei] ^�� ?�	�R �� �%&' �	
-#��# ���
� 
� m����� <!' �	-%�� $� ?	-�R �� "�
�-#

���
� 
� m�����

�?��� @�AB/ ' ��-� ����= 
� ����� �	�# $
��� $� �
!��= �� �� $# 6�: $%�
 '�

� �� # wHT = 0 - R
 ��� � � � $ � �� A � <= "
- # wHT \�� � � � � :� 	�� $ � w �
�- # - � �
 $ % & �'( � )� ' �
�� �
 $ % :- R 2�� 9 � 	� � � $ � ? � � G : � � wHT �= 0 - R
 �� �
 $ % :- � 
 2�� 9 � 	� � � $ � � �� � ( � � 	
 $ #
<!' � 	- % � � ei ^�� � 	
�� �� � � � � � � � ( / 
� [ei] "!�
 ? � ^�� � � "
- # ' ��� �� $ 
� Q 
 U &
' �� wH �
� L �
�?��� �� @�AB/ v = w+ei 2��9 $# 
� w �%:�	�� $�8� �	
-#��# � ��
 ei <��� ��� �	-/ P�%A� �	
-#��# ' ��
� 
� m�����

Error Syndrome4

OT



��� ��� �� �
 ��
��� �
�� ���

�?	-# �� <�	�5 $# �G
= !
 ?G� ��9�� ��� <��# �# 
� ��� "�� �� !
 ��� ��/�� �'-�

<�R'�N��� "���� �*�*�

�

�/ �� <= v
�� \��
��� $%��� Z2{0, 1} <
��� "'� ' �;�
 �L�LJ "�
�-# "�Y: �	 Zn
2 "�
�-# "�Y: $� �C
= !


PX� ���# ���� ��� -# �

�/ �� �
�-# �	 Zn
2 �� PX� <
��� $# ����# $%�
� ����
 0	��/ �L�LJ "�
�-# "���Y:v
�� �#

�� �,' ��� -+9 �

�/ ��
 ��X� ��� ��� c��C� �L�LJ �
��
 <
��� �� $� ��
 �	
 -�
 �	
 P�,� �{0011} ∈ Z4
2 �
�-#

"���
�-# ���/ $���C� ��(	 C⊥ \���# "�
�-# "�Y: �	 C ⊂ V -R
 $� ?�%+R �> �& ���
 ���� "0�� ���� Z2 <
���
�� ���
$%:-R $Q	� �L�LJ "���Y: !
 ?	�
� C⊥ "�Y: ���� �� �� $� "
 ����� ��B/ ���
 V !
 �Y: -	! �	 C -# ����
���� "'�;� <= �# �	 ' ��� C⊥ !
 �	�Y: -	! �

�/ �� C  �X� <
��� $# ���
 ?��J �/'�+%� �> ��� ��(D' Zn

2 "�Y: ����
H?��� �� �
-& Z4

2 �� ��
��

C = 〈0011, 1100〉 = {0000, 0011, 1100, 1111} g43h

$� ��� �� ��8(� �
��= $#

C⊥ = {0000, 0011, 1100, 1111}= C. g44h

�?���
 �� <�R'�N��� �l � �	 
� "�� ����

H?��� �� �
-& Z4
2 �� ��
��

C = 〈0011〉 = {0000, 0011}, g45h

?	�
� 2��9 �	
��

C⊥ = {0000, 0011, 1100, 1111} ⊃ C. g46h

OW



$%	��5 ' �,�� "�� a	-/�� ��
�
�%�
 �-: �*�*�

C "
-# $	�5 �	 BC = {v1, v2, · · · vk} ��R-� ���� �� $%��� $	�5 "���
�-# !
 �,�� a	-/�� Cl��� �� �	 �� $� ?	�	�
H��� �� $%��
 -	! 2��9 $# ?��� �� K	��
 G �# 
� <= $� �� �	
l�,�� a	-/�� \���#

G =

⎛
⎜⎜⎝

v1
v2
· · ·
vk

⎞
⎟⎟⎠ . g47h

k �# -#
-# \<= -+9 -�] "��-�� �
�(/ ��(	 \Ga	-/�� $�/� $� ?	-�R �� $C�%
 ��%;� PL%;� ?� !
 $	�5 "���
�-# $� �C
= !

<�-� f�� �# <= "���
�-# $� ?	-�# ��� $# {u1, u2, · · ·uk} PX� "-�	� $	�5 6�: $	�5 "�C# ?�

�/ �� ���� ?� ���

$	�5 p�V%

 �# <
�/ �� $� ����(� �	
 $# -�
 �	
 ���
 ���= ���# �G
= !
 ��� ����-/ �	 ' $�,'
 $	�5 "���
�-# k�/-/

H��'=�� -	! �l�
�
�%�
 P�� $# 
� Ga	-/�� k����

G =
(
Ik | Xk,n−k

)
, g48h

$� ��� �� ��8(� E	
-� �	
 �A/ ���
 k × n− k �(# �# a	-/�� �	 Xk,n−k ' ��
 k �(# �# $�	 a	-/�� Ik <=�� $�
H��� 6�9 GHT = 0 z-� �� �;	�# �� 
-	! �	= �� �� -	! P�� $# H a	-/��

HT =

⎛
⎝ Xk,n−k

−−
In−k

⎞
⎠ −→ H =

(
XT

n−k,k | In−k

)
. g49h

�,�� a	-/�� $� ��
� ��)' -�	� �� �	 $� ��� �� <��# $�#
� �	
 �HGT = 0 $� ?	-�R �� $C�%
 GHT = 0 "$�#
� !

�C⊥ 0) �;�
 "0�� �� �	
 ��
 ���
 G <= $%	��5 a	-/��' ' H <=

<= -# ���� �� ' �� �	 ��# ?G� ���(/ $�#
� �	 �*�*�

�+	
 ��G� KL
 ���%

�� "�� �� �%��� �� ���(# $� ?��� �� �#�j 
� C⊥ ' C �� '� ��# ?G� $�#
� �	 KV#-	! �	
��
H?��� �� $)�/ -	! ��A/
 $# �;V
 ��-� ��
��

∑
x∈{0,1}

(−1)xy = 2δy,0 g50h

H��� �� <��# -	! 2��9 $# $� ��# n $# <= ?��(/ �	 '
∑

x∈{0,1}n

(−1)x·y = 2nδy,0. g51h

|�� �� $%�
 �	
 �x · y = xyT ?�;	��# ?�

�/ �� ���
= ?��� -�: "-�� "���
�-# 2��9 $# y ' x $# ��R-� $� ���� �&�
���
� ����
 "�(# $�#
�
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\��
 Zn
2 !
 �	�Y:-	! $� C <'�� "�� $�8� �� "'� �G�/ x ∈ Zn

2 $�� "�C# 7�# $�#
� �� -R
 $� ?����# ?��
�� ��
�?	�'= �� ���# "0�� $� ?�
0# U�)

y ∈ Zn
2 -� "
!
 $# $� ?��� �� �&�

∑
v(α)∈C

(−1)v(α)·y =
∑

α∈{0,1}k

(−1)αG·y

=
∑

α∈{0,1}k

(−1)αGyT

= 2kδGyT ,0 = 2kδyGT ,0. g52h

�	
-#��# . y ∈ C⊥ $� ����(� �	
 $# ���# -+9 �# -#
-# yGT ��R-� $C�%
�� ' ��
 C⊥ �� $%	��5 a	-/�� G $� ?�

� �� ��

H���
 -	! 2��9 $# <
�/ �� 
� 7�# $�#
�

∑
v(α)∈C

(−1)v(α)·y =
{

2k if y ∈ C⊥

0 if y /∈ C⊥ g53h
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� �� $89�: ��� "�� � �*�*�

$� ?	�	� -/ q�&� 2���� $# ���
� ����� [�9
 ' "!������= "
-# �� <= v
�� �� ��G� KL
 ��b �	 "$89�: $� ?	�	�
[-�� �C�	
 �� $� "
�(��3  
�� ���� [�9
 
� <= !
 -%�� ' t <!' �# "����� �

�/ �� d = 2t+ 1 "$89�: �# ��b �	
w��5 ���'= ���# <= "$%	��5 �	 �,�� "�� a	-/�� !
 ���+%�
 �# 
� ��� ��b �	 "$89�: <
�/ �� $
��� $� ��
 <= ��


���
��� ��
� -	! $�Y& ��  
�� �	


PL%;� ?� !
 H "�� <�%� !
 �/ d− 1 -� -R
 d �# ��
 -#
-# �� $89�: \H "$%	��5 a	-/�� �# ��� �� �	 �� �����
����# $%�
� ��)' <= �� ��� $%;#
' <�%� d ' ����# ���

$89�: ��� �� �	 �� ���
 <= 2��8� ��# m���� $89�: �
�L� �	-%�� ��b �	 $89�: $� ?�

� �� i	-(/-#��# ��
��	
e "
�
� v �
�-# �	
-#��# ����# e <!' �# "�
�-# v ∈ C $� ���� f-: ����
�-# "
-# m���� <!' �	-%�� �# ��� �� -#
-#
�� <�Q
 c1, c2, · · · cn �# 
� H a	-/�� "�� <�%� �?��� �� <�Q
 vi1 , vi2 , · · · vie �# 
� �� $+,�� �	
 ���
 1 �l
�L� �# $+,��

��(	 �?���

H =
(
c1 c2 · · · · · · cn

)
. g54h

?	�
� �	
-#��# ���
�
-&-# vHT = 0 z-� C ��b $# q8(%� $�8� -� "
-# $� ?�

� ��

vi1c
T
i1 + vi2c

T
i2 + · · · viec

T
ie

= 0. g55h
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�� elm����  �3 �# �
�-# -� "
!
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-#��# ���%;� ��� $%;#
' cin �/ ci2 \ ci1 "���
�-# $� ����(� �	
 $# -�
 �	
 ��

�� $C�%
 \����# ��� PL%;� H !
 �
�%� d− 1 -� -R
 a5 ���%;� ��� $%;#
' ?��# $� ��
� ��)' <�%��/ e \H la	-/��
�	 $� ����(� �	
 $# ����# ��� $%;#
' $� ?��� 
��5 <�%� �/ d -R
  �J ���
 d �# "'�;� �	 -%R�0# �� $89�: $� ?	-�R

� d �# ��
-#
-# �� $89�: �	
-#��# ' ��
� ��) ' ��b �� dlm���� <!' �# �
�-#

H-	! "$%	��5 a	-/�� �# �	-��# -F
�� "��b ��
��

H =

⎛
⎝ 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

⎞
⎠ g56h

$%;#
' $� �:�	 <�%� $� <
�/ �� �	
 -# �'�� ��

 ��� PL%;� �
�%� '� -� a	-/�� �	
 �� $� ��� �� ��8(� �%J
-#
�T �# ��
 -#
-# �� �	
 $89�: �	
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 !
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 "
�%#
 �� �G) ���� $# ' ��%;������ "����� �# 2'�+%� �8�# �G
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��
��)' �G
=�� $� "-	0R�
 "����� [�9
 ' �	����� "
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-	! �� ���
�V
 $%��� 0R-� ���%

�� "��-/��1���
����� "����� [�9
 ' "!������= "
-# P��� ' U��) $	-F
 �	 $� ��
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�
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 $%:-R �
-& $	-F
 �	
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 ���� �� -	`5 <���
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�� "��-/��1��� �8�� ���� $� ��
� ��)'
�!
�

 <���
 ��� -�F
 ���%

����
��� "�� �	�'�A� ���/ �G
= �	'�/ �� �,' �

��� $%:-R ��G,
 ����� $	-F
 <��� !

$� ��
 <= ?��� �� KV# �	
�� �� $� "��� ��

$%:-R �
-& $FJ�� ���� �� �,�J -�X�/ <���
 ��� �	 ' �
�V,� "�� "-�R

� �� �� �	
 $� ~	��/ $# a1� ����� [�9
 ' ����= 
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� ���%

�� "����� [�9
 $	-F
 ����
  �9
 ?��� �� E;#

�
����� � ��� ������ ���
 ���

-�8�� ��
 ����  �
��  �3 �� $� ��(� �	
 $# ��
 ��#��� �	 <
�-R-# ��
� ��)' ��� "
-# $� �
���
 �G�/ $� ���� f-:
|ψ〉 = a|0〉 + b|1〉 2��9 $#  �
�� "
�%#
 �� ��#��� �	 ��R-� 2��9 �	
�� ���� -j
 ��#��� �	 "'� g σx <����	h X
c�
 �	
 "!������= "
-# ���� �:�	�� X |ψ〉 = a|1〉 + b|0〉 2��9 $# ��
 ���� �,��%J
 "��� -j
 �� \���# ���  ���


H?��� �� ��b -	! 2��9 $# 
� |1〉 ' |0〉 "�� ��#��� ���

|0〉 −→ |0〉E = |000〉, |1〉 −→ |1〉E = |111〉, g57h
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��;�
 �,�J -�X�/ ��� $�Y& ������L
 -�
 �	
 $� ���� �&� ���
 ��� $%:-R Encoding $�8� !
 El���� <= �� $�
H��� �� �� -	! 2��9 $# ��#��� �	l�,�J $C�%
��

|ψ〉 = a|0〉 + b|1〉 −→ |ψ〉E = a|000〉+ b|111〉. g58h

-�	� 2���� $# ���
 O ��	' -	��L� �# Z1Z3 ' Z1Z2 "��-�8�� |-%Q� �,�J ��	' �,�J �	


Z1Z2|ψ〉E = |ψ〉E , Z1Z3|ψ〉E = |ψ〉E . g59h

-��I/ 6�: "��-�8�� "
-# 4�
�L� ��	' $� ��� �� �%,�J $# P	��/ |ψ〉E �,�J ��� .� X3 �	 X2 \ X1 "����	 -R
  �J
��-� ��
��

I|ψ〉E = a|000〉+ b|111〉 −→ Z1Z2 = 1, Z1Z3 = 1

X1|ψ〉E = a|100〉+ b|011〉 −→ Z1Z2 = −1, Z1Z3 = −1

X2|ψ〉E = a|010〉+ b|101〉 −→ Z1Z2 = −1, Z1Z3 = 1

X3|ψ〉E = a|001〉+ b|110〉 −→ Z1Z2 = 1, Z1Z3 = −1. g60h
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' � ��
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� ��� �	
 <
�/ �� $
��� t�:-R �!
�

 
� ��� "$
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 "��-�8�� <
�/ �� $
��� ��

�	 "
-# �(# $# �	
 !
 ��
� ��C

 CNOT -�8�� !
 ���+%�
 �# <
�/ �� 
� ��� �	
 ���
 ���� ���;#  '
  
�� w��5
H��
� ?��
�� $C�%
�� �?	-# �� ��� $# 
� Cij �l ��
 \��
 j 4
 _�� ��# ' i4
 �,-%�� ��# $� CNOT -�8��

C12C13(a|0〉 + b|1〉)|00〉 = a|000〉 + b|111〉. g61h

���� �� ��C

 $
��� ��� �	
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 W P�� �
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�	
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 $# z�#-� 2���3
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 CNOT -�8�� !
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Error Syndrome5

Ancilla qubit6
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���� �� ���� 
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�-R-# N ��# ����� [�9
 �� $� "�
�� HW P��

���� �� s�VQ/ 
� <
�-R-# N ��# "��� "�� $
�Q
 $� "�
�� Hr P��

�	 ��l�'� '  '
 "�� ��# �� -R
 $� ?��� "��� ?��
�� �� �?���# $%�
� ���
 |0〉 �,�J �� 
� ���%��� ��# �	 $� ����
H?��� $)�/ -	! $�#
� $# $� ��
 �:�� ���� -��I/ �	 $# ���%��� ��# �	
 �
�L� \���# ��� ��

�-R-# ��#

C1aC2a|ijk〉|0〉a = |ijk〉|i+ j〉a. g62h
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bit− flip "��� ����� @�AB/ ��
phase− flip "��� ����� @�AB/ ��

����� $�� ����� @�AB/ ��
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	��&
'(� �#�)� �

(R ◦ E)() ∝ ρ g63h

�# ���%

�� ��	
-: �	 E $� ���� f-: ���� ?� ����# C "'� -R-	�B/ P ' ���%

�� �� �	 C $� ���� f-: �����

� E "��� $� ���# $%�
� ��)' R "��� @�AB/ ��	
-: �	 $�
= "
-# �:�� ' �!7 z-� 2��9 �	
�� ����# Ei -l9���

$� ��
 <= ��� @�AB/ C "'�

PE†
iEjP = αijP, g64h

���
 �%��-� a	-/�� �	 αij "�� $	
�� �# α <=�� $�
-	`5 @�AB/ "����� �� ��� �	
 \���# $%�
� ��)' R ��	
-: $��/��9�� ���� �� ��

�� ���%

�� "����� Ei -9���

���� �� ��

��

PF †
kFlP =

∑
ij

u†kiujlPE
†
iEjP. g65h

PF †
kFlP = dklP g66h

PlPk = P †
l Pk =

UlPF
†
l FkPU

†
k√

dlldkk

= 0 g67h

S}



U †
kPkFl

√
ρ = U †

kP
†
kFlP

√
ρ =

U †
kUkPF

†
kFlP

√
ρ√

dkk

= δkl

√
dkkP

√
ρ

= δkl

√
dkk

√
ρ. g68h

R(E(ρ)) =
∑
kl

U †
kP

†
kFlρF

†
l PkUk

=
∑
kl

δkldkkρ ∝ ρ. g69h

R(EC(ρ)) ∝ PρP. g70h

∑
ij

RjEiPρPE
†
iR

†
j = cPρP g71h

RkEiP = ckiP g72h

PE†
iEjP = αijP g73h

SO



��� ���� �
��� ���

��
� ��� ��� ���

!�
" ��� �� ���

#$�%� � �
&
�� �' ���

�������� �	
 �� *��	! �

��� ��CSS ���

|x+ C2〉 :=
1√|C2|

∑
y∈C2

|x+ y〉 g74h

1√|C2|
∑

y∈C2

(−1)(x+y)·e2|x+ y + e2〉 g75h

1√|C2|
∑

y∈C2

(−1)(x+y)·e2|x+ y + e1〉|H1e1〉 g76h

1√|C2|
∑

y∈C2

(−1)(x+y)·e2|x+ y + e1〉 g77h

1√|C2|
∑

y∈C2

(−1)(x+y)·e2 |x+ y〉 g78h

1√|C2|2n

∑
z

∑
y∈C2

(−1)(x+y)·(e2+z)|z〉 g79h
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1√|C2|2n

∑
z′

∑
y∈C2

(−1)(x+y)·z′|z′ + e2〉 g80h

1√
2n/|C2|

∑
z′∈C⊥

2

(−1)x·z′ |z′ + e2〉 g81h

1√
2n/|C2|

∑
z′∈C⊥

2

(−1)x·z′|z′〉 g82h

1√|C2|
∑

y∈C2

|x+ y〉 g83h
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