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 سوال اول

𝑦     (1)برای حل این سوال معادله اصلی رگرسیون را ا = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝑢  ای که متغیرهای و معادله

′𝑦     (2)اند را آن تغییر کرده = 𝛽0
′ + 𝛽1

′𝑥′ + 𝑢′ سعی  2گیریم. سپس با وارد کردن تغییرات در معادله درنظر می

ارتباط ضرایب قبل و بعد از تغییرات را استخراج  ها،با متحد قرار دادن آن . سپسرا شبیه کنیم 2و  1کنیم معادلات می

های مربوط به هر تخمین زننده و انحراف معیار آن را بنویسیم و تغییرات مورد حل دیگر آن است که فرمولراه. نماییممی

 نظر را در آن اعمال کنیم.

 الف( 

(1)     𝑦 = 𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥 + �̂� 

(2)     𝑦′ = 𝛽0
′̂ + 𝛽1

′̂𝑥′ + 𝑢′̂; {𝑦′ = 𝑦 + 𝑐, 𝑥′ = 𝑥, 𝑢′̂ = �̂�} → 𝑦 + 𝑐 = 𝛽0 ′̂ + 𝛽1 ′̂𝑥 + 𝑢 

→  𝑦 = (𝛽0
′̂ − 𝑐) + 𝛽1 ′̂𝑥 + 𝑢 . 

(1) ≅ (2) → 𝑦 = 𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥 + 𝑢 ≅   𝑦 = (𝛽0
′̂ − 𝑐) + 𝛽1 ′̂𝑥 + 𝑢   

𝛽0̂ = (𝛽0
′̂ − 𝑐)  →  𝜷𝟎

′̂ = 𝜷�̂� + 𝒄.    𝑠𝑡𝑑(𝛽0
′̂) = 𝑠𝑡𝑑(𝛽0̂ + 𝑐) → 𝒔𝒕𝒅(𝜷𝟎

′̂ ) = 𝒔𝒕𝒅(𝜷�̂�). 

𝜷𝟏 = 𝜷𝟏
′ .     𝒔𝒕𝒅(𝜷𝟏

′̂ ) = 𝒔𝒕𝒅(𝜷�̂�).     

 

 ب(

(1)     𝑦 = 𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥 + �̂� 

(2)     𝑦′ = 𝛽0
′̂ + 𝛽1

′̂𝑥′ + 𝑢′̂; {𝑦′ = 𝑦, 𝑥′ = 𝑥 + 𝑐, 𝑢′̂ = �̂�} → 𝑦 = 𝛽0 ′̂ + 𝛽1′(̂𝑥 + 𝑐) + 𝑢 

→  𝑦 = (𝛽0
′̂ + 𝛽1 ′̂𝑐) + 𝛽1 ′̂𝑥 + 𝑢 . 

(1) ≅ (2) → 𝑦 = 𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥 + 𝑢 ≅   𝑦 = (𝛽0
′̂ + 𝛽1 ′̂𝑐) + 𝛽1 ′̂𝑥 + 𝑢   

𝜷𝟏 = 𝜷𝟏
′ .     𝒔𝒕𝒅(𝜷𝟏

′̂ ) = 𝒔𝒕𝒅(𝜷�̂�).     

𝛽0̂ = (𝛽0
′̂ + 𝛽1 ′̂𝑐)  →  𝛽0

′̂ = 𝛽0̂ − 𝛽1 ′̂𝑐 →  𝜷𝟎
′̂ = 𝜷�̂� − 𝜷�̂�𝒄.    

 𝑠𝑡𝑑(𝛽0
′̂) = 𝑠𝑡𝑑(𝛽0̂ − 𝛽1̂𝑐) → 𝒔𝒕𝒅(𝜷𝟎

′̂ ) = √𝒗𝒂𝒓(𝜷�̂�) + 𝒄
𝟐𝒗𝒂𝒓(𝜷�̂�) + 𝟐𝒄. 𝒄𝒐𝒗(𝜷�̂�, 𝜷�̂�) . 
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 ت(

(1)     𝑦 = 𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥 + �̂� 

(2)     𝑦′ = 𝛽0
′̂ + 𝛽1

′̂𝑥′ + 𝑢′̂; {𝑦′ = 𝑦, 𝑥′ = 𝑥 × 𝑐, 𝑢′̂ = �̂�} → 𝑦 = 𝛽0 ′̂ + 𝛽1′(̂𝑥 × 𝑐) + 𝑢 

→  𝑦 = 𝛽0
′̂ + 𝑐𝛽1 ′̂𝑥 + 𝑢 . 

(1) ≅ (2) → 𝑦 = 𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥 + 𝑢 ≅   𝑦 = 𝛽0
′̂ + 𝑐𝛽1 ′̂𝑥 + 𝑢   

𝛽1 = 𝑐𝛽1
′  → 𝜷𝟏

′  =
 𝜷𝟏
𝒄
.   𝑠𝑡𝑑(𝛽1

′̂) = 𝑠𝑡𝑑(𝛽1̂/𝑐)  → 𝒔𝒕𝒅(𝜷𝟏
′̂ ) =

𝟏

𝒄
𝒔𝒕𝒅(𝜷�̂�) .     

𝜷�̂� = 𝜷𝟎
′̂ .   𝒔𝒕𝒅(𝜷𝟎

′̂ ) = 𝒔𝒕𝒅(𝜷�̂�) . 

 

 سوال دوم

 زیر خلاصه کنیم:شده را به صورت معادله توانیم ضرایب تخمین زدهما می 3 از جدول رگرسیونا

𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂ = 1.241365 − 0.0568543 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 + 0.0046754 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒2 − 0.0132126 ℎ𝑠𝑝𝑒𝑟𝑐 
+ 0.0016464𝑠𝑎𝑡 + 0.1548814𝑓𝑒𝑚𝑎𝑙𝑒 + 0.1693064𝑎𝑡ℎ𝑙𝑒𝑡𝑒 

 

 الف(

𝜕𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
= − 0.0568543 + 2 × 0.0046754 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 

𝜕𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
|ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 = 5| = − 0.0568543 + 10 × 0.0046754 =  −𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟏𝟎𝟎𝟑 

 

𝜕𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
=  𝛽

1
̂ + 2 𝛽

2
̂  ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 



1 

 

𝑣𝑎𝑟 (
𝜕𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
) = 𝑣𝑎𝑟(𝛽1̂ + 2 𝛽2̂  ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒)

= 𝑣𝑎𝑟(𝛽1̂) + 4ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
2. 𝑣𝑎𝑟( 𝛽2̂  ) + 4ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒. 𝑐𝑜𝑣(𝛽1̂, 𝛽2̂  )

= 0.01635132 + 4 × 25 × 0.00224942 − 4 × 5 × 0.00003503
=  0.00026737 + 0.0005980 − 0.0007006 = 0.00016477 

𝑠𝑡𝑑 (
𝜕𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
) = √0.00016477 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟖 

 

 ب( 

𝜕𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
= 0 → − 0.0568543 + 2 × 0.0046754 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 = 0 → ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒

=
0.0568543

2 × 0.0046754
= 𝟔. 𝟎𝟖𝟎𝟏 

 

 کنیم:برای فهم بهتر ضرایب متغیرهای مجازی، ضابطه مربوطه را در معادله رگرسیون جاگذاری می  ت(

𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂ = 𝛽0̂ + 𝛽1̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 + 𝛽2̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
2 + 𝛽3̂ ℎ𝑠𝑝𝑒𝑟𝑐 + 𝛽4̂𝑠𝑎𝑡 + 𝛽5̂𝑓𝑒𝑚𝑎𝑙𝑒 + 𝛽6̂𝑎𝑡ℎ𝑙𝑒𝑡𝑒 

 

{
 
 

 
 
𝑎𝑡ℎ𝑙𝑒𝑡𝑒 = 1 →  𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎1̂ =𝛽0̂ + 𝛽1̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 + 𝛽2̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒

2 + 𝛽3̂ ℎ𝑠𝑝𝑒𝑟𝑐 + 𝛽4̂𝑠𝑎𝑡 +

𝛽5̂𝑓𝑒𝑚𝑎𝑙𝑒 + 𝛽6̂

𝑎𝑡ℎ𝑙𝑒𝑡𝑒 = 0 →  𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎0̂ =𝛽0̂ + 𝛽1̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 + 𝛽2̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
2 + 𝛽3̂ ℎ𝑠𝑝𝑒𝑟𝑐 + 𝛽4̂𝑠𝑎𝑡 +

𝛽5̂𝑓𝑒𝑚𝑎𝑙𝑒

    → 

𝛽6̂ = 𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎1̂ −𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎0̂ = 0.1693064 

آموزی که عضو تیم ورزشی آموزی که عضو تیم ورزشی است از دانشدانش انتظاریکند که معدل ضریب موردنظر بیان می

اختلاف است، این ضریب  4که  athleteضریب تخمین زده شده برای  tنمره بالاتر است. با توجه به آماره  7130نیست، 

 . داری از صفر داردمعنی

 گیریم:آزمون فرضیه زیر را درنظر می

{
𝐻0: 𝛽6 = 0.2
𝐻1: 𝛽6 ≠ 0.2

  . 

 آماره آزمون آزمون بالا به شکل زیر است:



4 

 

𝑡 − 𝑠𝑡𝑎𝑡 =
0.17 − 0.2

0.0423
= −0.71 

 گیرد و فرضیه، در محدوده قبول قرار میtبرای مقدار بحرانی توزیع  3131عدد آماره آزمون با توجه به مقدار 

 𝐻0: 𝛽6 =  .شودرد نمی 0.2

داری شدید آن مشخص است که و معنی(-32217113) با توجه به ضریب شیب 1از رگرسیون شماره ث(  

ایم. با را از مدل حذف کرده sat، همبستگی منفی با هم دارند. حال فرض کنید که ما متغیر athleteو  satمتغیرهای 

یک  -باشد  3، 7اگر به جای  athleteحضور دارند، متغیر  2ثابت فرض کردن سایر متغیرهایی که در معادله رگرسیون 

در معادله  satجا است که متغیر شود. نکته اینمی colgpaبا ضریب مربوط به خود باعث افزایش واحد افزایش یابد، 

شود. می colgpaیابد و باعث کاهش کاهش می athlete ،satاست. پس با افزایش است و کنترل نشدهنبوده 2رگرسیون 

ایم، را انجام داده 2کند. و از دید ما که رگرسیون خنثی می colgpaرا بر  athleteاثر آن، اثر متغیر  ، وsatدر واقع تغییر 

 معنی است. از نظر آماری بی athleteضریب 

 ج(  

𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎 = 𝛼0̂ + 𝛼1̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 + 𝛼2̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
2 + 𝛼3̂ℎ𝑠𝑝𝑒𝑟𝑐 + 𝛼4̂𝑠𝑎𝑡 + 𝜶�̂�𝒇𝒆𝒎𝒂𝒍𝒆. 𝒂𝒕𝒉𝒍𝒆𝒕𝒆

+ �̂�. 

 پاسخ سوال ماست. 𝛼5̂ضریب 

 ح(

𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎 = 𝛼0̂ + 𝛼1̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 + 𝛼2̂ ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
2 + 𝛼3̂ℎ𝑠𝑝𝑒𝑟𝑐 + 𝛼4̂𝑠𝑎𝑡 + 𝛼5̂𝑓𝑒𝑚𝑎𝑙𝑒 + 𝛼6̂𝑎𝑡ℎ𝑙𝑒𝑡𝑒

+ 𝛼7̂𝑓𝑒𝑚𝑎𝑙𝑒. 𝑎𝑡ℎ𝑙𝑒𝑡𝑒 + �̂�. 

 خ( 

𝑙𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂ = 0.4787139 − 0.0248034 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 + 0.001954 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒2 − 0.0056961 ℎ𝑠𝑝𝑒𝑟𝑐 
+ 0.0005757𝑠𝑎𝑡 + 0.0639424𝑓𝑒𝑚𝑎𝑙𝑒 + 0.0937825𝑎𝑡ℎ𝑙𝑒𝑡𝑒
− 0.1428296𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 

%∆𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎

∆ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
= (

𝜕𝑙𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
) × 100 = 100 × (−0.0248034 + 2 × 0.001954 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒) 

%∆𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎

∆ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
[ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 = 5] = 100 × (−0.0248034 + 2 × 0.001954 × 5) =  −𝟎. 𝟓𝟑% 

 

𝜕𝑙𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
=  𝛽

1
̂ + 2 𝛽

2
̂  ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒 →  𝑣𝑎𝑟(

𝜕𝑙𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
) = 𝑣𝑎𝑟(𝛽

1
̂ + 2 𝛽

2
̂  ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒)

= 𝑣𝑎𝑟(𝛽
1
̂) + 4ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒2. 𝑣𝑎𝑟( 𝛽

2
̂  ) = 0.00745662 + 4 × 25 × 0.0010262

= 0.0001609 
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𝑠𝑡𝑑 (
𝜕𝑙𝑐𝑜𝑙𝑔𝑝𝑎̂

𝜕ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒
) = √0.0001609 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟔 

 

،  4است. که انحراف معیار این اثر طبق رگرسیون تر از زنان بودهدرصد کم 114،  میانگین به طورد( معدل مردان 

 است. 7177.2

 ذ(

𝐹 ≡

𝑅𝑆𝑆𝑟 − 𝑅𝑆𝑆𝑢𝑟
𝑘 − 1
𝑅𝑆𝑆𝑢𝑟
𝑛 − (𝑘)

=

350.49105 − 263.535913
7

263.535913
4135 − 8

=
12.42

0.06
= 207 

 است. رسیون معنی دارگرکنند. و در کل آموزان کمک میضرایب کمکی به توضیح نمره دانش 270با توجه به عدد 

 

 سوال سوم

کتاب  Aضمیمه های در کنیم. این فرمولها استفاده میهای بسیار مهم که در این قسمت بسیار از آنمعادله

 درسی آمده است!

∑(𝒙𝒊 − �̅�)
𝟐 =∑𝒙𝒊

𝟐 −

𝒏

𝒊=𝟏

𝒏

𝒊=𝟏

𝒏(�̅�)𝟐 

∑(𝒙𝒊 − �̅�)(𝒚𝒊 − �̅�) =∑𝒙𝒊𝒚𝒊 −

𝒏

𝒊=𝟏

𝒏

𝒊=𝟏

𝒏(�̅�. �̅�) 

 

 الف(  

 

𝛽1̂ =
∑ (𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − �̅�)
𝑛
𝑖=1

∑ (𝑥𝑖 − �̅�)
2𝑛

𝑖=1

=
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛(�̅�. �̅�)
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
2 −𝑛

𝑖=1 𝑛(�̅�)2
= 
41140 − 526(5.89 × 12.56)

87040 − 526(12.562)

=
2227.3616

4061.6064
= 0.55 



1 

 

𝛽0̂ = �̅� − 𝛽1̂�̅� = 5.89 − 0.55 × 12.56 = −1.018 

 ب( 

 𝑠𝑡𝑑(𝛽1̂) = √
1

𝑛−𝑘
∑ 𝑢�̂�

2𝑛
𝑖=1

∑ (𝑥𝑖−�̅�)
2𝑛

𝑖=1

= √
1

𝑛−𝑘
(∑ (𝑦𝑖−�̅�)

2−𝛽1̂∑ (𝑥𝑖−�̅�)(𝑦𝑖−�̅�)
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 )

∑ (𝑥𝑖−�̅�)
2𝑛

𝑖=1

=

√
1

524
×(7197.9554−0.55×2227.3616)

4061.6064
= √𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟖 = 𝟎. 𝟎𝟓3 

𝑠𝑡𝑑(𝛽0̂) = 𝑠𝑡𝑑(�̅� − 𝛽1̂�̅�) = �̅�𝑠𝑡𝑑(𝛽1̂) = 12.56 × 0.053 = 𝟎. 𝟔𝟔 

 

 دارد؛ رداری از صفاختلاف معنی 𝛽1̂ ت(

𝑡. 𝑠𝑡𝑎𝑡(𝛽
1
̂) =

𝛽
1
̂

𝑠𝑡𝑑(𝛽
1
̂)

=
0.55

0.053
= 10.38 

 ث( 

𝐸(𝛽
1
̂) − 𝛽

1
= 𝛽

2

∑ (𝑥𝑖 − �̅�)(𝑧𝑖 − �̅�)
𝑛
𝑖=1

∑ (𝑥𝑖 − �̅�)
2𝑛

𝑖=1

= 𝛽
2

∑ 𝑥𝑖𝑧𝑖 − 𝑛(�̅�. �̅�)
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
2 −𝑛

𝑖=1 𝑛(�̅�)2
= ⋯ 

 

 سوال چهارم

 کنیم:متغیرهای زیر را تعریف میالف( 

M = Mean Contingency Fee, LR = Ln Recovery 

 نامیم. می  0LRمعادله رگرسیون زیر را درنظر بگیرید؛ نقطه شکستگی را 

(1) 𝑀 = 𝑎 + 𝑏. 𝐿𝑅 + 𝑐. 𝐷 + 𝑑. 𝐷 × 𝐿𝑅 + 𝑢 

𝐷 = {
0, 𝑖𝑓 𝐿𝑅 < 𝐿𝑅0 
1, 𝑖𝑓 𝐿𝑅 ≥ 𝐿𝑅0

 

 معادله رگرسیون قبل از شکستگی:

𝑀 = 𝑎 + 𝑏. 𝐿𝑅 + 𝑢 



0 

 

 معادله رگرسیون بعد از شکستگی:

𝑀 = 𝑎 + 𝑏. 𝐿𝑅 + 𝑐. 𝐷 + 𝑑. 𝐷 × 𝐿𝑅 + 𝑢 

 برابر است. پس داریم: Mهمانطور که در نمودار مشخص است، در نقطه شکستگی مقادیر 

𝑎 + 𝑏. 𝐿𝑅0 = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑). 𝐿𝑅0  → 𝑐 + 𝑑. 𝐿𝑅0 = 0 

𝑐عبارت  + 𝑑. 𝐿𝑅0 =  کنیم تا به معادله زیر برسیم.کم می 3را از سمت راست معادله رگرسیون   0

𝑴 = 𝒂+ 𝒃. 𝑳𝑹 + 𝒅.𝑫(𝑳𝑹 − 𝑳𝑹𝟎) + 𝒖 

شکستگی را  شیب منحنی بعد از dمربوط به شیب منحنی قبل از شکستگی و ضریب  aضریب 

 کنند. نمایندگی می

 

 کنیم. استفاده می cusum, cusumqهای از آزمون  ب(

ج( بعد از مشخص شدن نقطه شکستگی کافی است در معادله رگرسیونی که برای الف بدست آوردیم 

 آزمون شود. dداری تخمین ضریب معنی

 

  پایان


