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 .دنشورفیم يراگ طسوت رهش زکرم رد و دنزاسیم ار کمشپ )یطخ تیبولطم( یثنخ کسیر شورفکمشپ ود رهش کی رد
 هک دنکیم یگدنز کمشپ رادیرخ کی اهنت رهش نیا رد .دوشیم دیلوت c>0 هنیزه اب هک تسا ینگمه لاماک يلااک کمشپ
 v>c شزرا يو يارب تابنبآ ،درخن کمشپ يرتشم رگا .درخیم تابنبآ ای درخیم کمشپ کی اهتمیق ساسا رب حبص زور ره
 درک باختنا ار وا يراگ يرتشم هک نآ زا سپ شورفکمشپ .دیرخ دهاوخ ار کمشپ يرتشم p=v تمیق ات نیاربانب .دراد

 .دنکیم دیلوت c هنیزه اب ار کمشپ و نشور ار هاگتسد
A. تمیق نامزمه شورفکمشپ ود ره دینک ضرف 	𝑝! ≥  رتمک تمیق اب شورفکمشپ زا يرتشم .دننکیم باختنا ار 0
 اب يرتشم دنشاب هدرک باختنا ار تمیق کی شورفکمشپ ود ره رگا )دشابن v زا رتشیب هک یطرش هب هتبلا( دنکیم دیرخ
 .دنکیم باختنا ار یکی ربارب لامتحا
 
 يارب شورفتابنبآ هجیتن رد( دنشاب تابنبآ يرتشم هک دنشاب هتشاد دوجو يرگید دارفا ،کمشپ يرتشم زج مینکیم ضرف
 هک دنادب شورفتابنبآ رگا )دوشیمن اهنآ تمیق شهاک تباقر ریگرد و درادن اهشورفکمشپ اب یتباقر رازاب مهس نتفرگ
 شورفتابنبآ نیاربانب .دوشیم بوسحم بولغم تکرح نآ يارب v زا رتنییاپ یتمیق ره دراد v شزرا يرتشم يارب شیلااک
 رگا ،دنکیم باختنا کمشپ و تابنبآ نیب اهتمیق ساسارب هک کمشپ رادیرخ سپ .دنکیم هضرع v تمیق اب ار شیلااک

 .دنکیم باختنا ار کمشپ تروص نیا ریغ رد و دنکیم باختنا ار تابنبآ دشاب v زا رتشیب کمشپ تمیق
 
a. دینک صخشم ار نآ ،يرآ رگا ؟دنراد بولغم ًادیکا )ياهتکرح ای( تکرح اهشورفکمشپ زا مادکچیه ایآ. 
b. دینک صخشم ار نآ ،يرآ رگا ؟دنراد بولغم ًاتبسن )ياهتکرح ای( تکرح اهشورفکمشپ زا مادکچیه ایآ. 
 
 زا رتشیب ياهتمیق زین و c زا رتنییاپ ياهتمیق  .تسا 0 تمیق باختنا ،تسا بولغم ًادیکا هک یتلاح اهنت ،لکش هب هجوت اب
v دنوشیم بوسحم بولغم اتبسن ياهتکرح. 



 
c. ضحم شن لداعت چیه ارچ دینک للادتسا .دینک لح ار اهشورفکمشپ يزاب ضحم تاکرح ياضف رد شن لداعت يارب 
 .درادن دوجو يرگید
 
 دوجو اهنآ زا کی چیه يارب فارحنا هزیگنا دشاب c شورفکمشپ ود ره يداهنشیپ تمیق هک یتلاح رد اهنت میهدیم ناشن
 .دنراد فارحنا هزیگنا اهشورفکمشپ زا یکی لقادح رگید تلااح رد و درادن
 هب .تسا نراقتم هلاسم لاوا نوچ .دشاب ربارب دیاب شورفکمشپ ود يداهنشیپ تمیق لداعت تلاح رد هک مینکیم هجوت ادتبا 
 هدنشورف ود يداهنشیپ تمیق هک میشاب هتشاد یشن لداعت دینک ضرف .درک للادتسا ار هجیتن نیا ناوتیم زین يرگید لکش
 :تسا هداد داهنشیپ يرتمک تمیق لوا یکمشپ دینک ضرف تیلک زا نتساک نودب .دشابن ربارب نآ رد

𝑐 رگا • < 𝑝1 ≤ 𝑣 ، هب ار شايداهنشیپ تمیق دراد هزیگنا مود شورفکمشپ هراومه p1 رد نوچ .دهد رییغت 

%$#" تبثم دوس تلاح نیا رد اما دروآیم تسد هب رفص دوس لوا تلاح
&

 .دروآ دهاوخ تسد هب ار 

𝑝1 رگا • > 𝑣 یعطق دوس و تشاد دنهاوخن يرتشم تلاح نیا رد نوچ دنراد فارحنا هزیگنا هدنشورف ود ره زین 
 .دنروایب تسد هب تبثم دوس دنناوتیم v زا رتنییاپ ياهتمیق هب فارحنا اب هک یلاح رد دنروآیم تسد هب رفص

𝑝1 رگا • ≤ 𝑐 ، تسا تبثمان هدنشورف نیا دوس تلاح نیا رد نوچ تشاد دهاوخ فارحنا هزیگنا لوا شورفکمشپ 
𝑝2 هب فارحنا اب هک یلاح رد − 𝜖	 دروآ دهاوخ تسد هب يرتشیب دوس. 

 :دشاب ∗𝑝 یلداعت تمیق هک دینک ضرف لاح .دنتسه ربارب یلداعت ياهتمیق هک میداد ناشن اجنیا ات سپ

𝑐 رگا • < 𝑝∗، هب فارحنا هزیگنا هدنشورف ود ره تروص نیا رد 𝑝∗ − 	𝜖 رگا هک ارچ .دنراد ار 𝜖 یفاک ردق هب ار 

∗𝑝 فارحنا تلاح رد يراظتنا دوس ،میریگب کچوک − 𝑐 − 𝜖، لوا تلاح رد يراظتنا دوس زا ("
∗$%
&
 رتشیب (

 .دوب دهاوخ



∗𝑝 رگا • < 𝑐، نیا رد يراظتنا دوس نوچ دنراد ار رتلااب ياهتمیق هب فارحنا هزیگنا هدنشورف ود ره تروص نیا رد 
 .تسا یفنم تلاح

∗𝑝 :میشاب هتشاد دیاب سپ = 𝑐. ياهتمیق هب فارحنا نوچ دنرادن ار لداعت نیا زا فارحنا هزیگنا اهرگیزاب زا مادکچیه 
 .دنکیمن داجیا 0 دوس رد یتوافت رتلااب ياهتمیق هب فارحنا و دهدیم تسد هب یفنم دوس رتنییاپ
 
B. هنیزه هک دننزب داد دیاب تمیق ملاعا يارب اهشورفکمشپ دینک ضرف لاح◌ٔ k  دناوتیم شورفکمشپ هتبلا .دراد ناشیارب 

 دینک ضرف .درادن يرتشم و هدرکن ملاعا یتمیق تروص نیا رد و دنک تخادرپ تسین مزلا ار k ٔ◌هنیزه هجیتن رد و دنزن داد
0 < 𝑘 < 𝑣 − 𝑐 تسا. 

 
d. درادن ضحم شن لداعت يزاب نیا دیهد ناشن. 
 
 c+k زا ریغ يددع ره رگید ٔ◌هدنشورف طسوت یباختنا تمیق رگا تلاح نیا رد :دنکن ملاعا یتمیق هدنشورف کی هک یتکرح
 :دوش فرحنم دراد هزیگنا اههدنشورف زا یکی لقادح ،دشاب

 دراد هزیگنا سپ دوب دهاوخ یفنم رگیزاب نیا دوس تلاح نیا رد ،دشاب c+k  زا رتمک رگید رگیزاب یباختنا تمیق رگا •
 .دوش فرحنم رفص دوس و تمیق ملاعا مدع هب

 هب دراد هزیگنا سپ دوب دهاوخ رفص رگیزاب نیا دوس تلاح نیا رد ،دشاب v زا رتشیب رگید رگیزاب یباختنا تمیق رگا •
 .دوش فرحنم تبثم دوس و v تمیق
 باختنا یتمیق هک يرگیزاب تروص نیا رد ،دشاب v يواسم ای رتمک و c+k زا رتشیب رگید رگیزاب یباختنا تمیق رگا •

!$𝑝 هب دراد هزیگنا هدرکن − 𝜖 دروآیم تسد هب تبثم دوس تلاح نیا رد نوچ دوش فرحنم. 

  .دنوش فرحنم v تمیق ملاعا هب دنراد هزیگنا رگیزاب ود ره تلاح نیا رد :دننکن ملاعا یتمیق هدنشورف ود ره هک یتکرح
 اهشورفکمشپ يارب تمیق ملاعا هک یتلاح اب تلاح نیا توافت دینک تقد :دننک ملاعا ار یتمیق هدنشورف ود ره هک یتکرح
 .رفص دوس هن و دوشیم وا بیصن یفنم دوس ،دوشن باختنا رادیرخ طسوت شورفکمشپ رگا هک تسا نیا رد ،تشادن هنیزه
 ار c+k  تمیق ود ره رگا نوچ .تسین شن لداعت c+k اجنیا ،دوب شن لداعت c تمیق ملاعا هک لبق تلاح فلاخ رب سپ
 :اب دوب دهاوخ ربارب اهنآ يراظتنا دوس دننک باختنا
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 لبق شخب للادتسا هباشم سپ .دوش فرحنم 0 دوس اب »تمیق ملاعا مدع« تکرح هب دراد هزیگنا هدنشورف تلاح نیا رد هک
 :میراد میسیونب رتقیقد میهاوخب رگا لاح نیا اب .میرادن شن لداعت هک داد ناشن ناوتیم
 :دشاب ∗𝑝 یلداعت تمیق هک دینک ضرف لاح .دنشاب ربارب دیاب یلداعت ياهتمیق نراقت لیلد هب

∗𝑝 رگا • > 𝑣، دنراد هزیگنا رگیزاب ود ره سپ دوب دهاوخ رفص هدنشورف ود ره دوس و دیرخ دهاوخن کمشپ رادیرخ 
 .دنوش فرحنم v تمیق هب



𝑐 رگا • + 𝑘 < 𝑝∗ ≤ 𝑣، هب فارحنا هزیگنا هدنشورف ود ره تروص نیا رد 𝑝∗ − 	𝜖 رگا هک ارچ .دنراد ار 𝜖 ار 
∗𝑝) فارحنا تلاح رد يراظتنا دوس ،میریگب کچوک یفاک ردق هب − 𝑐 − 𝑘 − 𝜖)، تلاح رد يراظتنا دوس زا 

") لوا
∗$%$.
&

 .دوب دهاوخ رتشیب (

∗𝑝 رگا • = 𝑐 + 𝑘، دراد دوجو فارحنا هزیگنا ناگدنشورف یفنم دوس لیلد هب هک میداد ناشن لااب رد. 

∗𝑝 رگا • < 𝑐 + 𝑘، دوس نوچ دنراد ار رتلااب ياهتمیق هب فارحنا هزیگنا هدنشورف ود ره تروص نیا رد 
 .تسا یفنم تلاح نیا رد يراظتنا

 .درادن دوجو یضحم شن لداعت سپ
 
e. دنروایب تسد هب رفص يراظتنا دوس دیاب شورفکمشپ ود ره یلداعت ره رد دیهد ناشن. 
 
 هب و یتمیق چیه ملاعا مدع هب فارحنا هزیگنا رگیزاب نیا يارب ،دشاب یفنم رگیزاب يراظتنا دوس هک یتلاح رد تسا حضاو
 ،يزاب بوچراچ هب هجوت اب یفرط زا .دشاب هتشاد دوجو یلداعت رد دناوتیمن تلاح نیا سپ .دراد دوجو رفص دوس ندروآ تسد
 نودب .تسا هدروآ تسد هب )رفص ای یفنم( تبثمان دوس امتح رگید رگیزاب ،دروآ تسد هب تبثم دوس یلداعت رد یسک رگا
 مود رگیزاب رگا میدرک هراشا هک روطنامه .تسا هدروآ تسد هب تبثم دوس لوا رگیزاب مینکیم ضرف هلاسم تیلک زا نتساک
 دوس مود رگیزاب هک دنامیم یقاب یتلاح طقف سپ دراد تمیق ملاعا مدع هب فارحنا هزیگنا دشاب هتشاد یفنم يراظتنا دوس
 تسد هب تبثم دوس ات دراد ار لوا رگیزاب يژتارتسا هب فارحنا هزیگنا مود رگیزاب تلاح نیا رد .دشاب هتشاد رفص يراظتنا
 .دشاب 0 هدنشورف ود ره يراظتنا دوس هک تسا نیا تسا نکمم لداعت يارب هک یتلاح اهنت سپ .دروآ
 
f. زا رتلااب تمیق اهشورفکمشپ دیهد ناشن v زا رتنییاپ و c+k دننکیم يزاب 0 لامتحا اب ار. 
 
 دهاوخن یکمشپ رادیرخ نوچ دنهدیم تسد هب یفنم يراظتنا دوس رگید رگیزاب يزاب هوحن زا لقتسم :v زا رتلااب ياهتمیق
 لقتسم هک( تمیق ملاعا مدع تکرح طسوت تکرح نیا سپ .تسا هدرک هنیزه تمیق ملاعا يارب k غلبم هدنشورف اما دیرخ
 .دوشیم بولغم ًادیکا )دهدیم تسد هب 0 دوس رگید رگیزاب يزاب هوحن زا
 هدنشورف بیصن p-c-k ای 2/(p-c-k) دوس دوش کمشپ دیرخ هب رجنم رگا تمیق نیا :c+k  زا رتنییاپ ياهتمیق
 زین اجنیا سپ .دوب دهاوخ k– يراظتنا دوس دوشن دیرخ هب رجنم مه رگا .تسا یفنم يددع تلاح ود ره رد هک دنکیم
 تمیق ملاعا مدع تکرح طسوت زین يژتارتسا نیا سپ .دروآیم تسد هب یفنم دوس رگیزاب فیرح يزاب هوحن زا لقتسم
 .دوشیم بولغم
 .دنوشیم يزاب 0 لامتحا اب بولغم ادیکا ياهتکرح مینادیم هک روطنامه
 
g. تمیق یشورفکمشپ رگا تروص نیا رد .تسا نراقتم لداعت دینک ضرف لداعت رد یبیکرت تکرح لح يارب p ملاعا ار 
 .دیروآ تسد هب 𝜋 لامتحا و F عیزوت و p ياهریغتم ساسارب ار يو يراظتنا دوس ،دشاب هدرک
 
 ناشن i-p و ip اب بیترت هب ار رگید رگیزاب و i رگیزاب یباختنا تمیق و میهدیم شیامن iu اب i رگیزاب يارب ار يراظتنا دوس
 :میهدیم



𝑢!(𝑝!) = 𝑝𝑟𝑜𝑏9 دنک 	 ملاعا 	 ار 	 یتمیق 		𝑖; × 𝑝𝑟𝑜𝑏9 دنک 	 ملاعا 	 ار 	 یتمیق 	 − 𝑖;

× <𝑝𝑟𝑜𝑏(𝑝! < 𝑝$!) × (𝑝! − 𝑐 − 𝑘) + 𝑝𝑟𝑜𝑏(𝑝! = 𝑝$!) ×
𝑝! − 𝑐 − 𝑘

2
+ 𝑝𝑟𝑜𝑏(𝑝! > 𝑝$!) × −𝑘=

+ 𝑝𝑟𝑜𝑏9 دنک 	 ملاعا 	 ار 	 یتمیق 		𝑖; × 𝑝𝑟𝑜𝑏9 دنکن 	 ملاعا 	 ار 	 یتمیق 	 − 𝑖; × [𝑝! − 𝑐 − 𝑘]
+ 	𝑝𝑟𝑜𝑏9 دنکن 	 ملاعا 	 ار 	 یتمیق 		𝑖; × [0] → 

𝑢!(𝑝!) = 𝜋& <91 − 𝐹(𝑝!); × (𝑝! − 𝑐 − 𝑘) + 0 ×
𝑝! − 𝑐 − 𝑘

2
+ 𝐹(𝑝!) × −𝑘=

+ 𝜋(1 − 𝜋) × [𝑝! − 𝑐 − 𝑘] → 
𝑢(𝑝) = 𝜋&B91 − 𝐹(𝑝); × (𝑝 − 𝑐 − 𝑘) + 𝐹(𝑝) × −𝑘C + 𝜋(1 − 𝜋) × [𝑝 − 𝑐 − 𝑘]

→ 
 

𝑢(𝑝) = 𝜋&B91 − 𝐹(𝑝); × (𝑝 − 𝑐) − 𝑘C + 𝜋(1 − 𝜋) × [𝑝 − 𝑐 − 𝑘] → 
 

𝑢(𝑝) = 𝜋&B9−𝐹(𝑝); × (𝑝 − 𝑐)C + 𝜋 × [𝑝 − 𝑐 − 𝑘] 
 
h. شخب خساپ ساسا رب g رادقم 𝜋 عبات و F زا یعبات تروص هب ار p,k,c رتسب صوصخ رد( .دیروآ تسد هب F هب مزلا 
 ).دینزب سدح لبق ياهشخب زا دیناوتیم و تسین تابثا
 
 ياهتمیق اههدنشورف f شخب قبط نوچ .تسا  v و c+k نیب ) F رتسب( F هنماد هک مینادیم لبق ياهشخب هب هجوت اب
 .میمانیم D ار هزاب نیا .دننکیم يزاب 0 لامتحا اب ار هزاب نیا جراخ
 ره يازا هب ینعی نیا .دشاب توافتیب تاکرح نآ نیب دیاب ،دنک بیکرت تکرح دنچ نیب رگیزاب هک نیا يارب مینادیم

𝑝	و	𝑝/ ∈ 𝐷 میشاب هتشاد دیاب 𝑢(𝑝) = 𝑢(𝑝/) = 𝑢. تمسق رد ،رگید يوس زا e ود لداعت ره رد میداد ناشن 
.𝑢(𝑝)∫ لارگتنا زا یبیکرت لداعت نیا رد شورفکمشپ ره دوس .دنروآ تسد هب رفص دوس دیاب شورفکمشپ 𝑓(𝑝)	𝑑𝑝 
 :میراد هجیتن رد .دوشیم هبساحم
 

𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 = L𝑢(𝑝). 𝑓(𝑝)	𝑑𝑝

= 	L𝑢. 𝑓(𝑝)	𝑑𝑝 = 𝑢	L𝑓(𝑝)	𝑑𝑝 = 𝑢. 1 = 𝑢	, 𝑝𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓 = 0 → 𝑢 = 0 

 :میسیونب و مینک يراذگاج لبق شخب تابساحم زا ار  𝑢(𝑝) میناوتیم نیاربانب

𝑢(𝑝) = 𝜋&B9−𝐹(𝑝); × (𝑝 − 𝑐)C + 𝜋 × [𝑝 − 𝑐 − 𝑘] = 0 → 𝐹(𝑝) =
𝑝 − 𝑐 − 𝑘
(𝑝 − 𝑐) × 𝜋

 

𝐷 نآ هنماد و ،تسا یعمجت عیزوت عبات F(p) هک ییاجنآ زا = [𝑐 + 𝑘, 𝑣] میشاب هتشاد دیاب سپ ؛تسا: 



𝐹(𝑣) = 1 →
𝑣 − 𝑐 − 𝑘
(𝑣 − 𝑐) × 𝜋

= 1 → 𝜋 =
𝑣 − 𝑐 − 𝑘
𝑣 − 𝑐

→ 𝐹(𝑝) =
(𝑣 − 𝑐)(𝑝 − 𝑐 − 𝑘)
(𝑝 − 𝑐)(𝑣 − 𝑐 − 𝑘)

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

i.هک ینامز یبیکرت تکرح 	𝑘 →  ؟دیآیم تسد هب يرادقم هچ0
 

𝑘 → 0	 ⇒ 		𝜋 → 1, 𝐹(𝑝) → 1 
∗𝑝 يژتارتسا اهرگیزاب هک تسا ینعم نیا هب هک دیآیم رد ریز لکش هب F یعمجت عیزوت عبات تلاح نیا رد ینعی = 𝑐 اب ار 

 نآ هب (k=0) تشادن ياهنیزه تمیق ملاعا هک یتلاح رد هک تسا یضحم شن لداعت نامه نیا .دننکیم يزاب 1 لامتحا
 )c شخب( میدوب هدیسر
 
 
 2 لاوس

I. میرم يارب 1 تکرح هک میهدیم ناشن هلئسم ضرف زا نتساک نودب ،همطاف و میرم نیب يزاب نراقت هب هجوتاب 
  .تسا بولغم ادیکا

 
همطاف   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

میرم  1 9, 9 6, 12 9, 9 6, 12 6, 12 8, 10 9, 9 8, 10 9, 9 

5 	12, 6 12, 6 12, 6 12, 6 9, 9 12, 6 12, 6 12, 6 12, 6 

 
II. دنتسه بولغم ادیکا 5 تکرح هب تبسن 1 تکرح دننامه زین 9 و 7 ،3 ياهتکرح ،يزاب هحفص نراقت هب هجوتاب. 

 .دبایم لیلقت ریز لکش هب يزاب لودج و دنوشیم فذح يزاب لودج زا 9 و 7 ،3 ،1 ياهنوتس و رطس ،هجیتنرد
 



 
2 4 5 6 8 

2 9, 9 9, 9 6, 12 9, 9 9, 9 

4 9, 9 9, 9 6, 12 9, 9 9, 9 

5 12, 6 12, 6 9, 9 12, 6 12, 6 

6 9, 9 9, 9 6, 12 9, 9 9, 9 

8 9, 9 9, 9 6, 12 9, 9 9, 9 

 
 .دنتسه بولغم ادیکا 5 تکرح هب تبسن 8 و 6 ،4 ،2 ياهتکرح هک دید ناوتیم هتفای لیلقت لودج هب هجوتاب
 ،میاهدرک فذح ار بولغم ادیکا تاکرح اهنت هک ییاجنآ زا و دش دنهاوخ فذح 8 و 6 ،4 ،2 ياهتکرح هجیتنرد

(5,   .تسا شن لداعت (5
 

III. 5) لداعت هجیتنرد .تسین بولغم ادیکا اما تسا بولغم 5 تکرح هب تبسن 2 تکرح ،ریز لودج قبط,  ادیکا (5
  .تسین بلاغ
 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 12, 6 9, 9 12, 6 9, 9 6, 12 9, 9 10, 8 9, 9 10, 8 

5 	12, 6 12, 6 12, 6 12, 6 9, 9 12, 6 12, 6 12, 6 12, 6 

 


