
سوال ۱. 
مطابق صورت سوال، در قسمت های الف و ب سوال، شکل درختی بازی به صورت زیر است: 

الف)(٢نمره) 
حال برای یافتن تعادل کامل زیر بازی، با استفاده از استدلال پس رو داریم: 

پس تنها تعادل کامل زیر بازی برابر است با: 

SPE = {oo , oo}

به نام خداوند خالق انسان و آزادی او

نظریه ی بازی ها

بهار ۱۴۰۲ 
استاد: دکتر رحمتی 
گردآورندگان: امیرمسعود باقری، ملیکا عبدی و علی امینی

دانشگاه صنعتی شریف 
دانشکده ی مدیریت و اقتصاد

پاسخ امتحان پایان ترم                                                                                                     تاریخ امتحان: پنجشنبه ۱ تیر
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ب)(٣ نمره) 
حال برای یافتن دست کم یک تعادل نش که تعادل کامل زیربازی ها نباشد، شکل جدولی بازی درختی را کشیده و 

مطابق آن کلیەی تعادل های نش محض(و در صورت نیاز نش ترکیبی) را به دست می آوریم: 

در نتیجه به شرح زیر چهار تعادل نش محض به دست آمد که یکی از آنها تعادل کامل زیربازی ها است و سه تعادل نش 
محض دیگر هر یک می تواند جواب قسمت ب باشد: 

NE1 = {oi , oi} 
NE2 = {oi , oo} 
NE3 = {oo , oi} 
NE4 = SPE = {oo , oo} 

ج، د، ه) 
حال برای پاسخ به سه بخش پایانی سوال، ابتدا ساختار درختی بازی در حالت جدید را کشیده(۵ نمره) و سپس اقدام 

به یافتن تعادل های بیزی خواسته شده و بعد تعادل های رشتەای می کنیم:
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ابتدا با توجه به اینکه در حالت Sane، بازیگر دو مطابق صورت سوال، «بر اساس شرط عقلانیت تصمیم گیری خواهد 
کرد»، می توانیم در نقطەی تصمیم گیری S4 بنویسیم: 

@S4 : U2(o) = 10 >  0 = U2(i) 

پس به راحتی می توان شکل درختی بازی را به صورت زیر بازنویسی کرد: 

حال برای باور های بازیگر اول در دیوانگی بازیگر دوم در مجموعەهای اطلاعاتی h و H داریم: 

µ1(m1|h) = 𝛼 = Pr(Mad) ⟹ 𝛼 = 0.1 
θ1(m2|H) = β 

حال برای بررسی بی تفاوتی بازیگر یک در مجموعەی اطلاعاتی H داریم: 

@H : EU1(o) = EU1(i) ⟹ 2 = θ1(m2|H)×10 + (1 - θ1(m2|H))×0 ⟹ β = 0.2 

حال به ازای مقادیر مختلف β بازی را حل کرده و وجود تعادل بیزی در این حالت ها را چک می کنیم: 

If β < 0.2 : 

               @H : EU1(o) >  EU1(i) ⟹ Player 1 will play o 
               ⟹ @S3 : U2(o) = 2 > 0 = U2(i) ⟹ Player 2 will play o 
               ⟹ @h : EU1(o) = 1 > 0.2 = 2𝛼 + 0×(1 - 𝛼) = EU1(i) ⟹ Player 1 will play o 
               ⟹ H will be off-equilibrium and β < 0.2 will be valid 

  پس در این حالت بی نهایت تعادل بیزی وجود دارد که در آن ها بازیگر 1 در h حرکت o را بازی می کند ⟹ 

If β > 0.2 : 

               @H : EU1(o) < EU1(i) ⟹ Player 1 will play i 
               ⟹ @S3 : U2(o) = 2 < 10 = U2(i) ⟹ Player 2 will play i 
               ⟹ @h : EU1(o) = 1 = 10 𝛼 + 0×(1 - 𝛼) = EU1(i) ⟹ Player 1 will mix i & o (𝜎) 
               ⟹ β = Pr(Mad) × 𝜎1(i) / (Pr(Mad) × 𝜎1(i) + Pr(Sane) × 𝜎1(i)) = 0.1 < 0.2 

                                       پس شرط اولیه برای مقدار β نقض شد و در این حالت تعادل بیزی نداریم ⟹ 
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If β = 0.2 : 

               @H : EU1(o) =  EU1(i) ⟹ Player 1 will mix i & o (ω) 
               ⟹ @S3 : U2(o) = 2 & U2(i) = 10ω1(i) + 0×(1 - ω1(i))  
                         if U2(o) < U2(i): 
                            ⟹ Player 2 will play i 
                            ⟹ 2 < 10ω1(i) ⟹ 0.2 < ω1(i) 
                            ⟹ @h: EU1(o) = 1 & EU1(i) = 2𝛼(1-ω1(i)) + 10𝛼ω1(i) + 2(1-𝛼)(1-ω1(i)) 

                                   ⟹ if EU1(o) > EU1(i) ⟹ ω1(i) > 1 ⟹ تناقض 
                                           ⟹ if EU1(o) < EU1(i) ⟹ ω1(i) < 1 ⟹ 0.2 < ω1(i) < 1 

                                        ⟹ β = 0.1 ⟹  β تناقض با شرط اولیه برای  
                                           ⟹ if EU1(o) = EU1(i) ⟹ ω1(i) = 1 

                                        ⟹ β = 0.1 ⟹  β تناقض با شرط اولیه برای  
پس تعادل بیزی ای در این حالت وجود ندارد که در آن بازیگر 2 در S3 حرکت i را بازی کند  ⟹ 

                         if U2(o) > U2(i): 
                            ⟹ Player 2 will play o 
                            ⟹ 2 > 10ω1(i) ⟹ 0.2 > ω1(i) 
                            ⟹ @h: EU1(o) = 1 & EU1(i) = 2𝛼(1-ω1(i)) + 10𝛼ω1(i) + (1-𝛼)(0) 

                                   ⟹ if EU1(o) > EU1(i) ⟹ ω1(i) < 1 ⟹ ω1(i) < 0.2 
                                        ⟹ H will be off-equilibrium and β = 0.2 will be valid 
                                           ⟹ if EU1(o) < EU1(i) ⟹ ω1(i) > 1 ⟹ تناقض 
                                           ⟹ if EU1(o) = EU1(i) ⟹ ω1(i) = 1 ⟹ ω1(i) تناقض با شرط اولیه برای  

 ⟹    ω1(i) < 0.2 با H پس بینهایت تعادل بیزی در این حالت وجود دارد که بازیگر 1 در
ترکیب کرده و در عین حال در h نیز حرکت o را بازی می کند 

                         if U2(o) = U2(i): 
                            ⟹ Player 2 will mix i & o (𝜑) 
                            ⟹ 2 = 10ω1(i) ⟹ 0.2 = ω1(i) 
                            ⟹ @h: EU1(o) = 1 & EU1(i) = 2𝛼(1-ω1(i)) + 10𝛼ω1(i) +                                   
                                   (1-𝛼)(1-𝜑2(i))(0) + (1-𝛼)(𝜑2(i))(2)(1-ω1(i)) + (1-𝛼)(𝜑2(i))(ω1(i))(0) 
                                  
                                   ⟹ if EU1(o) > EU1(i) ⟹ 𝜑2(i) < 4/9 
                                        ⟹ H will be off-equilibrium and β = 0.2 will be valid 
                                           ⟹ if EU1(o) = EU1(i) ⟹ 𝜑2(i) = 4/9 ⟹ بازیکن 1 ترکیب می کند 
                                        ⟹ β = 0.2 ⟹ صادق است β شرط اولیه برای 
                                           ⟹ if EU1(o) < EU1(i) ⟹ 𝜑2(i) < 4/9 

                                        ⟹ β < 0.2 ⟹  β تناقض با شرط اولیه برای 
 ⟹ ω1(i) = 0.2 با H پس بینهایت تعادل بیزی در این حالت وجود دارد که در آن بازیگر 1 در

 𝜑2(i) < 4/9 را بازی می کند و بازیگر دوم نیز با o نیز حرکت h ترکیب کرده و در عین حال در
در نقطەی S3 ترکیب می کند، و همچنین بی نهایت تعادل بیزی دیگر وجود دارد که در آنها نیز 
بازیگر 1 در H با ω1(i) = 0.2 ترکیب کرده ولیکن بازیگر 2 با 𝜑2(i) = 4/9 ترکیب کرده و 

در h نیز بازیگر 1 دو حرکت خود را به دلخواه ترکیب می کند. لذا در این دسته از تعادل های بیزی، 
بازی به مجموعەی اطلاعاتی h می رسد. 



جمع بندی تعادل های بیزی: 
مطابق نتایجی که به ازای مقادیر مختلف β به دست آمد، تعادل های بیزی این بازی شامل موارد زیر است: 

1) BE1 = {oo , iioo} , β ∈ [0,0.2) , 𝛼 = 0.1 
در این حالت بی نهایت تعادل بیزی داریم که در همەی آنها بازیگر 1 در مجموعەی اطلاعاتی h(اولین مجموعەی 

اطلاعاتی تصمیم گیری) حرکت o را انتخاب می کند(۴ نمره، بخش اول جواب قسمت ج). 

2) BE2 = {o(ω1(i) , 1-ω1(i)) , iioo} , ω1(i) ∈ (0,0.2) , β = 0.2 , 𝛼 = 0.1 
در این حالت نیز بی نهایت تعادل بیزی داریم که در همەی آنها بازیگر 1 در مجموعەی اطلاعاتی h(اولین مجموعەی 

اطلاعاتی تصمیم گیری) حرکت o را انتخاب می کند(۴ نمره، بخش دوم جواب قسمت ج). 

3) BE3 = {o(ω1(i) , 1-ω1(i)) , ii(𝜑2(i) , 1-𝜑2(i))o} , ω1(i) = 0.2 , 𝜑2(i) ∈ (0,4/9) , 
β = 0.2 , 𝛼 = 0.1 

در این حالت نیز بی نهایت تعادل بیزی داریم که در همەی آنها بازیگر 1 در مجموعەی اطلاعاتی h(اولین مجموعەی 
اطلاعاتی تصمیم گیری) حرکت o را انتخاب می کند(۶ نمره، بخش سوم جواب قسمت ج). 

4) BE4 = {(𝜎1(i) , 1-𝜎1(i))(ω1(i) , 1-ω1(i)) , ii(𝜑2(i) , 1-𝜑2(i))o} , ω1(i) = 0.2 , 𝜑2(i) = 4/9 , 
𝜎1(i) ∈ (0,1) , β = 0.2 , 𝛼 = 0.1 

در این حالت نیز بی نهایت تعادل بیزی داریم که در همەی آنها، نوبت بازی به بازیگر اول در دومین گرەی تصمیم گیری 
می رسد.(۶ نمره، بخش بیزی جواب قسمت ه). 

بررسی تعادل های رشتەای: 
برای بررسی امکان وجود تعادل رشتە ای در هر یک از سری تعادل های بیزی بالا، فرم کلی راهبرد تماماً ترکیبی برای هر 
یک از سری تعادل های بالا را می نویسیم و امکان وجود دست کم یک راهبرد خاص تماماً ترکیبی برای به دست آوردن 
باور های فرض شده را بررسی می کنیم. بدیهتا مقدار 𝛼 مستقل از این راهبرد های ترکیبی خواهد بود و امکان به دست 

آوردن β در رشتەای بودن این تعادل  ها تعیین کننده است: 

1) ξn(i|H) = xn , ξn(i|h) = yn , ξn(i|S3) = zn , ξn(i|S4) = sn 

if n → ∞ : ξn → BE1 
⟹ βn = Pr(Mad) × xn / (Pr(Mad) × xn + Pr(Sane) × xn × zn) = 0.1/(0.1 + 0.9zn) 
بدیهی است که مستقل از فرم انتخاب شده برای مقادیر x و y و z، و رابطەی آنها با یکدیگر، مقدار βn در بی نهایت 
به مقدار 1 میل خواهد کرد که با باور فرض شده در تعادل بیزی مذکور((β ∈ [0,0.2) تناقض دارد و در این دسته از 

تعادل های بیزی، تعادل رشتەای نداریم(٢/۵ نمره، بخش اول جواب قسمت د). 

2) ξn(i|H) = xn , ξn(i|h) = ω1(i) + yn , ξn(i|S3) = zn , ξn(i|S4) = sn 

if n → ∞ : ξn → BE2 
⟹ βn = Pr(Mad) × xn / (Pr(Mad) × xn + Pr(Sane) × xn × zn) = 0.1/(0.1 + 0.9zn) 
بدیهی است که مستقل از فرم انتخاب شده برای مقادیر x و y و z، و رابطەی آنها با یکدیگر، مقدار βn در بی نهایت 
به مقدار 1 میل خواهد کرد که با باور فرض شده در تعادل بیزی مذکور(β = 0.2) تناقض دارد و در این دسته از 

تعادل های بیزی نیز، تعادل رشتەای نداریم(٢/۵ نمره، بخش دوم جواب قسمت د). 

3) ξn(i|H) = xn , ξn(i|h) = 0.2 + yn , ξn(i|S3) = 𝜑2(i) + zn , ξn(i|S4) = sn 

if n → ∞ : ξn → BE3 
⟹ βn = Pr(Mad) × xn / (Pr(Mad) × xn + Pr(Sane) × xn × (𝜑2(i) + zn)) = 
0.1/(0.1 + 0.9(𝜑2(i) + zn)) 
بدیهی است که مستقل از فرم انتخاب شده برای مقادیر x و y و z، و رابطەی آنها با یکدیگر، مقدار βn در بی نهایت با 
توجه به اینکه مقدار 𝜑2(i) حتما کوچکتر از کسر 4/9 است، به عددی بزرگتر از 0.2 میل خواهد کرد که با باور فرض 
شده در تعادل بیزی مذکور (β = 0.2) تناقض دارد و در این دسته از تعادل های بیزی نیز، تعادل رشتەای نداریم(۵/٢ 

نمره، بخش سوم جواب قسمت د). 



4)  ξn(i|H) = 𝜎1(i) + xn , ξn(i|h) = ω1(i) + yn , ξn(i|S3) = 4/9 + zn , ξn(i|S4) = sn 

if n → ∞ : ξn → BE4 
⟹ βn = Pr(Mad) × (𝜎1(i) + xn) / (Pr(Mad) × (𝜎1(i) + xn) + Pr(Sane) × (𝜎1(i) + xn) × 
(4/9 + zn)) = 0.1/(0.1 + 0.9(4/9 + zn)) 
بدیهی است که مستقل از فرم انتخاب شده برای مقادیر x و y و z، و رابطەی آنها با یکدیگر، مقدار βn در بی نهایت 
به مقدار 0.2 میل خواهد کرد که با باور فرض شده در تعادل بیزی مذکور(β = 0.2) همخوانی دارد و در این دسته از 

تعادل های بیزی، تعادل رشتەای داریم(٢/۵ نمره، بخش رشتەای جواب قسمت ه).



 -۲

الف) کمترین بیشینه برای هر دو بازیگر ۰ است. چون:

فرض کنیم بازیگر اول با احتمال p حرکت H را بازی می کند. در این صورت مطلوبیت های بازیگر دوم خواهد بود:

  

بازیگر دوم می خواهد مطلوبیتش را حداکثر کند پس اگر p>2/3 باشد حرکت X را انتخاب می کند و اگر p<2/3 باشد حرکت 
y را انتخاب می کند. پس بازیگر اول برای کمترین کردن این مطلوبیت کافی است p=0  انتخاب کند. به طور مشابه برای 

بازیگر اول کمترین بیشینه مطلوبیت ۰ به دست می آید.

ب) کمترین دلتا وقتی به دست می آید که این استراتژی دنبال شود: در هر مرحله بازیگران حرکت با پیامد 2,2 را بازی 
می کنند و در هر مرحله اگر کسی منحرف شد از مرحلهٔ بعد کمترین بیشینه که تعادل نش نیز هست یعنی 0,0 بازی می شود. 

در این صورت باید داشته باشیم:

بازیگر اول انگیزه انحراف نداشته باشد:   

بازیگر دوم انگیزه انحراف ندارد

ج) ترکیب مطلوبیت دو پیشامد به این صورت تولید می شود: در هر مرحله حرکت ترکیبی (2,2) و (2-,4) بازی می شود به 
این صورت که بازیگر ۲ با احتمال p حرکت H را بازی می کند و با احتمال p-1 حرکت L بازی می کند. فرض می کنیم پس از 

بازی هر حرکت بازیگرها مطلع میشوند که بازیگر رقیب چه حرکتی را با چه احتمالی بازی کرده است. اگر بازیگری تخطی 
کند تا ابد کمترین بیشینه بازی خواهد شد. در این صورت برای عدم انگیزه تخطی هر بازیگر باید داشته باشیم:

بازیگر اول:

 

بازیگر دوم: 

 

YX

-1,12,2H

0,04,-2L

u(X ) = 4p − 2, u(Y ) = p

2
1 − δ

≥ 4 → δ ≥
1
2

 

2p + 4(1 − p)
1 − δ

≥ 4 → δ ≥
p
2

2p +   − 2(1 − p)
1 − δ

≥ p → δ ≥
2 − 3p

p



برای شخصا معقول بودن، باید حرکت ترکیبی از کمترین بیشینهٔ دو بازیگر بیشتر باشد. همچنین بازیگر۲ که باید حرکت 
محض X را بازی کند نباید انگیزهٔ انحراف داشته باشد. پس برای شخصا معقول بودن داریم:

  

  

  

اشتراک چند نامساوی به دست آمده به دست می دهد:  

د) در این حالت برخلاف بخش قبل بازیگران قبل از انجام حرکت می دانند که قرار است کدام حالت بازی شود. در واقع قبل از 
بازی هر مرحله سیگنالی به بازیگران داده می شود که دو حالت a و b دارد. اگر مقدار سیگنال a باشد یعنی بازیگران باید 

حالتی را بازی کنند که به پیامد 2,2 منتهی شود (یعنی بازیگر اول H و بازیگر دوم X بازی کند). اگر سیگنال b باشد یعنی 
بازیگران باید حالتی را بازی کنند که به پیامد 2-,4 منتهی شود. احتمال آمدن سیگنال a برابر با p و احتمال آمدن سیگنال 

b برابر با p-1 خواهد بود. اگر یکی از بازیگران براساس سیگنال بازی نکند تا انتها تعادل 0,0 بازی می شود که کمترین 
بیشینه مطلوبیت است. 

بنابراین بازیگر اول برای این که انگیزهٔ انحراف نداشته باشد باید داشته باشیم:

 

که در آن  u1 مقدار مطلوبیت بازیگر اول است در صورتی که به دستورالعمل سیگنال پایبند بماند. یعنی:

  

در نتیجه:

 

برای بازیگر دوم باید داشته باشیم:

  

که در آن u2 مقدارمطلوبیت بازیگر دوم است در صورتی که به دستورالعمل سیگنال پایبند بنماند:

  

در نتیجه:

2p +   − 2(1 − p) ≥ p → p ≥
2
3

2p +   − 2(1 − p) ≥ 0 → p ≥
1
4

2p + 4(1 − p) ≥ 0 → p ≤ 2

δ ≥
1
3

 2 +
u1δ

1 − δ
≥ 4 

u1 = 2p + 4(1 − p) = 4 − 2p

2 + (4 − 2p)δ
1 − δ

≥ 4 → (2 − p)δ ≥ 1 − δ → δ ≥
1

3 − p

−2 +
u2δ

1 − δ
≥ 0

u2 = 2p − 2(1 − p) = 4p − 2



  

همواره 1/2p>1/(3-p) است بنابراین اشتراک دو شرط به دست آمده روی دلتا به صورت زیر است:

  

−2 + (4p − 2)δ
1 − δ

≥ 0 → (2p − 1)δ ≥ 1 − δ → δ ≥
1

2p

δ ≥
1

2p
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  )هرمن 30( موس لاوس
  :تسا ریز تروصهب یلک تلاح رد يزاب یتخرد رادومن
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 )هرمن 6( )فلا
 تروص رد هراشا دروم يزیب لداعت هک p رواب ندروآ تسدهب يارب .دهدیم ار s = 0 داهنشیپ تلاح ود ره رد E رگیزاب تروص نیا رد
  :میراد دنک اضرا ار لاوس
  :داهنشیپ )R( ندرک در يارب V رگیزاب تکرح ندوب ياهتشر ییلاقع طرش •
 

𝐸𝑈!(𝑅|	𝑝, 𝑠	 = 	0) > 𝐸𝑈!(𝐴	|	𝑝, 𝑠	 = 	0) 
 
0 × 𝑝 + 0 × (1 − 𝑝) > (0 × 𝑁 − 𝐼) × (1 − 𝑝) + (0 × (1 + 𝑁) − 𝐼) × 𝑝 
 
0 > −	𝐼 

 
  .تسا رارقرب لااب ترابع p ره يازاهب نیاربانب ،تسا تبثم يددع هراومه I نوچ
 
𝜋 هک ینامز ،لاثم يارب .دراد s = 0 زا فارحنا هزیگنا هوقلاب روطهب E رگیزاب هک میوشیم هجوتم تقد یمک اب اما =  E رگیزاب ،تسا 0
 دوجو ضحم يزیب لداعت p زا يرادقم چیه يازاهب سپ .دوش فرحنم و دنک بسک يرتشیب تیبولطم s > 0 داهنشیپ اب دناوتیم
  .درادن
 
 

N 

E E 

(0, 0) 

V 

((1-s)N, sN – I) 

π = 	0 
 

((1 – s)(1+N), s(1+N) – I) (1, 0)  

[1 – p] 

R 

[p] 

A R A 

π = 	1 
 

S S 



 )هرمن 6( )ب
  :هن ای دراد فارحنا هزیگنا E رگیزاب ایآ هک مینکیم یسررب ادتبا

 
𝑈"(𝑠 > 0|𝐴) 		> 		𝑈"(𝑠 = 0|𝑅) 
 

𝜋 = 1:   (1 − 𝑠)(1 + 𝑁) > 1     ⇒ 𝑠 <
𝑁

1 + 𝑁
 

 
𝜋 = 0:    (1 − 𝑠)𝑁 > 0				 ⇒ 	𝑠 < 	1 

 
  هن ای تسا رارقرب V رگیزاب ندوب ياهتشر ییلاقع هطبار ،s هزاب نیا يازاهب هک مینکیم یسررب نونکا
 
  :داهنشیپ )A( ندرک لوبق يارب V رگیزاب تکرح ندوب ياهتشر ییلاقع طرش
 

𝐸𝑈!(𝑅|	𝑝, 𝑠	 > 	0) < 𝐸𝑈!(𝐴	|	𝑝, 𝑠	 > 	0) 
 
0 × 𝑝 + 0 × (1 − 𝑝) < (𝑠 × 𝑁 − 𝐼) × (1 − 𝑝) + (𝑠 × (1 + 𝑁) − 𝐼) × 𝑝 
 
0 < 𝑝𝑠	 + 	𝑠𝑁	 − 	𝐼	 

 

𝑝 >
𝐼
𝑠
− 𝑁 

 
  :میراد s هزاب هب هجوت اب
 

𝑠 <
𝑁

1 + 𝑁
      → 									

1
𝑠
>
𝑁 + 	1
𝑁

      → 						
𝐼
𝑠
− 𝑁 >

𝑁 + 	1
𝑁

𝐼 − 𝑁	 → 					p > 	
𝐼
𝑠
− 𝑁 >

𝑁 + 	1
𝑁

𝐼 − 𝑁 

		 
 

p >
𝑁 + 	1
𝑁

𝐼 − 𝑁      →      𝑝𝑁 > 𝐼𝑁 + 𝐼 − 𝑁# 

 
 .درادن دوجو تلاح نیا رد یضحم يزیب لداعت چیه نیاربانب .تسا ضقانت رد لاوس تروص ضرف اب هک

 
 
 )هرمن 4( )ج
 V تکرح ندوب ياهتشر ییلاقع طرش و E رگیزاب فارحنا مدع طرش لبق تمسق رد .تسا لبق تمسق دننام لاماک لداعت طیارش
 یسررب زین ار زیب نوناق اب V رگیزاب ياهرواب يراگزاس طرش ات تسا یفاک نیاربانب .میدرک یسررب ار )A( داهنشیپ ندرک لوبق يارب
  .مینک
 

𝑃 =
𝑃𝑟(π = 1)

𝑃𝑟(π = 1) + 𝑃𝑟(π = 0)
= 𝑃𝑟(π = 1)	 



 
  :اب تسا ربارب ضحم يزیب لداعت يرارقرب یفاک طرش ،لبق تمسق هب هجوت اب
 

p = 𝑃𝑟(π = 1) >
𝑁 + 	1
𝑁

𝐼 − 𝑁  

 
  :تسا ریز تروصهب يزیب لداعت نیاربانب

 

𝑃𝐵𝐸 = @𝑠 > 0, 𝐴𝐴, 𝑝 = 𝑃𝑟(π = 1) >
𝑁 + 	1
𝑁

𝐼 − 𝑁 A  

 
 
  )هرمن 10( )د
  .میتسه ریز يزاب راتخاس رد )separating( وسمهان يزیب ياهلداعت نتفای لابند هب تقیقح رد تمسق نیا رد
 

 

 
 

 
 
  .دنک لوبق ار داهنشیپ دروم کی رد لقادح V رگیزاب هک میبایب ياهنوگهب ار وسمهان ضحم يزیب لداعت دیاب نونکا
 
 
 
 



  :تسا هدش هداد ناشن ریز لکش رد هک درک یسررب ار وسمهان لداعت ود زا یکی ناوتیم يزاب نراقت هب هجوت اب
 

 
 
 
π یتقو E رگیزاب .تسا q = 0 و p = 1 زیب نوناق زا هدافتسا اب تلاح نیا رد =  ار ’s داهنشیپ تروصنیا ریغ رد و s داهنشیپ تسا 1	
 هناگادج تروصهب مادکره هک تسا نکمم تلاح هس ،دنک لوبق ار داهنشیپ رابکی لقادح V رگیزاب هکنآ يارب هولاعهب .دنکیم هئارا
  .دوشیم یسررب
 
𝛑 یتقو V رگیزاب :لوا تلاح • =   )A, R( .دهد ماجنا ار R تکرح تروصنیا ریغ رد و A تکرح تسا 𝟏	
 
  :V رگیزاب يارب
 

π = 1 :     𝐴		 → 		𝑠(1 + 𝑁) − 𝐼 > 0      ⇒ 𝑠 >
𝐼

1 + 𝑁
 

 

π = 0 :     𝑅		 → 		𝑠′𝑁 − 𝐼 < 0      ⇒ 𝑠′ <
𝐼
𝑁

 

 
 :دشاب هتشادن فارحنا هزیگنا هکنآ يارب E رگیزاب
 

π = 1 :      (1 − 𝑠)(1 + 𝑁) > 1      ⇒ 𝑠 <
𝑁

1 + 𝑁
 

 
π = 0 :      0 ≯ (1 − 𝑠)𝑁 
 

π تلاح رد نیاربانب =   .دشاب لداعت دناوتیمن تلاح نیا و دراد فارحنا هزیگنا E رگیزاب 0
 



𝛑 یتقو V رگیزاب :مود تلاح • =   )R, A( .دهد ماجنا ار A تکرح تروصنیا ریغ رد و R تکرح تسا 𝟏	
 
  :V رگیزاب يارب
 

π = 1 :     𝑅		 → 		𝑠(1 + 𝑁) − 𝐼 < 0      ⇒ 𝑠 <
𝐼

1 + 𝑁
 

 

π = 0 :     𝐴		 → 		𝑠′𝑁 − 𝐼 > 0      ⇒ 𝑠′ >
𝐼
𝑁

 

 
 :دشاب هتشادن فارحنا هزیگنا هکنآ يارب E رگیزاب
 

π = 1 :      (1 − 𝑠′)(1 + 𝑁) < 1      ⇒ 𝑠′ <
𝑁

1 + 𝑁
 

 
π = 0 :      0 < (1 − 𝑠′)𝑁      ⇒ 𝑠$ < 1 
 

 ریز تروص هب وسمهان ضحم يزیب لداعت هدمآ تسدهب ياههزاب يور رب نتفرگ كارتشا اب نیاربانب .درادن فارحنا هزیگنا E رگیزاب
  .تسا
 

𝑃𝐵𝐸 = 𝑠 <
𝐼

1 + 𝑁
,   
𝐼
𝑁
< 𝑠$ <

𝑁
1 + 𝑁

  , 𝑅𝐴  , 𝑝 = 1, 𝑞 = 0  

 
 

  )A, A( .دهد ماجنا ار A تکرح تروص ره رد V رگیزاب :موس تلاح •
 
  :V رگیزاب يارب
 

π = 1 :     𝐴			 → 		𝑠(1 + 𝑁) − 𝐼 > 0      ⇒ 𝑠 >
𝐼

1 + 𝑁
 

 

π = 0 :     𝐴		 → 		𝑠′𝑁 − 𝐼 > 0      ⇒ 𝑠′ >
𝐼
𝑁

 

 
 :دشاب هتشادن فارحنا هزیگنا هکنآ يارب E رگیزاب
 

π = 1 :      (1 − 𝑠′)(1 + 𝑁) < (1 − 𝑠)(1 + 𝑁)      ⇒ 	𝑠′ > s 
 
π = 0 :      (1 − 𝑠)𝑁 < (1 − 𝑠′)𝑁      ⇒ 	 𝑠$ < s 

 
 
  .دشاب لداعت دناوتیمن تلاح نیا نیاربانب ،درادن دوجو ’s و s ياههزاب يارب یکارتشا



 عومجم رد هجیتن رد .دوب دهاوخ لکش نیمه هب مه )p = 0 و q =1( وسمهان يزاب رگید تلاح جیاتن ،يزاب نراقت هب هجوت اب نیاربانب
  .دراد دوجو وسمهان يزیب لداعت عون ود
 

𝑃𝐵𝐸 = {𝑠 <
𝐼

1 + 𝑁
,   
𝐼
𝑁
< 𝑠$ <

𝑁
1 + 𝑁

  , 𝑅𝐴  , 𝑝 = 1, 𝑞 = 0}  

 

𝑃𝐵𝐸 = {𝑠′ <
𝐼

1 + 𝑁
,   
𝐼
𝑁
< s <

𝑁
1 + 𝑁

  , 𝑅𝐴  , 𝑝 = 0, 𝑞 = 1}  

 
 
  )هرمن 4( )ـه
• 𝛑 = 𝟎 
  .دنک در ای و لوبق ار نآ هک دریگیم میمصت V رگیزاب و دهدیم ار s داهنشیپ E رگیزاب تلاح نیا رد
 

𝑽:	 L
𝑨  𝒊𝒇  𝒔𝑵 − 𝑰 > 𝟎   ⇒ 𝒔 >

𝑰
𝑵

𝑹  𝒊𝒇  𝒔𝑵 − 𝑰 < 𝟎   ⇒ 𝒔 <
𝑰
𝑵

 

 
 دهدیم حیجرت نیاربانب .تسا تبثم وا دوس ،دنک لوبق رگا یلو دنکیم بسک رفص دوس ،دنک در ار وا داهنشیپ V هک یتروصرد E رگیزاب

𝒔 هجیتن رد .دریذپب ار داهنشیپ V رگیزاب هک > 𝑰
𝑵

  :تسا ریز تروصهب شن ياهلداعت تروص نیا رد .دنکیم داهنشیپ ار 
 

𝑁𝐸	 = 	 @𝒔 >
𝑰
𝑵
,   𝐴A  

 
• 𝛑 = 𝟏 
  .دنک در ای و لوبق ار نآ هک دریگیم میمصت V رگیزاب و دهدیم ار ’s داهنشیپ E رگیزاب تلاح نیا رد
 

𝑽:	 L
𝑨  𝒊𝒇  𝑠$(	𝟏 + 𝑵) − 𝑰 > 𝟎   ⇒ 𝑠$ >

𝑰
𝟏	 + 	𝑵

𝑹  𝒊𝒇  𝑠$(	𝟏 + 𝑵) − 𝑰 < 𝟎    ⇒ 𝑠$ <
𝑰

𝟏	 + 	𝑵

 

 
  .هن ای دراد ار يرگید $𝑠 رادقم هب فارحنا هزیگنا ایآ دید دیاب .دروآیم تسدب 1 تیبولطم دنک در ار داهنشیپ V هک یتروصرد E رگیزاب
 

𝐸:	𝑐ℎ𝑜𝑜𝑠𝑒𝑠	𝐴		𝑖𝑓		(1 − 𝑠$)(1 + 𝑁) > 1      ⇒      𝑠$ <
𝑁

1 + 𝑁
 

 
  .دوب دهاوخ شن لداعت ،$𝑠 ياههزاب كارتشا هجیتن رد

𝑁𝐸	 = 	 @
𝑰

𝟏	 + 	𝑵
	< 𝑠$ <

𝑁
1 + 𝑁

,   𝐴A  



 .2 لاوس
 

 

Y X  
-1,1 2,2 H 
0,0 4,-2 L 

 

 )هرمن 100 زا هرمن 15( )فلا

 :نوچ .تسا 0 رگیزاب ود ره يارب هنیشیب نیرتمک

 :دوب دهاوخ مود رگیزاب ياهتیبولطم تروص نیا رد .دنکیم يزاب ار H تکرح p لامتحا اب لوا رگیزاب مینک ضرف

𝑢(𝑋) = 4𝑝 − 2, 𝑢(𝑌) = 𝑝 

 باختنا ار y تکرح دشاب p<2/3 رگا و دنکیم باختنا ار X تکرح دشاب p>2/3 رگا سپ دنک رثکادح ار شتیبولطم دهاوخیم مود رگیزاب
 هنیشیب نیرتمک لوا رگیزاب يارب هباشم روط هب .دنک باختنا  p=0 تسا یفاک تیبولطم نیا ندرک نیرتمک يارب لوا رگیزاب سپ .دنکیم
 .دیآیم تسد هب 0 تیبولطم

 

 )هرمن 100 زا هرمن 25( )ب

 رگا هلحرم ره رد و دننکیم يزاب ار 2,2 دمایپ اب تکرح نارگیزاب هلحرم ره رد :دوش لابند يژتارتسا نیا هک دیآیم تسد هب یتقو اتلد نیرتمک
 :میشاب هتشاد دیاب تروص نیا رد .دوشیم يزاب 0,0 ینعی تسه زین شن لداعت هک هنیشیب نیرتمک دعب ٔ◌هلحرم زا دش فرحنم یسک

! :دشاب هتشادن فارحنا هزیگنا لوا رگیزاب
"#$

≥ 4 → 𝛿 ≥ "
!
	 

 درادن فارحنا هزیگنا مود رگیزاب

 

 )هرمن 100 زا هرمن 35( )ج

 اب 2 رگیزاب هک تروص نیا هب دوشیم يزاب (2-,4) و (2,2) یبیکرت تکرح هلحرم ره رد :دوشیم دیلوت تروص نیا هب دماشیپ ود تیبولطم بیکرت
 هک دنوشیم علطم اهرگیزاب تکرح ره يزاب زا سپ مینکیم ضرف .دنکیم يزاب L تکرح p-1 لامتحا اب و دنکیم يزاب ار H تکرح p لامتحا
 يارب تروص نیا رد .دش دهاوخ يزاب هنیشیب نیرتمک دبا ات دنک یطخت يرگیزاب رگا .تسا هدرک يزاب یلامتحا هچ اب ار یتکرح هچ بیقر رگیزاب
 :میشاب هتشاد دیاب رگیزاب ره یطخت هزیگنا مدع

 :لوا رگیزاب

2𝑝 + 4(1 − 𝑝)
1 − 𝛿 ≥ 4 → 𝛿 ≥

𝑝
2 

 :مود رگیزاب

2𝑝 +	−2(1 − 𝑝)
1 − 𝛿 ≥ 𝑝 → 𝛿 ≥

2 − 3𝑝
𝑝  



 :میراد ندوب لوقعم اصخش يارب سپ .دشاب رتشیب رگیزاب ود ٔ◌هنیشیب نیرتمک زا یبیکرت تکرح دیاب ،ندوب لوقعم اصخش يارب

2𝑝 +	−2(1 − 𝑝) ≥ 0 → 𝑝 ≥
1
2 

2𝑝 + 4(1 − 𝑝) ≥ 0 → 𝑝 ≤ 2 

δ :دهدیم تسد هب هدمآ تسد هب يواسمان دنچ كارتشا ≥ 1 

 

 )هرمن 100 زا هرمن 25( )د

 هلحرم ره يزاب زا لبق عقاو رد .دوش يزاب تلاح مادک تسا رارق هک دننادیم تکرح ماجنا زا لبق نارگیزاب لبق شخب فلاخرب تلاح نیا رد
 2,2 دمایپ هب هک دننک يزاب ار یتلاح دیاب نارگیزاب ینعی دشاب a لانگیس رادقم رگا .دراد b و a تلاح ود هک دوشیم هداد نارگیزاب هب یلانگیس
 2-,4 دمایپ هب هک دننک يزاب ار یتلاح دیاب نارگیزاب ینعی دشاب b لانگیس رگا .)دنک يزاب X مود رگیزاب و H لوا رگیزاب ینعی( دوش یهتنم
 يزاب لانگیس ساسارب نارگیزاب زا یکی رگا .دوب دهاوخ p-1 اب ربارب b لانگیس ندمآ لامتحا و p اب ربارب a لانگیس ندمآ لامتحا .دوش یهتنم
 .تسا تیبولطم هنیشیب نیرتمک هک دوشیم يزاب 0,0 لداعت اهتنا ات دنکن

 :میشاب هتشاد دیاب دشاب هتشادن فارحنا ٔ◌هزیگنا هک نیا يارب لوا رگیزاب نیاربانب

	2 +
𝑢"𝛿
1 − 𝛿 ≥ 4	 

 :ینعی .دنامب دنبیاپ لانگیس لمعلاروتسد هب هک یتروص رد تسا لوا رگیزاب تیبولطم رادقم u1  نآ رد هک

𝑢" = 2𝑝 + 4(1 − 𝑝) = 4 − 2𝑝 

 :هجیتن رد

2 +
(4 − 2𝑝)𝛿
1 − 𝛿 ≥ 4 → (2 − 𝑝)𝛿 ≥ 1 − 𝛿 → 𝛿 ≥

1
3 − 𝑝 

 :میشاب هتشاد دیاب مود رگیزاب يارب

−2 +
𝑢!𝛿
1 − 𝛿 ≥ 0 

 :دنامنب دنبیاپ لانگیس لمعلاروتسد هب هک یتروص رد تسا مود رگیزاب تیبولطمرادقم u2 نآ رد هک

𝑢! = 2𝑝 − 2(1 − 𝑝) = 4𝑝 − 2 

 :هجیتن رد

−2 +
(4𝑝 − 2)𝛿
1 − 𝛿 ≥ 0 → (2𝑝 − 1)𝛿 ≥ 1 − 𝛿 → 𝛿 ≥

1
2𝑝 

 :تسا ریز تروص هب اتلد يور هدمآ تسد هب طرش ود كارتشا نیاربانب تسا 1/2p>1/(3-p) هراومه

δ ≥
1
2𝑝 

 



𝑝( ییلاقع يدرف طرش اب نآ كارتشا هک ≥ "
!
		 لبق 	 شخب 	 δ هب )هباشم ≥  .تسا هابتشا لاوس زا شخب نیا هجیتن رد و میسریم  1

 


