
                                                            (61/66/6312:روزرسانیبه)                 ونفتسازيدرمهندسيشيميهايبهينهروش

 

 1 

  ( Programming  Quadratic )ریزی مجذوری  برنامه – پنجمفصل 


ریزی  ، موسوم به برنامهی باشدسازی که تابع هدف آن به فرم مجذوری باشد و دارای قیود به فرم خطّ أله بهینههر مس

ان آن را در تو ریزی مجذوری به تنهایی کاربرد فراوانی داشته و در عین حال می برنامه تحلیل. باشد مجذوری می

 .های لاگرانژ افزوده نیز به کار گرفت مجذوری متوالی و روشریزی  مسائل دیگری نظیر برنامه

 :تواند بیان شود  به صورت زیر می  QP یک فرم کلی مسئله
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nیک ماتریس متقاارن   Gکه  ریوبه ط n  ، وI  هاای قیاود مسااوی و     هاای متنااهی از اینادکس    همجموعا

Iiمؤلفه هستند و  nهمگی دارای  { ia}و d ،xهمچنین بردارهای. باشند می( ترتیب  به) نامساوی   . 

تواناد در نناد تاارار     ی مای د باه طاور کلّا   مقی ا  QPهستند و به طور تحلیلی قابل حلّ ، کاملاًامقیدن QPمسائل 

اگار مااتریس   . تعداد تارار یا همگرایی بستگی به مشخصات تابع هدف و مقدار قیود نامساوی دارد. مشخص حل شود

ب اسات و قطعااً راه حال آن    یک مساأله محاد    QPن باشد ، آنگاه مسأله ، یک ماتریس مثبت نیمه معی  Gهسیان 

 ب همیشه یک مینیمم دارند، یعنای حالّ  محد  QPمسائل . ریزی خطی خواهد بود شود و از کلاس برنامه همگرا می

به عنوان پشتیبانی ریاضای   KKTه ب از قضیمحد  QPاستاندارد  باشد و لذا حلّ محلی آن، مینیمم مطلق نیز می

های مبتنی بر جستجو  ت کرد که الگوریتمباید دقّ. گیرد بهره می برای حلّ ( Simplexنظیر روش )  LPو از ماشین 

نیسات و در   ینند ولی از آنجائیاه ساختار تابع هدف مجذوررا حل ک QPتوانند مسأله  نیز می( مبتنی بر تعریف ) 

 )گار  ه قیاود خطای تشاایل یاک دساتگاه ناسااز      ای آن ساختار خطی به خاود گرفتاه و همارا    ات پارهیه مشتقّجنت

Underdetermined  )ریازی ریاضای    دهند، لذا برناماه  می (  قضایهKKT  )     باه هماراه ماشاین حالLP  (  نظیار

محدب ، فرم اولیه زیار را   QP، مسأله کنیم در ادامه فرض می. ترین یا اولین انتخاب خواهد بود بدیهی( سیمپلاس 

 :دارد 

 (نحوه حذف یا همراهی قیود مساوی قبلاً بحث شده است ) 
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(3)                                                             (m   تا نامعادله      )                        BxA            

..TS 
(4)                                                          (n   تا نامعادله                   )             0x 

xDx به طوریاه جمله
T     بوده و ( ف دتابع ه) مشخصه مجذوری بودن مسألهD  ودر ) یک ماتریس متقارن

نگاه مسأله یک برنامه ریزی خطی یک ماتریس صفر باشد، آ Dاگر . می باشد( ، مثبت معین صورت محدب بودن

miبرای )  is با معرفی متغیرهای کمبود. رد استااستاند ,...,2,1  )و it  ( برایni ,...,2,1 )  و تبدیل قیود

2 اضافه کردن) به مساوی ( 3)نامساوی 

is  ) به قیود مساوی یا معادلات معمولی ( 4)و همچنین قیود نامساوی (

2 تفاضل

jt )شود  ، به مسأله مجذوری مقید زیر تبدیل می، مسأله مجذوری مقید نامساوی: 
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 :باشند  می( ( 3)تعریف شده در )  A، ستون های ماتریس  jA به طوریاه بردار

mj ,...,2,1       ,          
T

jnjjj aaaA ]...[ 21  

( ( 7)بارای   و باردار  ( 6)بارای   بردار ) ، با تعریف لاگرانژین جهت تمشیت قیود برنامه ریزی ریاضی الگوریتم 

 : شود  شروع می

 

(8) 

 

)(

)(

2

1
),,,,(

2

1

2

1

jj

n

j

j

ii

T

i

m

i

i

TT

tx

bsxA

xDxxcTsxL





















 

 :می نویسیم ( تابع لاگرانژین ) شرط مینیمم شدن را برای تابع هدف جدید 

 

(9) 

 
nj ,...,2,1 0و                       

11








jij

m

i

ii

n

i

ijj

j

axdc
x

L
 

(11) 

 
mi ,...,2,1                                                                     02و 




ii

i

s
s

L
 

(11) 

 
nj ,...,2,1 02و                                                                   




jj

j

t
t

L
 

(12) 

 
mi ,...,2,1                                            0و

2





ii

T

i

i

bsxA
L


 

(13) 

 
nj ,...,2,1 0             و                                        

2





jj

j

tx
L


 

 (: LPجهت سهولت و تبدیل به فرم ) با تعریف متغیرهای جدید 

(14) mi ,...,2,1       0                      و
2
 ii sy 

 

ت توان واحد معرفی کنیم ولای در الگاوریتم حال    کمبود را از اول به صور/دقت کنید ، می توانستیم متغیرهای مازاد

ایان در حاالی مای باشاد کاه از اول نیات اساتفاده از الگاوریتم         . شرط یا تضمین مثبت بودن آن ها را رعایت کنایم 

(  NPL)لذا برای انعطااف در حال کلای برناماه ریازی ییرخطای       . را داشته باشیم LPسیمپلاس یا ماشین حل 

 :را می توان به صورت زیر نوشت ( 12)معادله  .مازاد را به صورت ییرخطی اعمال کردیم/متغیرهای کمبود

(15) mi ,...,2,1       و           iii

T

i ysbxA 
2   
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 :رسیم  ی، به جفت معادله تبدیل شده زیر م jtدر ( 11)و معادله  isدر ( 11)ب طرفین معادله ربا ض

 

(16)           mi ,...,2,1       0                  و
2

 iiii ys  

(17) nj ,...,2,1 0                                      و         
2
jjt 

 

، به معادلات زیر مای رسایم کاه ترکیاب     ( 17)و ( 13)و همچنین ترکیب معادلات ( 16)و ( 15)عادلات با ترکیب م

 :خطی دارند 

(18) mi ,...,2,1        0                             و)(  i

T

ii bxA 

(19) nj ,...,2,1 0ii                                          و          x 

 :م خطی زیر در می آید ردر نتیجه شرایط لازم به ف
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(21) mi ,...,2,1       و                                  ii

T

i ybxA  

(22) nj ,...,2,1  0jx                                                      و         

(23) mi ,...,2,1       0                                                      وiy 

(24) mi ,...,2,1       0                                                      وi 

(25)     nj ,...,2,1  0j                                                     و        

(26) mi ,...,2,1                                         0                وii y 

(27) nj ,...,2,1 0jjو                                                          x 

 

ست ، از طرفی ا LP، بسیار شبیه به مسأله استاندارد ( 27)و( 26)، به جز معادلات مزدقت کنید که شرایط لا

نظر شاخص های  ، از(   bilinear)فرم های دوخطی ! )  خیلی هم ییرخطی نیست( 27)و ( 26)معادلات ییرخطی 

ز ماشین حل سیمپلاس استفاده ، لذا اگر بخواهیم ا(، در گروه رفتاری ملایم قرار می گیرند میزان ییرخطی بودن

،  KKTبه لسان ( ) 27)و( 26)، یعنی الگوریتمی که دو دسته معادله د یافته؛ باید از یک سیمپلاس بهبوکنیم

شرط ، دسته معادلات به طور خلاصه. یمباید بهره بگیر را ارضاء کند( کمبود /شرط جامعیت قیود یا متغیرهای مازاد

، یک زیردستگاه گر به جای این معادلات، ییرخطی شوند و ااند که دستگاه معادلات جبری ، باعث شدهجامعیت

کافی بود دستگاه خطی را حل ! سازی دیگر نداشتیم  به کمپلاس یا دو الگوریتم بهینه ، آنگاه نیازیخطی داشتیم

( 26)به هر حال ، نه بخواهیم و نه نخواهیم ، معادلات . کنیم و جواب را نک کنیم آیا همگی مثبت هستند یا خیر

، یک دستگاه ناقص یا ناسازگار ( 21)و ( 21)د و اگر آنها را مستثنی کنیم ، دستگاه حضور دارن( 27)و

(Underdetermined  )سازی بخواهیم بهره  اشد و اگر از الگوریتم های بهینهب به زعم حل دستگاههای جبری می

رت مجموع مربعات ، عبا یک پیشنهاد طبیعی برای تابع هدف. باشد ین قدم تعریف یک تابع هدف می، اولبگیریم

0به صورت ( ) 21)و ( 21)معادلات  ii

T

i ybxA  ) ،(26 )این تابع هدف مناسب روش . می باشد( 27)و

این در حالیست که . باشند می( جستجو ) عاً مبتنی بر تعریف باشد که نو می(  NLP)های برنامه ریزی ییرخطی 

پذیر و  ، مدیریتهای قوی اند که بتوان از روتین تابع هدف را طوری تعریف کرده ،حققیناندرکاران و م برخی دست

کند که به جواب بهینه   دقت کنید روش سیمپلاس گارانتی می. مثل روش سیمپلاس استفاده کرد LPپذیر  تعقیب

  degeneracyباشد ، اماان ندارد روش سیمپلاس گزارش  بموردنظر محد QPکه مسأله  در صورتی) برسد 

، تعریف تابع هدف با استفاده از KKTیک روش پیشنهادی برای استفاده از سیمپلاس جهت حل دستگاه (. باند

 :به صورت زیر می باشد ( 21)در معادله  izمتغیر های مجازی 
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   :را به شال زیر تعریف می کنیم  LPتابع هدف و در نتیجه مسأله  ولذا

(29) 
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 :را طوری حل کنیم که همواره دو شرط زیر برقرار باشند  LPت کرد که فقط باید دق 

(31) mi ,...,2,1         0                    وii y                                              

     nj ,...,2,1 0jj              و                 x                            

ای دیگر یا هنگام  ای به گوشه ، باید هنگام حرکت از گوشهدو شرط مذکور نیز بسیار ساده استناته و نحوه رعایت 

به طور jو  jxو همچنین جفت  iو  iyانتخاب متغیرهای اساسی و ییراساسی یا جدید مواظب باشیم هر دو 

و همچنین  iیا  iyیعنی ) همزمان در زمره متغیرهای اساسی یا محاسباتی قرار نگیرند بلاه لااقل یای از آن دو 

jx یا j ) قرار بگیرند( متغیرهای فیاس یا صفر ) در زمره متغیرهای ییراساسی. 

 

 :زیر  QPمطلوبست حل مسأله  : مثال

      
2

221
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11 224 xxxxxf       Minimize   

      62 21  xx                     ..TS 
                                            04 21  xx                                     

02 x  01و x                        

                                          

 :با معرفی متغیرهای مازاد وکمبود :  حل     
2

22 t  2 و

11 t  2 و

22 sy   2و

11 sy    

 مسأله به شال زیر درمی آید 
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 ماتریس مجذوری همان












42

22
53 هژبا مقادیر ویا         و لاذا  هساتند   مای باشاد کاه هار دو مثبات

 .محدب روبرو هستیم QPاست و در نتیجه با مسأله (  pd)مثبت معین  مذکور ماتریس 

 :به صورت زیر درمی آید  LPبعد از نوشتن شرایط لازم و مرتب سازی ، دستگاه 
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4222 112121  zxx  
0442 222121

1
 zxx  

62 121  yxx 

04 221  yxx 
 :شرایط جامعیت قیود   * 

                        011 x               011و y 

   022 x            022و y 

سایر همین حالت برای . نباید همزمان در زمره متغیرهای اساسی قرار بگیرند(  1yو 1) گاه جفت  یعنی هیچ

 .نیز جاریست ( 2xو 2) و (  1xو 1) ، (  2yو 2) جفت های 

21تابع هدف نیز به صورت  zzg  پلاس فاز می باشد ، که بسیار شبیه به سیمI  می باشد! 

برنامه ریزی )  4که در فصل  Iسازی برای استفاده از روش حل سیمپلاس ساده ، فاز جهت سهولت و یاپارنه 

 :شرح داده شد ، متغیرها را به صورت زیر شماره گذاری می کنیم ( خطی 

22 xx      11و xx  

28 yx     17و yx     26و x   15و x   24و x   13و x 

210 zx      19و zx  

 ( :که همزمان نباید اساسی شوند ) جفت های ممنوعه 

   1151 ,, xxx            و   1173 ,, yxx  

   2262 ,, xxx            و   2284 ,, yxx  

 :یگزینی و بازترکیب اج

40000222 10987654321  xxxxxxxxxx 

00000442 10987654321  xxxxxxxxxx 

600000002 10987654321  xxxxxxxxxx 

000000004 10987654321  xxxxxxxxxx    

10333 10987654321  gxxxxxxxxxx   ( تابع هدف فازI ) 

به انتخاب متغیرهای اساسی دقت کنید ، آنهایی را )  :کنیم  Iرا وارد تابلوی سیمپلاس فاز  ات بالااگر اطلاع

 . (ممنوعه شرکت نمی کنندی دارند و در عین حال در جفت های گرفتیم که فرمت یاسان

نتیجه شرط  ه شرکت نارده اند و دردقت کنید در روش انتخابمان ، متغیرهای اساسی در جفت های ممنوع        

 .جامعیت قیود برقرار است

 

                                                                                                                                      

b g 

10x

B
 

9x

B
 

8x

B
 

7x

B
 

6x

N
 

5x

N
 

4x

N
 

3x

N
 

2x

N
 

1x

N
 

 

4 0 0 1 0 0 0 -1 1 2 -2 2 
9x 

0 0 1 0 0 0 -1 0 -4 1 4 » « -2 
10x 

6 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 2 
7x 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -4 1 
8x 

4 » « 1 0 0 0 0 -1 -1 -3 3 2 0  
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خواهیم حل دستگاه را با ماشاین   می، نون معادله اول نوشتیم دقت کنید که متغیرهای مجازی را فقط برای دو

از جماع  (  idعناصار  ) فقط باید توجه داشت که سطر آخر تاابلو  . انجام دهیم Ιحل سیمپلاس آنهم فقط فاز 

 !!، فأفهم آیند عناصر دو سطر اول بدست می

را 3xمتنااظر باا   (  3بزرگتارین مثبات ،   ) اید ساتون ساوم   اگر بخواهیم از سیمپلاس معمولی استفاده کنیم ب

 :تست نسبت را برقرار می کنیم . انتخاب کنیم

 

ت یعنی بمی باشد ، باید کوناترین نسبت مثهمانطور که از تست نسبت معلوم 
1

که متناظر با سطر دوم  ، 0

، فلذا مجموعه جدید متغیرهای ییراساسی 10xاساسی می شود و 3xدر نتیجه . هست را اختیار کنیم 10xیا 

در  QPناته سیمپلاس بهبود یافته برای مسائل . 8xو  9x ، 3x   ،7x :شود  اساسی یا محاسباتی می

توانند همزمان در مجموعه متغیرهای  دهند و نمی تشایل جفت ممنوعه می  7xو 3x، دو متغیر همین جاست

، ستون محوری را عوض برای حل این معضل. ت داشته باشندشرک( همگی مثبت ) ساسی  محاسباتی یا ا

مناسب  کاندیدای. مثبت باشدمقدار گردیم که از نظر مقداری بعد از بزرگترین  ستونی مینبال د هکنیم و ب می

داده شده باشد که از تابلوی سیمپلاس با فلش دوبله نشان  می( 2 معادل ) ستون دوم ( هزینه تقلیلی ) ضریب 

ری را نه متغیای جباید   2x، برای ایناه بدانیمستون متناظر محوری است و باید اساسی شود 2x پس. است

 :دهیم  بگیرد ، تشایل تست نسبت می

 

ratio b 2x سطر BV 
 4 2- 1 9x 

4
0 0 4 2 10x 

1
6 6 1 3 7x 

 0 4- 4 8x 

نمی آوریم ، نرا که اگر صورت معاادل   نسبت های شامل عدد منفی در مخرج را در لیست مقایسه یا امتحان: نکته 

 !!، نمی توان تشخیص داد که نسبت مزبور یک عدد بسیار کونک مثبت است یا منفی ، فأفهم صفر باشد

می شود  عوض10xبا  2xنهایت ایناه . می باشد 10x متناظر با ،، سطر دومیا قید محدود کنندهسطر محوری 

باشد که هیچ ترکیبی از آنها  می{  8xو  7xو  2xو 9x} و مجموعه متغیرهای اساسی جدید به صورت 

عنصر محوری از تضارب سطر . شود دهند و در نتیجه شرط جامعیت قیود ارضاء می تشایل جفت ممنوعه را نمی

. است مشخص شده  « »و با علامت پررنگ شدهکه در تابلوی اول ، (  4عدد ) و ستون محوری بدست می آید 

به صفر  gنتایج و تابلوها تا مینیمم شدن . کافیست محورگیری کنیم و عملیات سطری حذفی انجام دهیم

 .آید متعاقباً می
  

ratio b 
3x سطر BV 

2
4 4 2 1 

9x 

1
0 0 1 2 

10x 

 6 0 3 
7x 

11 0 0 4 
8x 



                                                            (61/66/6312:روزرسانیبه)                 ونفتسازيدرمهندسيشيميهايبهينهروش
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b g 
10x

N
 

9x

B
 

8x

B
 

7x

B
 

6x

N
 

5x

N
 

4x

N
 

3x

N
 

2x

B
 

1x

N
 

 

4 0 2
1 1 0 0 2

1

 
-1 1- 

2
5 0 1 9x 

0 0 4
1 0 0 0 4

1

 
0 1- 

4
1 1 2

1 
2x 

6 0 4
1

 
0 0 1 4

1 0 1 4
1

 
0 «

2
5» 7x 

0 0 1 0 1 0 1- 0 4- 1 0 1- 
8x 

4 » « 1 2
1

 
0 0 0 2

1

 
-1 -1 2

5 0 1  

b g 

10x

N
 

9x

N

 
8x

B

 
7x

B
 

6x

N
 

5x

N

 
4x

N
 

3x

N
 

2x

B
 

1x

B

 

 

5
8 0 5

3 1 0 5
2

 
5

3 -1 5
7

 
«

5
13» 0 0 9x 

5
6 0 5

1 0 0 5
1 

5
1 0 5

4

 5
1 1 0 2x 

5
12 0 10

1

 
0 0 5

2 
10

1 0 5
2 

10
1 0 1 1x 

5
12 0 10

9 0 1 5
2 

10
9 0 5

18

 
10

9 0 0 8x 

«
5

8» 1 5
2 0 0 5

2

 5
3 -1 5

7

 5
13 0 0  
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 :، الگوریتم متوقف می شود  gبا صفر شدن  
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88 f                 
13

14
2 


x       و

13
32

1 


x 

 

 

 

 

b g 10x 9x 8x 7x 6x 5x 
4x 3x 

2x 1x  

13
8 0 13

3 
13

5 0 13
2 

13
3 13

5

 
13

7 1 0 0 9x 

13
14 0 13

2 
13

1 0 13
3 

13
2 

13
1 

13
9 0 1 0 10x 

13
32 0 13

1 
26

1 0 13
5 

13
1 26

1

 
26

9 0 0 1 7x 

13
24 0 13

9 
26

9 1 13
7 

13
9 26

9 
26

81 0 0 0 8x 

» 0 « 1 1- 1- 0 0 0 0 0 0 0 0  


