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ريزيخطيبرنامه–4فصل

:تصوريمباد،مفاهيماساسي

 .شوند يك تركيب خطي ظاهر مي به شکلتابع هدف و قيود  -1
بيلان جرم و انرژی ظاهر  به صورت( معمولاً)قيود  باشد آنگاهماكروسکوپيك  مسئلهك ي به فرم یساز اگر مدل -2

 .شوند مي
)(21 مثل)افتد  مقدار مينيمم يا ماگزيمم در مرزها اتفاق مي -3 xxxf ). 
 (.0ix) شوند ضمني ظاهر مي به طورزير قيود  -4
 .يسيكد نونه ، است Planning به مفهومريزی  برنامه -5
 .را گنجاند ها آنتوان  ولي در الگوريتم جامع مي (با جايگزينيحذف )د مساوی نداريم وقي -6
 .تبديل شود  به نهاد مسئلهفرمولاسيون بايد منجر به يك  -7
  یساز نهيفرا بهآناليز و تحليل   -8

 .توان هم مينيمم و هم ماگزيمم را تعيين نمود تحت شرايط خاص، مي -9

بهار تحليلهي آن    بهه خهاطر   آن ههم وجود دارند كه در اينجا بهه اوللهي و    LPبرای  Karmarkarو  Simplexدو روش   -11

 .پردازيم مي

:قصدوچگونگيآموزش،نقشه

تنگناهها   ،آن در ضمنكرده و  شهودی مطرح به طورگرافيکي ايده را  -دستي  حلكنيم، با  طرح مي رهيمتغ يك مثال دوابتدا، 

تعميم ( جبری) رهيچند متغكامپيوتری برای مسائل  حلرا به ( هندسي)دستي  حلسپس شويم،  را يادآور مي هو نکات مربوط

 . دهيم مي

مبنهای  ) :گيهری  تصهميم  یشامل تعريف تابع هدف بهر حسهب متغيرهها    مسئلهفرمولاسيون  (اختلاط در پالايشگاه مسئله) - (هيپا)مثال 

 (بشکه  : حجم
 ها هزينه       فروش       

  36$بنزين                                 
 

 
 1# نفت خام           24$ 24$نفت سفيد                          
 2# نفت خام           15$ 21$نفت كوره                        

     10$قير                                   

                                                  
  (پالايش)درصد پردازش  (شکه در روزب)ماگزيمم ظرفيت پالايش 

 #2 #1  
 بنزين 80 44 24000
 نفت سفيد 5 10 2000

 نفت كوره 10 36 6000

 قير 5 10 

 پالايشهزينه توليد و ( $) 0.5 1.00 

 

نظير نگاه كلان به پالايشگاه، ظرفيت و درصد پردازش، الزامات تعريهف   یساز نهيبه شيپفرمولاسيون يا  یها ظرافتبه : نکته 

 .تابع هدف و قيود توجه كنيد

                                                           
1
 Well-posed 

2
 Post-optimization 

 

 پالايشگاه
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تعريف   )كنهيم   بينهيم تعريهف   هرچهه متغيهر مهي   ( شکل بالا)كه در فرمولاسيون  است نيارسد  مي به ذهنكه  چيزی نياول 

 :(گيري رهاي تصميممتغيّ
 1x 1# وی نفت خامفلبشکه در روز،   4x توليد نفت سفيد( ظرفيت) ویفل

 2x 2# وی نفت خامفل ،بشکه در روز  5x توليد كوره( ظرفيت)وی فل

 3x توليد بنزين( ظرفيت)وی فل  6x توليد قير( ظرفيت)وی فل

 .شوند گيری مي ها متغير تصميم نوعاً دبي( Blending/Pooling)در مسائل اختلاط : نکته
 

 xfMaximize)( =  سود  ( = عايدی)درآمد  -هزينه مواد خام  -هزينه توليد               :تابع هدف

6543 10212436 xxxx  درآمد 

21 1524 xx  هزينه مواد 

215.0 xx  هزينه توليد 

 :كه همان بيلان جرم است (روابط) یساومقيود : قيود

321 44.080.0 xxx   :بنزين 

421 10.005.0 xxx   : نفت سفيد 

521 36.010.0 xxx   : نفت كوره 

621 10.005.0 xxx   : (باقيمانده)قير 

 

، (در محيط متخلخل)ها  سازی شبکه حفره ها نظير مدل در مسائل اختلاط و به مفهوم وسيع كلمه در مسئله شبکه: نکته

 .رويم، فأفهم و أغتنم ها مي سراغ گره ابتدا قيود مساویانتقال گاز، برای تعريف /كشي و توزيع توزيع و انتقال قدرت يا لوله
 

 :قيود نامساوي

6000

2000

24000

5

4

3







x

x

x

 

 :(lower bounds)نامساوي قيود 

 (امه خواهيم گفتد، در انويسيم چرا بقيه را نمي)
0,0 21  xx 

 

 :كنيم قيود مساوی را حذف مي ،(يا حل دستگاه) جايگزيني مستقيمنهايتاً با 

Txxxكه  طوری  به ][ 21     21يا 8.101.8)( xxxfMaximize   :(سازی  ماگزيمم) تابع هدف 

 
21 8.101.8)( xxxfMinimize   :(سازی  مينيمم) تابع هدف 

  (A)بنزين 

 (B)نفت سفيد 

 (C)نفت كوره 













600036.010.0

200010.005.0

2400044.080.0

21

21

21

xx

xx

xx

 

 قيود: 

 ؟چرا ،نوشتيمنقير را  :سئوال

كنيم وگرنه در الگوريتم  محض سهولت فهم حذف مي آن همو استثنائاً در اين مسئله ابتدايي و ساده قيود مساوی را : نکته

 .برقرار استافزاری تجاری امکان درج قيود مساوی  های نرم يا بسته( شود در انتهای فصل بحث مي)جامع 

در تابع هدف  1-توان هميشه از ضرب  مي( و بالعکس)سازی   سازی به ماگزيمم  آيا برای تبديل مسئله مينيمم :سئوال

 استفاده كرد؟

0ريزی رياضي  برنامه) تحليلي به صورترا  مسئله




ix
f) فاقي دارد گرافيکي ببينيم چه اتّ به طورپس  ،توان حل كرد نمي

 .                افتد مي
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 رسم. ايم را رسم كرده قيوددر اين شکل فقط 

شامل نيز را تابع هدف  راسکال مقدار دقيق،

و مکان آن يك  بودهعمود بر صفحه  كه شود مي

، كنتورها يا تر پايينصفحه است، در شکل 

 .شده استرسم مقادير تابع هدف نيز 

 

 
بينيد مقدار  تصاوير را حركت دهيد، مي :نکته

 .فتداُ ماگزيمم در نقاط تقاطع اتفاق مي

 :است راست خط به صورتمکان تصاوير  :نکته

8.10

1.8
8.101.8 1

221

xf
xxxf


 

معادل  يعني خطي با شيب
8.10

1.8
 از ضو عر 

برابر با  أمبد
8.10

f( متناسب باf). 

 

 
 اتفاق B و A فهميديم كه ماگزيمم در محل تقاطع قيود( حركت با شيب بلا تغيير خط تابع هدف)شهودی  به طورپس 

 :فتداُ مي

$2867408.101.8)(

6900,26200

21

21









xxxf

xx
 

 

 پس از حل









200010.005.0)(

2400044.080.0)(

21

21

xxB

xxA
 

 :ها نيز مقدار تابع هدف را بيابيم گوشه بد نيست در بقيه
$180000)16667,0( f  تقاطعC 01) محور قائم با x) 

$256500)12500,15000( f  تقاطعB با C 

$243000)0,30000( f تقاطع A 02) با محور افقي x) 

فتد اُ در ماگزيمم توليد بنزين و نفت سفيد اتفاق مي( صرفه اقتصادی)يعني ماگزيمم سود  ،Bو  A تقاطع: تعبير فيزيکي

 .ولي نفت كوره نه( Bو هم خط  است Aچون نقطه تقاطع هم روی خط )

نهايت  در دو مرحله، از بي: گردد مبني بر مينيمم زحمت، جستجو و تکرار يادآوری مي ينيبه گزمجدداً ايفای شعار  :نکته

 .نقطه بهينه كانديدا به چند نقطه محدود رسيديم

 Degenerateايهوجواببهنهادمسئله

 -گرافيکي  به صورترا  يچنين اينرسيم، مسائل  به يك جواب يگانه مينيمم يا ماگزيمم نمي ،را فرموله نکنيم مسئلهاگر خوب 

 .شکالي در كار استقابل تميز نيست و معمولاً يك اِ يبه راحتكنيم كه در ابعاد بزرگ  شهودی بيان مي
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 :نظر بگيريد در ل گرافيکي زير راحو  مسئله :کتاينا جواب ( 1)

 

















0,

)(124

)(3056

5.00.2)(

21

21

21

21

xx

Bxx

Axx

toSubject

xxxfMaximize

 

 .(است یموازيکي است،  Bشيب خط تابع هدف با شيب )سه معادله تابع هدف و قيود استقلال خطي ندارند  :نکته

 :و حل گرافيکي زير را در نظر بگيريد مسئله :بهينه نامحدود جواب( 2)

 

















0,

)(3

)(03

)(

21

2

21

21

xx

Bx

Axx

toSubject

xxxfMaximize

 

 . افتد بهينه در آن اتفاق مي مييبگوگوشه ديگری نداريم تا  :نکته

 : و حل گرافيکي زير را در نظر بگيريد مسئله :منطقه جواب ممکن اصلاً نداريم( 3)

 

















0,

)(04

)(2

)(

21

21

21

21

xx

Bxx

Axx

toSubject

xxxfMaximize

 

 .اشتباه در بردار ثوابت يا ضرايب :نکته

 :ر شدتوان متصول چهار حالت مي LPكلي، برای هر مسئله  به طور

 اصلاً جواب نداشته باشد، -1

 داشته باشد،( باز)يك جواب نامحدود   -2

 يك جواب يگانه بهينه داشته باشد و  -3

 .نهايت جواب بهينه داشته باشد بي -4
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نوع اين ( LPاساس قضيه )خاصيت  نيتر مهمفتد، اُ فاق ميها اتّ هميشه در گوشه LPحال، اينکه اكسترمم مسائل  به

اين نکته برای . كند نياز از جستجوی تکراری در ناحيه ممکن جواب يا مرزهای آن مي مسائل است، چرا كه ما را بي

ه ن توجلآای كه بايد به  نکته. استو شگرد نهفته در آن  مپلکسيسو اساس روش  است یجار رهيمتغn  يكلحالت 

اين كار را با . ها را تعميم دهيم ، بايد مفهوم رئوس و گوشهره به بالامتغي يا چهاركه برای حالت سه  است نياداشت 

انجام ( منحصر به حالت دوبُعدی)گرافيکي و قابل تجسلم  –فرمولاسيون جغرافيايي  یبه جافرمولاسيون جبری 

انجام داد تا قابل  سامانمندالگوريتم و روشي  در قالبتر، بايد آن را  تر و دقيق دهيم و برای سرعت بالاتر، صحيح مي

 . سازی روی كامپيوتر باشد پياده

Simplex،روش(کامپيوتري،الگوريتميک)سامانمندحل

كه  LP مهميکي قضيه . است، مبتني بر دو نکته اصيل و متين رياضي LPمسائل  حلبرای  Simplexابزار  ماشين

از . استفتد و ديگری جبر پشتيبان آن يعني جبر خطي اُ فاق مياتّ( محل تقاطع چند قيد)ها  اكسترمم در گوشه

از يك گوشه كانديدا  سامانمندبا يك روش  است يكافهستند، ( ولي نه الزاماً اندک)كه تعداد قيود محدود   ييآنجا

بنابراين اصل كار و ؛ يا خير شده استبه گوشه ديگر برويم و كنترل كنيم آيا در مقدار تابع هدف بهبودی حاصل 

، ای بقيه كار و ساير جزئيات الگوريتم، حاشيه. از يك گوشه به گوشه ديگر رفتن است Simplexو عليای  ياول هدف

، (degeneracy)، گزارش ناسازگاری تيحساسآناليز گوشه كانديدا،  نياولو مصرف جنبي دارد، نظير محاسبه  ثانوی

  .امثالهمتناظر و 

 .اشتباه نشود( Sequential simplex)والي تسيمپلکس م رهيچند متغاين روش، با روش جستجوی : نکته

 .داريم Simplexافزار روی حل   بيش از ده نوع واريانت و نرم: نکته

فرم . هستيم LPاز مسائل ( Canonical)برای شرح الگوريتم، نيازمند نوعي نمايش يکدست، استاندارد و مشروع 

 :استزير  به صورتسازی   منيبرای مي LPاستاندارد 

 تابع هدف – ( )
 

n
T

j
j 1

:    jinimize f c c xM x x


  

. قيود مساوی – ( ) .  :  eq eqS T A x b 

' رابطه به فرمقيود نامساوی  – (3) '' '       ,             neq neqneq neqA x b A x b  

l باند به صورتقيود نامساوی  – (4) x u  

در ادامه برای شرح . اند ظاهرشده، تابع هدف و همچنين قيود به فرم خطي معلوم استكه از رابطه بالا  همان طور

 :كنيم تر زير استفاده مي از فرم خلاصه ،(زندهونکات سازنده و آم)  Simplexشگردهای

 تابع هدف – (5)
 

n
T

j
j 1

:    jinimize f c c xM x x


  

n رابطه به فرمقيود نامساوی  – (6)

j 1

. .  :          , jiو   2,1, i jS T a x b j m


  

       0 باند به صورتقيود نامساوی  – (7) 1,2, ,ix i n  

ای وارد  خدشه Simplexروش  اتيكلبه ( 7تا  5يعني روابط ) LPكه فرمولاسيون ساده  لازم استذكر اين نکته 

شده حذف (  رابطه )مثال قيود مساوی  به طور. شده استسازد و فقط محض سهولت و تفهيم بهتر طرح  نمي

توان  مي هستند، پس يخط، چون قيود به شکل (یساز نهيبه شيپ)فاز فرمولاسيون دانيم در  ، چرا كه مياست

كرد و در تابع  حلبعض ديگر  بر حسبرها را ، برخي متغيلكرده و شبيه جايگزيني مستقيم حلرا  یخطادستگاه 
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شود و هم سايز  هدف جايگذاری كرد، يعني با يك تير دو نشان زد، هم قيود مساوی از مسئله اصلي حذف مي

توان از  يم سمبليك و تعداد قيود كم یها پردازندهكه جز در حالت  ذكر است  البته لازم به. شود مي تر كوچكمسئله 

های عددی هستند استفاده كنيم، استفاده از  افزارهای معمولي كه مجهز به روتين ه گرفت و اگر از نرمراين روش به

حال، برای اين حالت هم چاره  هر  به. مقدور نيست يبه راحتمکن نباشد، های جايگزيني مستقيم اگر غيرم روش

اهيم ديد، قيود وكه بعداً خ همان طور. استها  ماتريس يا جبر يجبر خط Simplex افزار نيماشاساس و . وجود دارد

 يخطجبری و  دستگاهشوند تا تشکيل يك  مازاد به قيود مساوی تبديل مي/رهای كمبودنامساوی با استفاده از متغيل

، به بعدبدهند و از اينجا ( Under-determined ،تعداد معادلات كمتر از تعداد مجهولاتمستطيلي، ) نيلنا مع

كنار، زير يا بالای اين  است يكافحال . دهد را تشکيل مي Simplexخميرمايه  كه همين دستگاه جبری هست

 .، فأفهم!() يسادگ نيبه همدستگاه، قيود مساوی را نيز بياوريم، 

رابطه )و جايگزيني باند پايين صفر (4رابطه )باند بالا و پايين  به صورتسازی ديگر، حذف قيود نامساوی  يك ساده

 .شود و استاندارد نيز پرداخته مي يكلتعاقب به حالت م یها بخشاين نيز برای سهولت آمده و در . است( 7

به  لازم است( ی اين فصلددر بخش بع)شده  الگوريتم ساده يط، Simplexقبل از شروع به مبادی و مباني روش 

و برخي ديگر به قضايای  يخطبرگرفته از جبر  ها آنكه برخي از  Simplexزير در  متداولترمينولوژی و اصطلاحات 

LP برای حل )سازی و ارائه روش جامع  ت لازم را داشت تا موقع يکپارچهو دقّ تيحساسشوند،  ط ميومربLP   

 :مشکل مفهومي و چرايي پيش نيايد (استاندارد

 ( Basis Matrix )ماتريس پايه  -1

 ممکن، نقطه كانديدا، گوشه ممکن حل -2

 (Basis Solution)پايه  حل -3

 (Basic Feasible Solution)پايه ممکن  حل -4

 (و فيکس وابسته ريغ)اساسي غيرر و متغيل( عيدستگاه مربل حلاز  به دست آمده، ابستهو)ر اساسي متغيل -5

 (non-degenerate Solution)جواب سازگار  -6

 دستگاه نامعين حل -7

 نهيو بهيکتا  حل -8

 های جبری معادل دستگاه -9

 عمليات سطری -11

 (Pivoting) یريمحور گ -11

 (Simplex Tableu) مپلکسيستابلوی  -12

فأفهم و روش سيمپلکس چه ، شود يم بلا موضوعاصلاً   LPمسئله ها آنو بدون  است LPاقيانوس كبير  ،قيود: نکته اعظم

تکرار  2mتوان ثابت كرد كه روش سيمپلکس حداكثر با  قيد داشته باشيم، مي m به تعداداگر . كند خوب در اين دريا شنا مي

 .ديريت، قابل تعقيب و قابل تعميممچه جوابي، جواب قابل  آن همرسد و  به جواب مي

(الگوريتمپيشتاز):سازيبرايمينيممSimplexالگوريتمساده

 .ی از يك گوشه به يك گوشه ديگر برويمبرج به طورتمام نکته اين است كه 

 .مثبت باشد ها آنتا سمت راست  ديمرتب كنتمامي قيود مساوی را حذف كرده و قيود نامساوی را طوری  :گام صفر

 .تبديل كنيد( قيود مساوی)معادلات خط  هقيود نامساوی را ب ،كمبود/ مازاد  یبا استفاده از متغيرها :گام اول

تقهاطع   یهها  محهل از روی يکي از رئهوس يها   )تعريف يا انتخاب كنيد  (متغيرها مثبت مهه) 3يك حل پايه :گام دوم

 (منطقه حل ممکن روی خطوط قيود

                                                           
 
Basic Feasible Solution  
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 .را انتخاب كنيدجديد ( هيپا ريغ)و غيراساسي ( پايه)متغيرهای اساسي  :گام سوم

 (عمليات سطری ،روش حذفي گوس) ،(متغيرهای جديد بر حسب)معادلات را تبديل كنيد  :گام چهارم

 ؟(سهازی بيشهتر    بايد مقدار تابع كمتر شده و در ماگزيمم یازس  در مينيمم)كرد  آيا تابع هدف بهبود پيدا :گام پنجم

 .كنيد را تکرار حلقهدر صورت بهبودی به گام سوم برگشته و 

ادامهه   شهناختي  فهت عرگرافيکهي يها روش دسهتي و مقايسهه م     يربرای همراهي تعب معد كبا بُهمان مثال پايه را ولي  -2مثال 

 :دهيم مي
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 :مثبت كردن سمت راست عبارات قيود: گام صفر
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 چون در اين مثال همه)رهای كمبود و يا مازاد تعريف متغيل: گام اول

پس همه متغيرها  است، يا مساوی تر كوچك به صورت ها نامساوی

 .(هستند كمبود، 
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 :فرم دستگاه معادلات
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 و دو درجهه آزادی داريهم   لهذا . كه معلوم است سه معادله داريم و پنج مجههول  همان طور ،شويد برای گام بعدی آماده :نکته

، معلوم نيست كه جواب همگي مثبهت  حلولي پس از . كنيم را حل (3با سايز )بايد دو تا را فيکس بگيريم و دستگاه معادلات 

، عملاً از يك گوشهه بهه گوشهه ديگهر     حلروبرو هستيم تا پس از ( درجه آزادی)ن دو متغير آانتخاب  مسئلهباشند، لذا با يك 
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وجود دارد كه اين حل پايه مناسهب   ييها فن) .انتخاب كنيد 4يك حل پايه (در گام دوم)يم ابتدا يگو خاطر مي نيبه هم. برويم

 ( .د كه اصلاً نيازی به آن ندارندنوجود دار Simplex غير از ييها روشكنند يا  را پيدا مي

ه نهايت جواب داريم، برای به  آنگاه بي ،(n>m) معادله mولي متغير داشته باشيم  n كلي اگر طور به :حل پايه ممکن: گام دوم

تا درجهه   n-m (اولاً)و دستگاه را حل كنيم، پس ( مثلاً بگذاريم صفر)تا متغير را فيکس كنيم  n-m ، بايدها جواب دست آوردن

حل دستگاه مربعهي مسهتقل خطهي منجهر بهه حهل پايهه         .داريم غيراساسيتا مت m (ثانياً)، داريم( يراساسيغيا متغير )آزادی 

 .شود مي

فضهای ممکهن، معهادل     یهها  گوشه: توجه كنيد (از طريق مثال خودمان) ادعااول به اين : يم حل پايه ممکنيگو چرا مي :نکته

 .شکل مراجعه كنيد به .رهااست با صفر قرار گرفتن برخي متغيل

دو تها از سهه تها    )ايهم   را صفر گذاشهته  5xو  3x ،(C)و  (A) یها معادله، يعني انگار در است( C)و  (A)ل تقاطع مح:  گوشه 

 .(كمبود رمتغيل

 .(كمبودر دو تا از سه متغيل)اند  صفر شده 5xو 4xاست يعني انگار (C) و( B)محل تقاطع  : گوشه 

043يعني  ،(B)و  ( A) ولي تقاطع  xx هست  (حل دستگاه مربعي) پايه حلشود و لذا  رها ميبه مقادير منفي متغيل منجر

 :ولي ممکن نيست









2.1

6.1

2

1

x

x
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21

21

xxB

xxA
 

021)يم يههرگ رهههای غيراساسههي را همههان آن دو مههي، متغيل(2xو 1x)داريههم ر مسههتقل چههون دو متغيلهه :ادامه حل  xx ) و

به يك  اميدواريم .آوريم مي به دست ها آن بر حسبرا ( تندسرهای كمبود هسه تای ديگر كه در اينجا متغيل)رهای اساسي متغيل

 .يعني جواب همگي مثبت باشند ،پايه ممکن برسيم حل

 {پايه ممکن خواهيم پرداخت حل نياول یها فنبعداً راجع به } 

021  xxf
 

 
 (تابع هدف)ل مقدار اول

 

(همگي مثبت) 
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2)(

0

5

4

3

21

xC

xB

xA

xx 

متغيرهای (         )متغيرهای اساسي يا وابسته)

 (غيراساسي

 (غيراساسياساسي و )جديد رهای نتخاب متغيلا: گام سوم

 (شود تر كوچككمتر يا fحاصل شود، يعني fكه بهبودی برای طوری  هب ،برای حركت از گوشه مبدأ به يك گوشه ديگر)

 :، سه رويکرد موجود استميداشته باشبايد برای اين حركت يك معيار 

و برای محاسبه دقيق، دو خط مزبور ( كنيم مقايسه مي)كنيم  نگاه گوشه بعدی را انتخاب ميباشد، با ( گرافيکي)اگر شهودی  -

 . دهيم را قطع مي

 .بخواهيم، بايد جبری اين كار را انجام دهيم سامانمنداگر  -

ر تعهداد ابعهاد،   اگ). هوشمندانه است ينيبه گزكنيم و اين خلاف قاعده  يفراخواندر غير اين صورت بايد خيلي مقدار تابع را  -

بهه  زياد است كه ممکن است يك قرن طول بکشد، چون  قدر آن ها آناخواني رتركيب و ف ،رها بسيار زياد باشديعني مقدار متغيل

 (.شود يمنمايي زياد  طور

21 :به فرم تابع هدف نگاه كنيد كنيم، دنبال مي را دوم فعلاً روش xxf  ، 1قرار استx2وx    هم مثبت باشهند، پهس اگهر

1x مقدار مثبتي اختيار كند، باعث شده است كهf رهها  به ضريب متغيل است يكافاست،  يخط به فرمشده و چون  تر كوچك

 :دقت كنيم fدر فرم

 

 

                                                           
 
 Basic Solution 
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    :جديد ياساس ريمتغقاعده انتخاب    

21اگر فرم) xxf  يها   مقهدار  نيتهر  بهزرگ بهوده و از نظهر قهدر مطلهق،      ضريب منفهي  ری كه دارایمتغيل( در نظر بگيريم

 .(ه منفيو البتّ)ضريب  نيتر كوچك

: در نظر بگيريد يخطاگر فرم )
1 2 0x x f  ) باشد (ه مثبتو البتّ)ضريب  نيتر بزرگكه دارای  متغيلری . 

1x رهای اساسي قديمي بايد يکي از متغيل آن طرفولي از  ميقراردادرهای اساسي را در زمره متغيل( 4يعنيx   5يهاx  6يهاx)  را

 :به مسير استدلالي زير توجه كنيد ؟يعني معادل صفر قرار دهيم، ولي كدامين را ،كنيم غيراساسيبايد 

هسهتيم و   أ، از طرفهي در گوشهه مبهد   كند يم تر كوچكرا  f چون ،باشد، بهتر تر بزرگغير صفر باشد و هر چه  1x قرار شد

گذارنهد، مهثلاً روی    بگيريم ولي قيهود نمهي    را بايد 1x  ديگر حركت كنيم، اگر آرماني نگاه كنيم، به سمتخواهيم  يم

بايد بفهميم لذا . ميبرو شيپتوانيم  با محور افقي بيشتر نمي (B)تقاطع خط  محلتا  ،اگر حركت كنيم( 1xافزايش)محور افقي 

( معادل صفر) غيراساسي ديرا با 6xيا 4x،5xرا زياد كرد، شايد فرجي حاصل شد و فهميديم كدام متغير  1x توان تا كجا مي

 :كرد

همچنان صفر اسهت و دنبهال ايهن     2x ولي ميا كردهرا اساسي  1xفعلاً 2xو 1xغيراساسير از دو متغيل ؟تيمسكجا ه :يادآوری

 .جديد كدام است غيراساسير هستيم كه متغيل

  (داريد را صفر نگه 2x: ) (A) قيد


  22 3

0

21 



xxx ،1قيد معتبر باشد، با افزايش كهنيا یبراx3، بايدx  مثبت باقي

  (.ندارد 1xيا مانعي برای افزايش ريتأثهيچ  (A)روی محور افقي اگر حركت كنيم خط : از روی شکل )  .بماند

   :(B) قيد


 23 4

0

21 



xxx 1افزايش برایxاينکه قيد معتبر باشد، از آنجها بهه    پيش برويم، چون برای2، فقط مجازيم تا

 ( .از روی شکل معلوم است)  .شود منفي مي4xبعد

: (C) قيد


  45

0

21 



xxx،1مشابه بحث قبلx برود دتوان مي 4حداكثر تا.  
را  1xتوانيم  مي (حداكثر)فقط  ،(ای ممکن بسر بريمضيا ف يعني در مرزهای ناحيه)برای اينکه همه قيدها معتبر باشند : يجهنت

 غيراساسهي را  4xيعنهي ) .شهد  الفعله  (B)قيهد   الآناسهت، پهس    (B) ما همان قيهد  محدودكنندهيعني قيد  ،ببريم پيش 2تا

 (.كنيم مي

رغيراساسيجديدمتغيّسامانمندقاعدهانتخاب
 (است 1xدر اينجا) :جديد ياساس ريمتغريب ضيعني نسبت ثوابت هر معادله به  ،استفاده از تست نسبت

متغير  نسبت :خودمان مسئلهبرای 

 محدودكننده

 قيد

 

 نسبت=        ثابت سمت راست معادله يا قيد     

 ضريب متغير اساسي جديد در قيد

2
2


 3x )(A 

1
2 4x )(B 

1
4 5x )(C 

 .نسبت مثبت را بدهد نيتر كوچكنسبت متناظر با حالتي كه 

 :خلاصه گام

1x  (رهای اساسي كرديموارد زمره متغيل)را اساسي كرديم. 
4x  (رهای اساسي خارج كرديماز زمره متغيل)كرديم  غيراساسيرا. 

بهه  . كنهيم  حل 5xو 1x،3xجديد، يعني يرهای اساسمتغيل بر حسبحال بايد دستگاه جديد را ( تبديل معادلات) :گام چهارم

 :توان عمل كرد سه روش مي
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و 1x،3x)مجهول  سه -(A,B,C)تا دستگاه سه معادله  صفر بگذاريم 4xو2xبجای  و را بنويسيم A,B, Cقيود  (1

5x ) كنيم حلرا. 

آورده  به دسهت ( جديد غيراساسيدو متغير ) 4xو  2xب سرا بر ح 1x، مقدار(Bقيد ) محدودكنندهاز روی قيد  (2

رههای اساسهي جديهد را بهر حسهب      ايهم متغيل  و سپس در بقيه معادلات جايگزين كنهيم، بهدين ترتيهب توانسهته    

 .جديد فرموله يا حل كنيم غيراساسيرهای متغيل

 ( جردن -گوس) سامانمندروش  (3

را ( دستي حليعني ) روش دوم شيبه جاكنيم،  مي نظر صرفدهد،  را نمي fو مستقيم مقدار يبه راحتاز روش اول، چون 

 :ديدست آه ب( سامانمند)برای روش سوم ( جبری)دهيم تا يك پايه تئوريك  ادامه مي

 جايگزيني در دو قيد ديگر: 241 32 xxx B ( محدودكنندهقيد) 

  A قيد

C 24215 قيد

24213

424

52622

xxxxx

xxxxx




 

جايگزيني در تابع : 

 هدف

2421 22 xxxxf  

042دقت كنيد با   xxمقدار ،f  2و از صفر به  كرده استبهبود پيدا تغيير كرده است. 

 :ميده يمجردن را انجام  -با استفاده از عمليات سطری، تکنيك حذف گوس: روش سوم

تا بلافاصله و بدون عمليات جبری  ميا كردهك معادله جديد نيز وارد يا ي يخطمعادله  به صورتت شود تابع هدف را نيز دقّ 

 .صفر است معادل f در تکرار اول،. مشاهده كنيمرهای اساسي، را پس از محاسبه متغيل fمقدار اضافي
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 (است، همان عنصر گوشه پايين fمقدار) :خوب دقت كنيد( افزوده)حال به ماتريس 
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RowPivot
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يها سهطرآخر بهه دسهت     ( تابع هدف)كه از روی آناليز  ( در اينجا )جديد است  ياساس ريستون متناظر با متغ: ستون محوري

 .(عنصر مثبت نيتر بزرگ يعني)آمده است 

 آمهده اسهت   بهه دسهت  كهه از روی آنهاليز نسهبت     (4xيا  Bدر اينجا )سطر متناظر با قيد محدود كننده است : سطر محوري

 .(نسبت مثبت نيتر كوچك)

 !كنيم، بعد سطر محوری اول ستون محوری را پيدا مي :نکته

آن  نييپاد كه بايد عناصر بالا و آي مي به دستاز تضارب سطر و ستون محوری، عنصری : 4xبا 1xتعويض ، در روش سومو اما 

 .(جردن -حذف گوسين يا حذف گوس)شوند با عمليات سطری صفر 

 :عمليات سطری
      21 2RR    21111 يا )1( RaRR  

 scaleاين سطر فقط 

 شود يم

122 RR  
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24 RR    23133 يا )1( RaRR  

21 2RR    21144 يا )1( RaRR  

 :شود ماتريس افزوده به شکل زير تبديل مي بيترت نيبد
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ت كنيهد  دقّه  .(شهده اسهت  نيز ارائهه   نيمحققتر ديگری توسط  لتابلوهای مفصل) Simplex Tableau نديگو يمبه اين ماتريس،  

 .بهبود پيدا كرده است fمقدار

شهگرد  . يجبهر خطه  بركت جادوی  و به سامانمنده كند و البتّ كار مي( حذف گوسين –عمليات سطری )حال، اين روش  هر  به

بهه  ( اسهت  یساز نهيبهكه از جنس )رهای اساسي و غيراساسي برای تعويض متغيل هاست سيماتركه از جنس جبر  یريمحور گ

 :ماتريسي از اين قرار بوده است به شکل هياول نيلنا معدستگاه معادلات . كند زير عمل مي شکل

                                                                                      

  

  

  

 
      
      
     

 

 
 
 
 
 
  

  
  
  

   
 
 
 
 

  
 
 
 
  

 محهك  بهه درد دسهتگاه نهدارد و فقهط     حهل نويسيم، چون نقش ضروری در  ت شود سطر آخر شامل تابع هدف را فعلاً نميدقّ

 .خورد مي (بهبود)اختتام يا ادامه 

فرازشده دو ماتريس ويژه و خاص اِ به صورتكنيم ماتريس ضرايب  اتريسي دستگاه معادلات نگاه كنيم مشاهده ميم به فرماگر 

ت مهاتريس يکهاني كهه علّه     و ديگری يك استمسئله ( قيود)ل يك ماتريس كه شامل ضرايب نامعادلات اول. شده استتشکيل 

 :استرهای كمبود تعريف متغيل به خاطرن نيز آحضور 

را غيراساسهي فهرض كهرديم،     هها  آنر اصلي سيستم را فيکس گرفتيم، يعنهي  وجود دو درجه آزادی آمديم و دو متغيل به خاطر

پهس از  . سه مجههول در آيهد   –سه معادله  به صورتصفر گرفتيم تا دستگاه  سامانمنددهي  اجبار در شکل بنا بهرا  ها آنيعني 

 ،(اول) بيه بهه ترت خواهيم داشت كه در اين مثهال   رهای اساسيشده يا وابسته موسوم به متغيل ر محاسبهدستگاه، سه متغيل حل

 .رها را نيز آورديمكنار ماتريس نمادهای اين متغيل نيبه هم. هستند( سوم)و ( دوم)

رهای اساسي، اميدوارانهه  محاسبه متغيل)صفر انگار كه افراز اصلاً وجود ندارد و حل دستگاه كردن و معادل  حال، با فيکس هر  به

 )!(.، چون افراز دوم دستگاه يك ماتريس يکاني است استيا بردار جواب عيناً همان بردار ثوابت ( همگي مثبت

خواهيم را با عوض كنيم، يعني درسهت   يدر ادامه م. است LPدهي ماتريس ضرايب مسئله  و شکل یافراز بندپس نکته كار در 

سهه  )يا غيراساسي قلمداد كنيم تها دسهتگاه سهازگار شهده      (در حالت جديد، يعني و)ر را صفر كنيم ل، دو متغيلمشابه حالت اول

از  انهد  عبهارت آوريم كه در حالت جديد  به دسترهای وابسته، محاسباتي يا اساسي را آن، متغيل حلو از ( سه مجهول –معادله 

يها   حلخواهيم عوض كنيم، يعني دومين عنصر بردار  دقت شود نسبت به حالت قبل عملاً جای را با مي(. سوم)و ( دوم) ،(اول)

استفاده كنيم بايهد يهك    يخط جبر حلاگر بخواهيم از ماشين  كار نيابرای . باشد (یبه جا)خواهيم  ر اساسي ميتغيلدومين م

ر متناظر با يا متغيله )و همچنين ستون پنجم ( ر اساسي اوليا متغيل ،متناظر با)ستون سوم  .فرمت ماتريس يکاني را ظاهر كنيم

، واحد هست و در بقيهه جاهها،   حلدارای فرمت يکاني هستند، يعني ستون متناظر در ايندكس متناظر در بردار ( اساسي سوم

ت شهود كهه   دقّه . يه صفرقو ب استل آن لمان اولكه در آن اِ است به صورت (متناظر با)ستون سوم  مشخص به طور. استصفر 

 به صهورت  (متناظر با)مشابه، ستون پنجم  قيبه طر. است حلن متناظر با عنصر اول بردار آل ل آن، يعني ايندكس اوللمان اولاِ
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سهومين   يا اينکهه بگهوييم   است حلكه عنصر سوم از بردار  است يحالاين در . لمان سوم آن واحد و بقيه صفر استكه اِ است

 .است يخطمجهول دستگاه 

 ، ثانيهاً داشته باشدفرمت يکاني  اولاًل ماتريس ضرايب ر محاسباتي يا اساسي باشد، بايد ستون اولمتغيل یجا به حال اگر بخواهيم

مبهتلا بهه    (قهبلاً ) حهل مجهول دوم يا عنصر دوم بردار  چرا كه، باشد به شکلعنصر دوم آن بايد واحد و بقيه صفر باشد، يعني 

جردن  -از طريق حذف گوس يك ستون فرمت يکاني بگيرد كه یطورعمل ساختن يك دستگاه معادل، به . شده استتعويض 

 :استپذير  امکان ها سيماتردر جبر  یريمحور گو 

و سهه سهتون    انهد  شهده  حهذف  هها  آنههای متنهاظر بها     ، انگار ستون(رهای غيراساسي جديدمتغيل)و  صفر گذاشتنت كنيد با دقّ

دستگاه عينهاً معهادل    حلپس . اند گرفته به خوديکاني ( permutation –البته تركيبي )ل، سوم و پنجم يك فرمت باقيمانده اول

 )!(. استبردار ثوابت 

سطر آخر مهاتريس افهزوده،   )fاز روی آناليز . كنيم كار دو گام قبل را تکرار مي همان -جستجو برای بهبود مجدد :گام پنجم

، سوم محوری است ، سطرمحوری است و از روی آناليز نسبت (2xمتناظر با)، معلوم است كه ستون دوم (دو عنصر آخر به جز

 :شوند به فرم زير تبديل مي كه
b f 5x 4x 3x 2x 1x  

8.5 0 1.25 0.75 1 0 0 
3x 

3.5 0 0.75 0.25 0 0 1 
1x 

0.5 0 0.25 -0.25 0 1 0 
2x 

-3 1 0.5 -0.5 0 0 0  

 ( يعني بهبود پيدا كرده است)است تنزل كرده  3-دقت كنيد كه مقدار تابع هدف به 

پهس بهه انتههای كهار     . كه ديگر بهبود امکان ندارد، چون ضريب مثبت نداريم ميفهم يماز روی آناليز سطر آخر  :تکرار بعدي

 است و 5 رسيديم و مقدار مينيمم همان

0,0

5.0

5.3

5.8

54

2

1

3
















xx

x

x

x

 

 : (3مثال ) اگر حل كنيم سامانمندهمان مثال اختلاط را با روش 

 سازی،  ماگزيمم یبه جاسازی   مينيمم مسئلهتبديل به : حل

















600036.010.0

200010.005.0

2400044.080.0

8.101.8

21

21

21

21

xx

xx

xx

toSubject

xxfMinimize

 

-  معادلات قيود ضربدر: گام صفر

 (راستعبارات سمت )معرفي متغيرهای كمبود و مثبت سازی بردار ثوابت : گام اول





















08.101.8

600036.010.0

200010.005.0

2400044.080.0

21

521

421

321

xxf

xxx

xxx

xxx

 

 .…سوم، ،گام دوم
 b f 5x 4x 3x 2x 1x  

 24000 0 0 0 1 0.44 0.80 
3x 

 2000 0 0 1 0 0.10 0.05 
4x 

  6000 0 1 0 0 0.36 0.10 
5x 

 0 1 0 0 0 10.80 8.10  
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 b f 5x 4x 3x 2x 1x  

 16667 0 -1.22 0 1 0 0.68 
3x 

  333.3 0 -0.28 1 0 0 0.02 
4x 

 16667 0 2.78 0 0 1 0.28 
2x 

 -180000 1 -30.00 0 0 0 5.10  
          

 

 b f 5x 4x 3x 2x 1x  

  6500 0 7.25 -30.5 1 0 0 
3x 

 15000 0 -12.5 45.0 0 0 1 
1x 

 12500 0 6.25 -12.5 0 1 0 
2x 

 -256500 1 33.75 -229.5 0 0 0  
          

 

 b f 5x 4x 3x 2x 1x  

 896.5 0 1 -4.21 0.14 0 0 
5x 

 26207 0 0 -7.59 1.72 0 1 
1x 

 6.897 0 0 13.79 -0.86 1 0 
2x 

 -286765 1 0 -87.52 -4.66 0 0  
 

آوردناولينحلممكنبهدست

امکان دارد با  ، داريم و هم  هم ودمانيقتعداد متغيرها زياد است و در  وقتي ژهيبه و، ريزی خطي برنامهمعمولاً در مسائل 

نتوانيم يهك حهل    ،(غيراساسييعني اولين مجموعه متغيرهای )تابع هدف ( متغيرهای مستقل)صفر گذاشتن متغيرهای اصلي 

، لهذا بايهد تکنيکهي بهرای آن     (شهوند  منفي مي ،آيد مي به دستمتغيرهای اساسي كه از حل دستگاه  خيبر)ممکن پيدا كنيم 

به مثهال   .كنند استفاده مي” متغيرهای مجازی “ مختلف یها روش، نوعاً از (افتهيبهبودالبته ) Simplexهای  روش .اختيار كنيم

 :زير توجه كنيد
 -4مثال 











4

543

2)(

21

21

21

xx

xx
toSubject

xxxfMinimize

 

 :مازاد را تعريف كنيد/ متغيرهای كمبود 









4

543

421

321

xxx

xxx
 

 :انتخاب كنيم( تابع هدف) مسئلهرا همان متغيرهای مستقل  غيراساسياگر مثل قديم متغيرهای 










4

5

4

3
21

x

x
xx 

 .حل ممکن نيست و بايد يك نقطه ديگر را اختيار كنيم در منطقهمبدأ  ،لذا

 طور شد؟ چرا اين: صبر و تأمل كمي: نکته

كه يك متغير اضافي و مجهازی مثهل   است نيا هيدا، پس يك شده استبا ضريب منفي ظاهر  3xكه است نيا به خاطرظاهراً 

5xتعريف كنيم: 

543 5321  xxxx 
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وههم   3xهم ،ن دو تا نيستندالآ غيراساسي یرهايمتغقرار دهيم، چون  غيراساسيدر مجموعه  و كنيم آنگاه اگر مبدأ را انتخاب

5x 5اين يينهامقادير مثبت را اختيار كنند ولي اميدواريم در حل  توانند يمx را  كهار  نيه اظاهر نشود، يعني صفر بماند، چون

 : عوض كنيم نيزرا  fاستفاده كنيم، بايد Simplexو حل انجام داديم، پس اگر بخواهيم از حل  شروعبرای 

5Mxff  
بعهداً  )، سپس يك تابع پنهالتي  (درآمد  از آبچون يك متغير منفي )كرديم پس تا اينجا چه كرديم، يك متغير مجازی تعريف 

 . داريم LP مسئلهاز اينجا به بعد  .صفر شده 5x تا كنيم اجباررا  مسئلهاصلي اضافه كرديم تا  fبه (توضيح خواهيم داد

 :ولي معايبي دارد( Big M سوم به روشوم)به اندازه كافي بزرگ است  Mيك روش برای ادامه حل انتخاب 

 .، روشن و شفاف نيستM دقيق انتخاب -1

يها اينکهه اصهلاً جهواب      نشهده  انتخهاب  خوب  M دارای متغيرهای غير صفر باشد، به چه معني است؟ آيا مسئلهاگر جواب  - 

 .ممکن نداريم

3- M توان اختيار كرد يكامپيوتری خيلي هم بزرگ نم یها تيمحدود به خاطر را. 

كه برای مسهائلي   است نياBig M فرق اين روش با . است Phase I/Phase IIموسوم به  و داده شدبهبود  بعداًاين روش لذا، 

كنهيم   ، سهعي مهي  Iفهاز  كنيم ولهي در   متغيرهای مجازی را تعريف مي شوند، همان كه با نقطه غيرممکن حل شروع ميLP  از

و اگهر   (IIفهاز  )كنهيم   را دنبهال مهي   مسئلهصفر بود،  ،Iفاز  یساز  را مينيمم كنيم، اگر جواب مينيمم یجمع متغيرهای مجاز

 (.…تابع هدف، ،در قيود)يك جايي اشکال دارد  ،نبود

(مينيممسازيمتغيرهايمجازي):Phase I/Phase IIخلاصهفاز

 (مازاد/ سمت راست مثبت، تعريف متغيرهای كمبود) ديانجام دهمعمولي را  LP (Simplex) های اوليه همان گام -1

 :به مجموعه معادلات قيود، متغيرهای مجازی را اضافه كنيد -2

























mmnnmnmm

nnn

nnn

bxxaxaxa

bxxaxaxa

bxxaxaxa









2211

222222121

111212111

 

 

 :مازاد و حل دستگاه برای متغيرهای مجازی /و كمبود مسئلهاز همان متغيرهای اصلي  عبارت است حل پايه ممکنيك 
njx j ,,1,0  :  غيراساسيمتغيرهای 

mibx iin ,,1,  : متغيرهای اساسي 

ادامه ( سازی مجموع متغيرهای مجازی  جهت مينيمم)آمد، پس حل را برای تابع هدف زير  به دستل پايه ممکن اوليه ح -3

 :دهيد

mnnn xxxg   21 

 كهار  نيه ابنويسيم، بهرای   nxتا 1xخواهيد، بايد تابع هدف را بر حسب  مي Simplexسازی بالا را بر حسب   اگر مينيمم :نکته

 :ميمرتب كنرا  Simplexتا سطر آخر تابلوی  ميكن يممجموعه معادلات را جمع 
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m

i

in

d

m

i

in

d

m

i

i

d

m

i

i

mmnnmnmm

nnn

nnn

bgxaxaxa

bxxaxaxa

bxxaxaxa

bxxaxaxa

n

11

2

1

21

1

1

2211

222222121

111212111

21















 

، يعنهي همهه   باشهد دارای مينهيمم صهفر    g بهه ايهن شهود كهه    منجهر  ، بايد حل مينيمم بالا گفته شدكه قبلاً نيز  طورهمان 

صفر شود، پس با مجموعه جديد متغيرهای اساسي و  ها آنبايد صفر شوند تا جمع ( كه البته مثبت هستند) یمتغيرهای مجاز

 :دهيم حل پايه ممکن ادامه مي به عنوانغيراساسي 

 .دهيم را ادامه مي مسئلهاز تابلو،  0jd دارای یها ستونبا حذف  :IIفاز 

 

 :ميكن يمهمين مثال را حل  ،روش ييكار آبرای نمايش 

مبهدأ روی منطقهه   )نيامهد   به دسهت اخير كه دارای حل ممکن اوليه با صفر قرار دادن متغيرهای اصلي  مسئلهنمونه  -5مثال

 :(ممکن نيست

 
 

 (Iتابع هدف فاز )














954

4

543

4321

6421

5321

gxxxx

xxxx

xxxx

 

  :Simplex اطلاعات بالا در تابلوی واردكردن
 b g 

6x 5x 4x 3x 2x 1x  

  5 0 0 1 0 -1 4 3 
5x 

 4 0 1 0 1 0 1 1 
6x 

 9 1 0 0 1 -1 5 4  
           

 

 
 1.25 0 0 0.25 0 -0.25 1 0.75 

2x 

  2.75 0 1 -0.25 1 0.25 0 0.25 
6x 

 2.75 1 0 -1.25 1 0.25 0 0.25  
           

 
 4 0 1 0 1 0 1 1 

2x 

 11 0 4 -1 4 1 0 1 
3x 

.شدتمام   0 1 -1 -1 0 0 0 0  

 :يينهاجواب . صفر شدمعادل مينيمم  دقت كنيد،

06541 
VariablesArtificial

xxxx   :متغيرهاي غيراساسي 

 







11

4

3

2

x

x
 

 متغيرهاي اساسي: 

 (حل ممکن)     

دو  مساوی صفر ادامه دهيم ولي چون آن 4xو  1xرا با مسئلهبايد  .(متناظر یها ستون)كنيم  حذف مي را 6xو  II: 5x فاز

 :بنويسيم ها آنرا بر حسب  fبايد  ،هستند غيراساسي
82)4(22 4141121

2

 xxxxxxxf

xwithrowngCorresondi
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 :كنيم و سطر آخر را جايگزين مي حذف كردهبا ضريب منفي را  یها ستونداريم،  مي  نگه را( Iاز فاز )پس آخرين تابلو 
 b f 4x 3x 2x 1x  

 4 0 1 0 1 1 
2x 

  11 0 4 1 0 1 
3x 

 8 1 2 0 0 1  

         

 :دهيم ادامه مي
 b f 4x 3x 2x 1x  

  1.25 0 0 -0.25 1 0.75 
2x 

 2.75 0 1 0.25 0 0.25 
4x 

 2.5 1 0 -.05 0 0.5  
         

 
 1.67 0 0 -0.33 1.33 1 

1x 

 2.53 0 1 0.58 -0.33 0 
4x 

.تمام شد  1.67 1 0 -0.33 -0.67 0  

 :از سطر آخر داريم
 

0 (متغيرهاي غيراساسي)

67.1

32 



xx

f
 

53.2,67.1 (جواب بهينه)متغيرهاي اساسي  41  xx 
 

: متغيرهايبدونمحدوديت

چهه   هها  نيابرای  ،كنند ير مييتغ تا  نيستند، بلکه از محدود  آيد كه متغيرها گاهي پيش مي ،LPدر برخي مسائل )

 ؟ميكن

 

 -6مثال























0

1

3

4)(

2

1

21

21

21

x

x

xx

xx

toSubject

xxxfMinimize



 

 

 :اول شکل گرافيکي را ببينيم

:                   حل








1

3

421

321

xxx

xxx
 

:  تفههاوت يبههاكمدوبههاره متغيرهههای مجههازی، ولههي    

651 xxx  
 .هردو مثبت هستند 6xو  5xكه  طوری  به

 :اوليه جايگزين كنيد  LPحال عبارت بالا را در 
                                                            









1

3

421

321

xxx

xxx
        

 

 

                                                           
 
 Unrestricted 
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0652: )شروع حل  xxx) 
 b f 6x 5x 4x 3x 2x  

 3 0 -1 1 0 1 1 
3x 

  1 0 1 -1 1 0 1 
4x 

 0 1 1 -1 0 0 -4  
          

 
 4 0 0 0 1 1 2 

3x 

 1 0 1 -1 1 0 1 
6x 

.تمام شد  -1 1 0 0 -1 0 -5  

 

1
1,0

,1,4
: 651

542

63









xxx

fxxx

xx
solution 

 
را از قيد اول  1xمثلاً در مثال بالا، . حذف كنيد را با عمليات جبرینامحدود شود متغيرهای  اگر ميكه  است نيايك راه ديگر 

 .ومي جايگزين كنيددو در  دهدر آور

(نسخهکلاسيک)simplexالگوريتمجامع

 :استبه شرح زير ( 4)تا (  )در روابط  شده فيتعر LP شکل جامع الگوريتم سيمپلکس برای حل مسئله

 :فاز مقدماتي

در سمت راست هستند، با ضرب علامت منفي در  مثبت ريغدارای عناصر ، (3)يعني رابطه  ،ایاگر قيود نامساوی رابطه .1

'و  bبه طور خلاصه، تمامي عناصر بردارهای . ها را مثبت كنيدطرفين روابط متناظر آن
b در صورت وجود . بايد مثبت باشد

 . ها هم انجام دهيدقيود مساوی، همين كار را برای آن

,0]، با تغيير متغير كاری كنيد كه متغيرهای مسئله در محدوده (4)رابطه برای تمامي باندهای محدود، . 2 ) قرار بگيرند .

 :پيشنهادی به شکل زير استيك راه حل 

' '

'' ' ''

0

0

l x u x l u l

x x l x

b u l x b

       

   
  

   

New Variables
  

'  تکه دوم تبديل، يعني ''
x b، بايد دقت كرد بعد از . ، عمل كنيد شده در مرحلهای، شرح دادهرا مثل قيود نامساوی رابطه

'تعريف 
x حتماً اين تغيير متغير را در تابع هدف اعمال كنيد. 

 .عمل كنيد ذكرشدهدر صورت وجود متغيرهای بدون محدوديت، مثل شگرد . 3

 .قيود مساوی تبديل كنيدها، متغيرهای كمبود يا مازاد تعريف كرده و قيود نامساوی را به متناسب با علامات نامساوی .4

مازاد و /از طريق متغيرهای كمبود شده ليتبداعم از قيود نامساوی )مجموعه قيود مساوی اصلي و قيود مساوی مصنوعي  .5

به همراه رابطه تابع هدف، تشکيل يك دستگاه جبری ( تغيير متغيرهای مصنوعي برای حذف متغيرهای بدون محدوديت

 :دهندنامعين به شکل زير مي

Ax b   
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با تغيير قيود مساوی اعم از اصلي و )معرف روابط و معادلات رياضي مسئله ( به جز سطر آخر) Aسطور  كه یطوربه 

سطر آخر ماتريس . استشامل مقادير ثابت سمت راست قيود مساوی اصلي و قيود مساوی مصنوعي  bو عناصر  (مصنوعي

 :استعبارت تابع هدف به شکل زير  Aافزوده 

 1 21 2 1 0NNC x C x C x f        

1N، (Aهای تعداد ستون)بايد دقت كرد كه تعداد متغيرهای مسئله   1متغير  .استN  را همان ( آخرين متغير)ام

f امکان تغيير متغير در باندهای بعضي از متغيرهای روی متغيرهای مسئله گرفتيم و تعملد مربوط به علامت  در نظر ،

 .است( های جديددر نتيجه احتمال تعريف متغير)اصلي مسئله يا وجود متغيرهای اصلي بدون محدوديت 

 (:Aهای تعداد ستون)را به شکل زير برشمرد  simplexتوان تعداد متغيرهای مسئله طي يك فرمول كلي، مي
N n m p     

 p، و (كمبود/تعريف متغيرهای مازاد به تعداد)تعداد قيود نامساوی  LP ،m، تعداد متغيرهای اصلي مسئله n كه یبه طور

 .باشندتعداد متغيرهای بدون محدوديت مي

 :(محاسبه نقطه شروع) Ιفاز 

شده افزوده و افراز به صورت، يك ماتريس يکاني A به عبارتي به ماتريس. تعريف كنيد N به تعدادمتغيرهای مجازی . 1

 .اضافه كنيد

، عناصر سطر گفته شدشده در روش ساده آن چه، مطابق يبه عبارت. دارای ضرايب متفاوتي است A سطر آخر ماتريس .2

 .آيندمي به دست متناظرآخر از جمع عناصر ستون 

 .شده حل كنيدساده simplexمتغير مسئله مقدماتي، با الگوريتم  N صفر گذاشتنمسئله را با  .3

آن است كه جواب يکتای  به مفهومهمه متغيرهای مجازی صفر نشدند،  (Ιحل سيمپلکس فاز )پس از حل  كه يصورتدر  .4

 .كردرا گزارش نموده و حل مسئله يا الگوريتم را متوقف  Degeneracyنداريم و بايد حالت ( مينيمم)بهينه 

 :Πفاز 

 .سطر آخر شامل تعريف تابع هدف باشد كه یبه طورماتريس افزوده را تشکيل دهيد،  .1

 (.مثبت عنصر نيتر كوچك)از روی آناليز سطر آخر، ستون محوری را معلوم كنيد  .2

 (.نسبت مثبت نيتر كوچك)از روی آناليز نسبت، سطر محوری را معلوم كنيد  .3

 .جردن را انجام دهيد -با استفاده از عنصر محوری، عمليات حذفي گوس .4

 .دهدبهبوديافته را نشان مي f، مقدار عنصر آخر ماتريس افزوده .5

 

(نسخهفرمال-سازيکانونيكالنسخهمينيمم)simplexالگوريتمجامع

دقت شود بار جبر خطي در اين . شود، به شرح زير استاز آن استفاده مي كه در اكثر مراجع جديدتر يك وارميته مدرن

 .است LPها بيشتر از وزن تعبير خود مسئله نسخه

به شکل زير را  LPدهيم تا مسئله همان چهار مرحله مقدماتي اول الگوريتم كلاسيك را انجام مي( تشکيل فرم مشروع) .1

 :بگيرد خود
TMinimize f C x        (8)  

. .S T Ax b       (9)  

     0x         ( 1)  

 !شود نه خود آن، فأفهمشامل متغيرهای اصلي مي x دقت شود بردار
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تعداد سطور  m كه یبه طوردهد، ( Basis Matrix)تشکيل يك ماتريس پايه ( 9)ستون اول سيستم خطي  mفرض كنيد،  .2

 نيتک ريغمنظور از ماتريس پايه، ماتريس . شده از قيود نامساوی باشد، يا تبديلشده داده رييتغقيود مساوی اعم از اصلي، 

m)مربعي است  mشودكه به شورت ماتريس ضرايب دستگاه زير ظاهر مي( ، تعداد مجهولات مساوی تعداد معادلات: 

1 1 1 1

2 2 2 21

m m m m

x b x b

x b x b
B B

x b x b



       
       
         
       
       
       

  

يا وابسته يا )شود، چون حل مجهولات آن، منجر به معلوم شدن متغيرهای اساسي مي ، يك ماتريس پايه ناميدهBماتريس 

ايم يا برخورده( Degeneracy)ناسازگار تکين باشد، بدين معني است كه يا به حالت Bكه يصورتدر . شودمي( محاسباتي

حال، با  هر به. را برای استارت حل فعال نمود Ι، لذا بايد فاز ايمكه متغيرهای غيراساسي را خوب يا مقتضي انتخاب نکردهاين

 :رسيممي( Canonical)از نوع مشروع  LP، به فرم ماتريس (9)رابطه ( از سمت چپ)در طرفين 1Bضرب 

 ثوابت (، فيکسوابسته ريغ)متغيرهای غيراساسي  (محاسباتي)تغيرهای اساسي 

1

2

0 0

0 0

0 0 m

x

x

x

  

1, 1 1, 2 1,N1 2

2, 1 2, 2 2,N1 2

m, 1 m, 2 m,N1 2

m mm m N

m mm m N

m mm m N

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

  

  

  

   

   

   

  

1

2

m

b

b

b







 

 :ماتريسي به فرميا 

 
1 1

m N m Nm mB Ax B b I A x b 
 

   
 

  

1mx)متغيرهای غيراساسي  دادنقرار  معلوم است، با صفركه  همان طور 
، جواب دستگاه به شکل محاسبه متغيرهای (Nxتا 

 :شوندزير ظاهر مي به فرماساسي، يعني 

1 21 2

1 2

, , , ,

0

mm

m m N

x b x b x b

x x x
 

  

   
  

;اگر همه  1,2, ,ib i m  ،كه متغيرهای اساسي  متغيرهای غيراساسي درست بوده، چرا انتخاب آنگاهها مثبت باشند

 .است Degenerateجواب ممکن ما عملاً  آنگاهها منفي درآيد، ibاگر يکي از . اندهمگي ممکن از آب درآمده( محاسباتي)

 1Bكنند و برای دستيابي به اين فرم، يا ميشروع ( فرمال)های مدرن سيمپلکس از اين فرم مشروع حال، اكثر وارميته هر به

الگوريتم . رسندمربوطه مي به فرم یريمحور گجردن و  -كه با عمليات گوسكنند يا اينرا محاسبه و سپس ضرب مي

در . است LPبرای حل مسئله  یدو فازاستاندارد و جامع سيمپلکس همراه با تست بهينگي و گزارش ناسازگاری يك روال 

شود و حامل اطلاعات سازگاری يا ناسازگاری ، هميشه يك حل پايه ممکن اوليه، در صورت وجود، پيدا يا محاسبه ميΙفاز

. شودمتوقف مي LPيعني اگر حل پايه ممکن اوليه پيدا نشود، نشان از ناسازگاری قيود است و در همين مرحله حل ؛ است

كند و سعي در شروع مي( اول( hypervertex) اولين كانديدای مينيمم يا فراگوشه)حل پايه ممکن اوليه سيمپلکس با  Πفاز

های مدرن دارای بار اطلاعاتي زياد در حال، روتين هر به .رودمي fبهبودی در( به شرطيا ) ديبه امحركت به گوشه ديگر 

نهايت جواب كه مسئله دارای بي، يا ايناست دهيرسكه به حل يکتای بهينه  گزارش كندمثلاً ممکن است . هستند فاز نيا

اضافه ممکن است روتين مربوط مجهز به رويت قيود، يعني . است( جواب بهينه نامحدود، نوع ديگری از ناسازگاری)بهينه 

حال هر دو  هر به. ان ناسازگاری قيود از نوع جواب نامحدود وجود داردلذا هميشه امک. برخي از قيود باشد كم كردنيا  كردن

 .كنندآيد استفاده ميفاز سيمپلکس فرمال از الگوريتم استاندارد سيمپلکس كه در ادامه مي
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 :دهيمزير تشکيل مي به صورتفرم افزوده سيمپلکس را 

 

1, 1 1, 2 1,N1 21 1

2, 1 2, 2 2,N2 21 2

m, 1 m, 2 m,N1 2

1 1                

m mm m N

m mm m N

m mm mm m N

m Nm N

a x a x a xx b

x ba x a x a x

x ba x a x a x

f C x C x f

  

  

  

 

   

   

   

     

 

-كه تابع هدف را به شکل يك معادله به دستگاه معادلات اضافه كردهاول اين. نکته وجود دارددر تشکيل فرم مشروع بالا، دو 

 :ايم

 1 1 2 2 1 1 2 2 0N N N Nf C x C x C x f C x C x C x            

های ماتريس دستگاه يا فقط بايد دقت شود، ستون. ايماساسي فوق رسيده به فرم، 1Bكه با عمليات سطری يا ضرب دوم اين

فرمال  به صورتمتغير اول، اساسي يا محاسباتي محسوب شوند و  mايم كه هميشه متغيرها را طوری عوض كرده ايندكس

 .شده استظاهر  fظاهر شوند و لذا عنصر 

 :شودحل دستگاه فرمال، منجر به حل پايه زير مي

f f مقدار تابع هدف                                                                           

1 1 , , m mx b x b  (متغيرهای اساسي)حل دستگاه                                                      

1 2 0m m Nx x x
 
    (غيراساسي)شده  متغيرهای فيکس                                   

 :كنيم متغيرهای اساسي همگي مثبت هستند، يعنيفعلاً فرض مي

1 20, 0, , 0mb b b     

يا عمليات سطری  یريمحور گهای بعد از ibشده يا ضرايب پردازش)كنند كه اين ضرايب هر دو فاز سيمپلکس گارانتي مي

ها منفي باشد، به كه حتي فقط يکي از آن صورتي در. هميشه مثبت باشند( 1Bيا ستون آخر ماتريس افزوده بعد از ضرب 

 .ايمبرخورده( Degeneracy)حالت ناسازگاری 

از طريق )مشروع و ممکن باشد، عملاً با يك گوشه كانديدای بهينگي مواجه هستيم  به صورتاگر مسئله  -تست بهينگي

1mCو ضرايب  ديتوجه كنبه سطر آخر فرم مشروع (. متغير اساسي mحل دستگاه و محاسبه   ،2mC  تا ،NC  در نظررا 

به ادعای زير . كه بايد الگوريتم را ادامه دهيمايم يا اينتوان فهميد كه آيا به نقطه بهينه رسيدهبا بررسي ضرايب مي. بگيريد

 :توجه كنيد

,1برای ) iC، موقعي بهينه است كه ضرايب يك حل پايه ممکن ,i m N  )افتهي ليتقلهای به هزينه موسوم 

(Reduced Costs )زير بنويسيم به شکلاثبات اين قضيه ساده است، كافي است معادله آخر را  .همگي مثبت باشند: 
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1 1m Nm Nf f C x C x 
     

1mxدر حال حاضر، متغيرهای  
كه ها ممکن نيست، مگر اينغيراساسي هستند و فعلاً صفر هستند، بنابراين تغيير آن Nxتا  

ای وجود iCلذا اگر . است iCها از طريق قطعاً مثبت هستند و لذا تنها راه افزايش آن آن همدر پاس بعدی مقدار بگيرند كه 

كدام منفي نباشند، به آخرين ولي اگر هيچ. باز هم كمتر شود fاز fكه منفي باشد، احتمال اين وجود دارد كه  داشته باشد

 .ايمرسيده f، يعني مقدار fحد كاهش 

ها صفر iCبدين معني كه اگر يکي از . نقطه بهينه است، آشکارسازی تکرّر استها iCر ارتباط با نکته جالب ديگری كه د

اثبات اين نکته نيز ساده است و لذا فقط به . چند نقطه بهينه داريم آنگاهكه بقيه همگي اكيداً مثبت باشند، باشد، درحالي

 :كنيممي اكتفازير  به شکلجواب  بودن گانهيتست بهينگي و 

 .ها اكيداً مثبت باشندiCيك حل پايه ممکن دستگاه مشروع، بهينه يگانه است، اگر همگي 

 يانيبه برا بهبود ببخشيم يا  f ديبا ؛ واست نهيبه ريغها منفي باشد، بدين معني است كه جواب فعلي iC اگر حتي يکي از

كار را با آناليز سطر آخر در الگوريتم كلاسيك، اين. بايد انجام دهيم( يك گوشه پايه ممکن به سمت)مشابه يك حركت ديگر 

و ( fبا آناليز )با تناظر، يك متغير غيراساسي را اساسي كرديم  ايانجام داديم؛ ( سطر محوری)و تست نسبت ( ستون محوری)

در فرم مشروع نيز خيلي  fبه گوشه ديگر برای بهبود حركتنحوی (. با تست نسبت)يك متغير اساسي را غيراساسي كرديم 

 .شودحي يك مثال شرح مياحال، نحوه كار طي جر هر به. استشبيه الگوريتم كلاسيك 

 :بگيريد در نظربا معادلات زير را  fسازی مسئله مينيمم

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 4 13 2 20

5 8

6 7 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x f

    

    

     

     (  )  

0, 1,2, ,5ix i         (  )    

كنيم و در نتيجه متغير اساسي انتخاب مي به عنوانرا  f، و 5x ،1xدانيم، يعني حل ممکن و پايه اوليه را مي ديفرض كن

 (:جردن -و عمليات حذفي گوس یريمحور گ)آوريم مشروع زير درمي به فرمرا (   )دستگاه معادلات 

5 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

0.25 3 0.75 5

0.75 2 0.25 3

8 24 5 28

x x x x

x x x x

f x x x

   

   

     

         ( 3)  

 :آيدميزير در به صورتحل پايه ممکن 

5 15, 3x x  (اساسي)                                    

2 3 4 0x x x   (         غيراساسي)                              

28f    
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3) شده است، منفي 3Cيکي از ضرايب،. ديتوجه كن( ها iC)حال به سطر آخر  24C  ) .تست بهينگي نقض  جهيدر نت

 :است( 3Cمتغير متناظر با ) 3xبا  fرابطه به علتشود و جواب در دست، جواب بهينه نيست و اين مي

328 24f x    

 .هم كمتر كند 28را از  fتواندمي( اساسي يا مثبت شود 3x)در حركت بعدی  3xیعنی 

 در صورت) 3xتوان فهميد كه حد بالای افزايش محدودكننده، مي ديق كردن دايپمشابه با سيمپلکس كلاسيك، يعني  به طور

2)غيراساسي هستند  4xو  2xكه  صورت نيبدشود، مي 1.5معادل ( شدن ياساس 4 0x x  ) 5و لذا رابطهx  1وx  با

3x زير است به شکل: 

5 3

1 3

5 3

3 2

x x

x x

 

 
  

پس قيد محدودكننده رابطه  .استها تا مقدار صفر و حد مجاز كاهش آن كنند يم دايپكاهش  5xو  3x ،1xپس با افزايش 

 :در نتيجه. شوداول صفر مي 1xپيش برود،  1.5اگر تا  3xكه  است، چرا 3xو  1xبين 

 

 

5 3

1 2 4

0.5, 1.5

0, 0 8

x x

x x x f

 

     
  

اين جواب بهينه كه تست كنيم آيا حال برای اين(. كاهش يافت 8به مقدار  28از مقدار ) كرد دايپبهبود جدی  fپس 

عوض  یبه جاحال . ميامتحان كنرا  iCدر فرم مشروع، مجدداً تست بهينگي  1xو  3xاست، بايد پس از عوض كردن متغير 

ستون محوری از  ديدقت كن. ميريگ يبهره مو سپس عمليات سطری  یريمحور گها، از عمليات و تعقيب تغيير ايندكس كردن

 همان است یريمحور گعنصر  جهيدر نتنسبت، آمد و سطر محوری از آناليز  به دست( 3C كردن دايپ)آناليز يا تست بهينگي 

آيد زير درمي به شکلبا عمليات سطری، فرم معادلات . شده استبا علامت مستطيل دور آن مشخص ( 3 )معادلات در كه 

 (:شده استعوض  3xو 1xجای )

5 1 2 4

3 1 2 4

1 2 4

1.5 0.875 0.375 0.5

0.5 0.375 0.125 1.5

12 2 8

x x x x

x x x x

f x x x

   

   

    

     ( 5)  

شده و با عمليات سطری به مشخص یريمحور گبالا، عنصر  قيبه طر؛ لذا شده استمنفي  2Cكه  ميكن يمشاهده ممجدداً 

 (:شده استعوض  5xو 2xجای )رسيم فرم مشروع زير مي

2 1 4 3

3 1 4 5

1 4 5

1.714 0.429 1.142 0.571

0.143 10.286 0.429 1.714

10.286 1.571 1.143 8.571

x x x x

x x x x

f x x x

   

   

    

   ( 6)  

 :ايمبه جواب يکتای بهينه رسيده جهيدر نتها اكيداً مثبت هستند، iCتمامي  كه معلوم است همان طور

2 30.571, 1.714x x  (    متغيرهای اساسي)      

1 4 5 0x x x   (متغيرهای غيراساسي)      
* 8.571f f   (           جواب بهينه)       

ايده و اساس آن شبيه هماني است كه قبلاً در طرح كلاسيك . شود يم دايپ، يك حل پايه ممکن فاز نيادر  :Ιفاز

 :گيرندمي در نظركه در حالت مشروع، قيود را كلي  تفاوت نيا، با گفته شدسيمپلکس 
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L x U    
Nكلي  به طورگيرند، يا مي در نظرمعمولاً متغيرهای اصلي را صفر )، اگر حدس اوليه متغيرهای غيراساسي Ιدر فاز m 

مسئله  آنگاهشود، ( يا نقض برخي از قيود)منجر به حل غيرممکن ( گيرندمي در نظرمتغير اول در بردار مجهولات را فيکس 

 :كنند يحل مزير را ابتدا 

   inf i i i i
i L i U

S l x x u
 

       

 :ها مثبت هستنددر حالت فرمال، همه ترم ديدقت كن. اندشده كه قيود نقض است یمواردعبارت تابع هدف بالا، جمع 

,i jx l i L  (متغيرهای اساسي)       

,i jx u i U  (متغيرهای اساسي)      

infسازی بالا منجر به  ، بايد مينيممشده باشند انتخابحال، اگر متغيرهای اساسي درست  هر به 0S كه  صورتي در. شود

 .ناسازگار است  LPطور نباشد، مسئله اين

 آناليزحساسيت
 :آناليز حساسيت كرد، با مثال ببينيم توان يم، مسئلهوجود دارد اين است كه بدون حل مجدد  LPنکته جالبي كه در 

 :مينيب يمآخرين تابلوی سيمپلکس را  اختلاط را در نظر گرفته وهمان مثال  -7مثال 





















28676552.8766.4

689779.1386.0

2620759.772.1

5.89621.414.0

43

432

431

435

xxf

xxx

xxx

xxx

 

)52.87,66.4( به سطر آخر توجه كنيد؛ معلوم است كه: 1نکته  4.3. 34
xxf constxconstx  4بهx كه متغير كمبود

خاطر  نيبه هم، كمتر شوديك واحد  4xکه توليد نفت سفيد را زياد كنيم، بايدشب كياگر است، يعني  تر حساساست، بسيار 

 .هستند7قيمت پنهان و معروف به  است ظرفيتدهنده ميزان حساسيت سودآوری به  ضرايب سطر آخر، نشان
 .ندارد یريتأثمتغير كمبود متناظر با نفت كوره صفر نشد، يعني قيد فعالي نبود، لذا : 2نکته 

 ها ياساس ريغتا متغيرهای اساسي، اساسي بمانند و ( 8طيف تغييرات مسئله)باشد ميزان تغييرات بايد خيلي ناچيز : 3نکته 

 .نيز غيراساسي بمانند

را حتي  بهينهتواند گوشه  مي 2xيا و 1xگيرد، تغيير ضريب  مورد توجه قرار مي تغيير در هزينه مواد خام نيز معمولاً: 4نکته 

 . عوض كند

طيف تغييرات، قيمت پنهان و ضرايب ه، آناليز حساسيت را در سه مورد ممدرن موجود، در خروجي برنا یافزارها نرم: 5نکته 

 .نوع است، مينيمم يا ماگزيمم هاز چ مسئلهد كه ومواظب ببايد كنند، فقط  مي ، گزارشها قيود ظرفيت

ريزيخطيدربرنامه تناظر
 هر یبه ازاظرفيت بنزين ( از روی آناليز حساسيت) كه ميديد، اختلاط را در نظر بگيريد مسئلهدهيم، همان  با مثال ادامه مي

، حال (هر بشکه یبه ازاصفر دلار ) كند اصلاً شركت نمي نفت كورهو  52.87$نفت سفيد  نيو همچنارزد  مي 66.4$ بشکه

66.4)24000(52.87)2000(286765  :را در ظرفيتشان ضرب كرده و جمع كنيد( پنهان)سايه  یها متيقاين   

                                                           
 
 Sensitivity (What-If) Analysis, Postoptimality Study 

7
 Shadow price 

 
 Ranging 

 
Duality  



 ريزيخطيبرنامه–4فصل
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 Primal گويند اصلي مي مسئلهبه : را حل كرد مسئله توان يميعني متناظراً  !يعني به همان مقدار بهينه سود رسيديم

Problem  گويند    متناظر مي مسئلهو بهDual Problem: 

 :Primal مسئله





































r

i

jiji

r

i

jiji

i

r

i

T
ii

pmjbxa

mjbxa

rix

toSubject

xcxcxfMinimize

1

1

1

,,1,

,,2,1,

,,2,1,0

)(






 

 :Dual مسئله
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-iy معروف به متغيرهای هاDual  است مساویناقيود و تعداد  متغيرهای اصليهستند و تمام نکته تناظر، تناظر بين تعداد ،

هم  یهای ديگر نکته. مرا حل كني Dual مسئلهآن كم بود، بهتر است  عدبُولي  بود دارای قيود نامساوی زياد مسئلهيعني اگر 

  .پردازيم مي ها آنبه  در طي مثال دارد كه

همچنين ماتريس ،Dual مسئله( ها ینامساواعداد سمت راست )شده بردار ثوابت  Primal ضرايب تابع هدف :مقايسه كنيد -
TA  مسئلهدر Dual  شده استتبديل  سازی  ماگزيمم بهسازی   مينيمماز  مسئلهو  شده استهم عوض  ها ینامساوو جهت . 

 .لاگرانژ است ضرايباز  گرفته نشأت( مسئله تناظر)اثبات رياضي اين موضوع   -

* ، يعنيDualداريم و برعکس و جواب بهينه Dual يك قيد Primal برای هر متغير  -
iy (لاگرانژ ضريب) ،با است یمساو 

 .Primal مسئله  ( شانيها قدر مطلقالبته ) های پنهان قيمت
 

 -8مثال

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3 5

3 10

2 4

4 2

20

, 0

Minimize f x x

x x

x x

Subject to x x

x x

x x

 

 


 

   
   

 

  

 (مازاد/ تعريف متغيرهای كمبود )تبديل به فرم استاندارد 

1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 2 6

3 10

2 4

4 2

20

x x x

x x x

x x x

x x x
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021دقت كنيد  xx3چرا كه ،شود ، منجر به حل پايه ممکن نميx 4وx آيند و لذا با روش  منفي از آب در ميBig M يا 

Phase I/II   را شروع كرد مسئلهبايد. 

 : توجه كنيدDual  مسئلهحالا به 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

10 4 2 20

2 3

3 4 5

, , , 0

Maximize f y y y y

y x y y

Subject to y y y y

y y y y

    

   


   
 

 

توان مثلاً متغيرهای كمبود حالا مي
5y 6وy  كرد فيتعررا: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

2 3

3 4 5

y y y y y

y y y y y

    


    
  

: آيد مي به دست يبه راحتدقت كنيد اولين حل پايه ممکن با انتخاب متغيرهای اصلي مساوی و صفر 

1 2 3 4 0y y y y    (متغيرهای غيراساسي). 

 


