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 (محلي-يابي کلاسيک بهينه)، قضيه اکستريما مفاهيم اساسي و رياضي پشتيبان  - 2فصل

 
  مقدمه

هاي  شدن ذهن و اخذ ايده نوسأبراي م. پردازيم در اين فصل، به بررسي ابزار رياضي در قالب قضاياي لازم و كافي مي

طور  هاي اين فصل در مسائل عملي به روش .گيريم متغيره يا حداكثر دومتغيره در نظر مي تابع هدف را يك اساسي، معمولاً

تنها  هر حال قضاياي مزبور نه به. ويژه براي مسائل گسسته كه تابع هدف داراي مشتق تحليلي نباشد به ،كنند محدود عمل مي

مبتني )ددي هاي ع بلکه در تركيب و ابداع روش -آموزنده هستند -دهند  ها مي تشکيل يك انتزاع ذهني براي پشتيباني ايده

 .ر و سازنده هستندبسيار مؤثّ و همچنين مانيتورينگ پيشرفت كار و مسير جستجو، (بر تعريف 

 

 اسکالررد تابع را بُ Aاگر. شود باشد تعريف مي نورميك زيرمجموعه از فضاي برداري كه در آن Aدفرض كني: 1تعريف 

f  فرض كنيم، آنگاه  حقيقيبا مقاديرf  يك نگاشت از فضايn بعديn(دامنه تعريف) 1به فضاي (تابع اسکالر )

 .غيره استچندمت تابع يکنواييك   fبه زبان ساده، . خواهد بود

 

باشد، داراي مقادير مينيمم و ماگزيمم  يکنواخت، بستههر تابع كه در يك بازة  -( Weirstrassاكسترمم محلي) 1قضية 

بيان ديگر اين قضيه مطابق آناليز استاندارد به شرح زير  .باشد چه در داخل و چه روي مرز دامنه متغيرهاي مستقلش مي

 .است

از يا نقطه يا بردار يك عنصر ) در (local, relative) نسبي( مينيممِ)داراي يك ماگزيممِ f(تابع)فانکشن

 يك عنصر)xكه براي  طوري هب مثل حقيقيباشد يك عدد  وجود داشته اگر و تنها اگراست، ( Xدامنة

باشد و به  به شعاع كمتر از تا  xيعني فاصلة) در همسايگي ( Xنوعي و نمونه از يا نقطه يا بردار

زبان هندسي  x  )داشته باشيم: 

)()( :براي مينيمم fxf   و ماگزيمم: )()( fxf  

م كسترمُباشد، آنگاه نقطة مزبور يك اِ (Universe of discourse -عالم مقال) Xدر xاگر اين شرط براي تمام مقادير

مستقيم غيري ها شقابل ذكرست كه تمامي رو. اند مفاهيم اخيرالذكر بيان شده( 1)در شکل . است (global, absolute)مطلق

 .كنند استفاده مي( 1قضية ) يا قضية سادة يکنواختي  1از همين تعريف ( يابي نامقيد ه بهينهالبتّ)و كلاسيك 

( شرط لازم)قضيه . مكني ره را در نظر گرفته و شرط لازم را براي آن اثبات ميشدن ذهن، حالت يك متغيّ نوسأبراي م

 :ره عبارتست ازمتغيّ كستريماي نسبي براي حالت يكاِ

bxaدر فاصله xf)( (تابع)فانکشناگر   باشد و داراي يك مينيمم در تعريف شده xx كه  طوري باشد به

bxa   (ًاوي دقت كنيدنامس به علامت اكيدا ) مشتق مرتبه اولو همچنين)(/)( xfdxxdf 
  در اين فاصله وجود

)(0، آنگاه (يعني در هر نقطه مقدار معيني داشته باشد)داشته باشد   xf . 

 
 طبق تعريف مشتق،   :اثبات
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)( lim
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xfxf
xf 

xكه از آنجايي  باشد، طبق تعريف داريم ينيمم نسبي مييك م: 

)()((اندازه كافي كوچك هاي بهبراي)    xfxf 
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 :شود شکل زير تعيين علامت مي منفي، تعريف مشتق به مثبت و در نتيجه براي دو حالت

00
)()(

00
)()(















if
xfxf

if
xfxf











 

)(حال با توجه به تعريف مشتق، بايد مقدار  xf يوقت رود، مقدار مثبتي باشد، يعني مي( از سمت راست صفر) سمت صفر به

0)(  xf که اگر  ، در حالي ياختيار کند، يعن اي شود بايد مقدار مشتق مقدار منفي سمت صفر از سمت چپ به صفر نزديک به

0)(  xf  . تنها حالتي که ممکنست هر دو حالت اخيرالذکر( برايآزاد) 0را ارضاء کند حالت)(  xf باشد مي.  
 

 
 .متغيرة نمونه راي يک تابع هدف يکاکسترمم محلي و مطلق ب.  1شكل

 

 .توان براي حالت ماگزيمم نيز اثبات كرد همين ترتيب مي اين قضيه را به: 1 نکته

يا حالت نظير عدم تساوي مشتق راست و چپ  ،قابل استفاده نيست الذكر وقتي مشتق وجود ندارد قضيه فوق: 2 نکته

 .يا گسسته/و هيا توابع ناپيوست (است نشان داده شده( 2)در شکل ) (bifurcation) جدايش

ت امر اينست كه تعريف علّ. افتد گويا نيست فاق ميكه مينيمم يا ماگزيمم در مرزها اتّ قضيه براي حالاتي: 3 نکته

يا فقط ( براي نقطه سمت چپ يا ابتدايي)صورت مشتق راست  مشتق براي هركدام از نقاط ابتدايي و انتهايي فقط به

 .ستبرقرار( براي نقطه سمت راست يا انتهايي) چپ صورت مشتق  به

)(0ن معنيست كه اگر اقضيه فوق يك شرط لازمست و اين بد: 4 نکته  xf ًمفهوم يافتن مينيمم يا  به باشد الزاما

xf)(، مقدار((3)شکل )طور مثال  به. ي ماگزيمم نيستحتّ    0درxاست ولي مبدأ نه مينيمم است و نه  ، صفر شده

 ,Stationary) ، مقدار مشتق صفر شود موسوم به نقطه ايستا يا عطف xاي مثل طور كلي اگر در هر نقطه به. ماگزيمم

Inflection) باشد مي. 
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 .ا عطفنمايش نقطه ايستا ي.  3شکل .عدم تساوي مشتق راست و چپ.  2شکل

 

باشيم، نياز  حال اگر يك سطح بالاتر از تفکر پيشين جلوتر رويم و سعي در پرهيز از تکرار موجود در تعريف مزبور داشته

 .باشند ربط داشته f خصوصيات به روابطي يا به زبان رياضي، قضايا و شرايط لازم و كافي داريم كه به

 

اي كه  داراي مينيمم يا ماگزيمم درون ناحيه ،متغيرة پيوستهn يك تابع  - (نامقيدينی بهگز)، شرط لازم 2قضيه 

نقاط )ام در آن نقاط همگي صفر باشند n اي مرتبه  ات پارهكه مشتقّ شرطي باشد به اند، مي رهاي مستقل تعريف شدهمتغيّ

 .اشنداي داراي مقدار ب يا حداقل يکي يا بيشتر از مشتقات پاره( ايستا، تعادل

باشد، ( ، موضعيمحلي، داخلي)طور نسبي  هب xf)(اكسترمم تابعيك ، بيان سادة رياضي، شرط لازم براي اينکه به

)(0صفر باشد، يعني  xf)(است كه ديفرانسيل كامل  اين df صورت تحليلي به شکل  وق، بهنمايش بستة قضية ف. باشد

 :زير است
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 :صورت ايندكسي و باز يا به
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 :صورت هندسي و برداري يا به

(3) 0 f 

 .گراديان است( اي مؤلفه n)بعدي  n ،بردارطوريکه اپراتور  هب

 

 :انسوريصورت نمايش ت بهيا 
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(4) ( )
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i x

f x
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 :خواهد بود مشتق مساوي صفرشکل ساده و خلاصة  ره روابط اخير بهمتغيّ الت يكدر ح

(5) 
0

)(


dx

xdf
 

 

شرط لازم كه  در مقابل)است  ارزيابيكه همان ( براي مسائل نامقيد )خواهيم شرط كافي  در ادامة معرفي قضايا مي

( متغير مستقل)ره متغيّ بار مسئله را يك يك( اثبات شرط كافي) كار نبراي اي. ي بيان كنيميك قضية كلّ به شکل( است يافتن

 .كنيم ره فرض ميبار دومتغيّ و يك

 

xfy)(فرض كنيد تابع  : تغيرهم شرايط كافی براي ارزيابی اكسترمم توابع اِسکالر يك باشد و  دردست ميx 

 :عبارتست از xتابع حول نقطة( ژاكوبين)بسط تيلور  .باشد( كانديدا)يك نقطة اكسترمم 
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TermsOrderHigherxx
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xyxy
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 :نظر كرد بگيريد تا بتوان با تقريب خوب از جملات بالاتر صرفxرا آنقدر نزديك بهxحال 

(7) 
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xx
dx
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xx
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xyxy

xxxx
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 :نقطة اكسترمم است، عبارت مشتق در جمله دوم معادل صفراست، لذا xچون

(8) 
2
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مقدار عددي. به جمله دوم سمت راست دقت كنيد
2

)(2 و 1 xx  همواره مثبت هستند، لذا در همسايگيx مقدار 

)(xy نسبت به)( xy  تر بستگي به علامت مشتق دوم دارد، يعني مطابق تعريف،  دقيقعبارت  بهبستگي به جمله دوم و

 x)يا كوچکتر ( مينيمم است x)ت اس xبزرگتر از مقدار تابع در xبراي اينکه بفهميم آيا مقدار تابع در نقطة نمونة

، بايد از روي علامت(ماگزيمم است
xx

dx

yd



2

2

 :قضاوت كنيم 

)( xy مينيمم است  (مشتق دوم مثبت) 
0

2

2



xx
dx

yd
if



 

)( xy ماگزيمم است  (مشتق دوم منفي) 
0

2

2



xx
dx

yd
if



 

 (مشتق دوم صفر) توان قضاوتي كرد ينم
0

2

2



 xx
dx

yd
if 

 

. توان قضاوتي كرد گاه نميباشد، آن ، معادل صفر شدهxحالت سوم، يعني وقتي مشتق مرتبه دوم در نقطة كانديداي

تا مرتبة  ايم و الزاماً زده تقريبرا  xy)(درصورت مواجهه با چنين حالتي، بايد مشتق مرتبة سوم را در نظر بگيريم، چون 
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بيان حکم براي . هرحال اگر مشتق سوم نيز صفر شد، بايد يك مرتبه بالاتر را درنظرگرفت و قس عليهذا به. دوم دقيق نيست

 امي صفر نشد، يعني nگيريم و مرتبه  مرتبه مشتق مي nكلي، فرض كنيد تا 
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 :ايم شکل زير تقريب زده ، بهxرا حول نقطة xy)(آنگاه

n
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 :رسي كنيمفرد، مسئله را بايد بر nزوج و   nدر دو حالت 

 

 وقتيn صورت عبارت زوج باشد، در آنnxx )(  فارغ از اينکه ،xاز سمت چپ يا راست بهx  ،نزديك شود

)(هميشه مثبت است، در نتيجه معيار انحراف از xy  فقط علامت مشتق مرتبهn يعني باشد، ام مي: 

 
)( xy مينيمم است  

0

xx

n

n

dx

yd
if



 

)( xy ماگزيمم است  
0

xx

n

n

dx

yd
if



 

 

 حال اگرn فرد باشد، آنگاه علامت عبارت انحراف از)( xyشدن  نزديك ، بستگي به جهتx بهx دارد، لذاx  يك

 .نقطة عطف خواهدبود

 

 .شکل زير خواهد بود متغيره به براي توابع هدف يك( ارزيابي)عبارت خلاصه، قضية شرط كافي  به

اي، مشتق اول تابع و چند مشتق مرتبه  يك نقطهاگر در  -نامقيد متغيره شرط كافی توابع اسکالر يك  3قضيه 

سراب )است يا نقطة عطف ( مينيمم يا ماگزيمم)بالاتر صفر شوند، آنگاه بسته به شرايط زير، آن نقطه يا نقطة اكسترمم 

ريب نبايد ف)، آنگاه آن نقطه يك نقطة عطف است ( 1جز مشتق مرتبه  به)غيرصفر فرد باشد  ، اگر درجة مشتقِ!( اكسترمم 

تابع هدف در آن  زوج غيرصفرِ روبرو هستيم كه علامت مشتقِ يولي اگر زوج است، آنگاه با يك نقطة اكسترمم!( خورد 

 .باشد مي آن بودن بودن يا مينيمم ممگوياي ماگزي نقطه

 
 .نقاط اكسترمم تابع زير را پيداكرده و آنها را ارزيابي كنيد. 1 مثال

24
)(

24 xx
xy  

 :ست از صفرقراردادن مشتق مرتبه اول و حل معادله مربوطهترط لازم، عبارحل  ش

 0)1( 23 xxxx
dx

dy 

1,1,0 :نقاط كانديدا عبارتنداز x 
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 .كنيم براي ارزيابي اين نقاط از شرط كافي استفاده مي

 13 2

2

2

x
dx

yd
 

0x 0)0(1 .نقطه ماگزيمم است  yxat 

1x 1)1(2 .نقطه مينيمم است  yxat 

1x 1)1(2 .نقطه مينيمم است  yxat 

 
 :نقاط اكسترمم تابع زير را پيداكرده و آنها را ارزيابي كنيد. 2 مثال

5)( xxy  

 :به اكسترمم، بايد معادله مشتق مرتبه اول معادل صفر را حل كنيمبراي محاس  :حل

005 4  xx
dx

dy
 

 :براي ارزيابي اين نقطه بايد مشتق مرتبه دوم را امتحان كنيم
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د هستيم و درصورت تکرار اين حالت دّگيري مج توان قضاوتي انجام داد و مجبور به مشتق چون مقدار مشتق در نقطة كانديدا صفر شده، نمي

 :گيري را ادامه دهيم تا به يك مقدار غيرصفر برسيم بايست مشتق مي

 .توان قضاوتي كرد نمي
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 .توان قضاوتي كرد نمي
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.باشد فرد مي 5n 
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x

dx
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 .باشد، بلکه يك نقطة عطف است نقطة اكسترمم نمي "، اصلا( 0xطهنق)پس مبدأ 

 

 

اگر تابع دو  -(آناليز كلاسيك)د نامقيّشرايط كافی براي ارزيابی اكسترمم توابع اسکالر دو متغيره : 4قضيه 

 :بسط تيلور دهيم xره را حول نقطه كاريمتغيّ
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طوريکه  به 1 2

T
x x x ( ل معادل صفرات اوّمشتقّ)نظركرده و شرط لازم  دوباره مثل قبل از جملات بالاتر صرف

 :زنيم تابع را تقريب مي( نمايش ماتريسي)تري  كنيم و به فرم بسته عمال ميرا اِ
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 :تر يا باز هم بسته

(11) 

  


FormQuadraticalDifferenti

T xxHxxxyxy )()(
2

1
)()(  

لذا، . بايد مفهوم مثبت و منفي را تعميم دهيم (دو متغيره)ولي در اين حالت . دوباره همان مفهوم مثبت و منفي داريم

 .شود هاي مجذوري در اينجا آورده مي مختصري از جبر خطي، بخش فرم

 

 :به شکل زير است هاي مجذوري در هر دو حالت جبري و ماتريسي نمايش فرم  هاي مجذوري فرم
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jiijيعني )باشد  ميAمتقارنيك عنصر نمونه از ماتريس ijaطوريکه به aa  .)خواهيم بدانيم تحت چه شرايطي  مي

),(مقدار xAQ از علامات عناصر مستقلx توان نشان داد علامت مي .هميشه مثبت است يا منفي),( xAQ  بستگي به

 :ام را به شکل زير نمايش دهيمiاگر ماينور. دارد( و افرازهاي آن Aهاي ماتريس دترمينان)علامت ماينورهاي اصلي 
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(13) 0),(or  Definite Positive is ,,,3,2,10  xAQAthenniforDif i  

(14) 
0),(or  Definite Negative is 

,6,4,20
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اگر يعني . نيز قابل بيانست( جاي ماينورهاي اصلي به)ذكرست كه همين شرايط، برحسب مقادير ويژه  لازم به: 5 نکته

 لراحاً اكيداً مثبت بوده و فرم مجذوري اسکماتريس مربوطه اصطلا همگي مثبت باشند آنگاهماتريس ضرائب مقادير ويژه 

توان قضاوتي براي علامت  ت شود اگر هيچکدام از شرايط بالا برقرار نباشد، آنگاه نميدقّ .هميشه مقدار مثبت خواهد داشت

),( هميشگي xAQو علامت ر كرد و ازاين),( xAQ ماتريس تابع علامت عناصرA شود مي. 

 

 رهتوابع چندمتغيّد نامقيّشرايط كافی براي ارزيابی اكسترمم   5قضيه 

داراي xy)(اينکه آنگاه يك شرط كافي براي ي مرتبه اول و دوم پيوسته باشند،ا دو مشتق پاره همچنين و xy)(اگر

0يعني)باشد  xنسبي در( يا ماگزيمم)مينيمم 




 xx
x

y  )اينست كه ماتريس هسيان آن درx  يا )، مثبت معين

 .باشد( منفي معين

 

هاي غيرمستقيم و يا مبتني بر  روش)هاي رياضي  كه در روش Exteremaقضيه از آناليز حال دو  تابه  :خلاصه اين بخش

 :ايم كاربرد دارند آموخته( قضيه
 0= مشتق اول  (:يافتن)شرط لازم 

 (:ارزيابي)شرط كافي 









aximummisxHif
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گشتي مخلوط شده و قبل از ورود به راكتور كاتاليستي كمپرس خوراك هيدروكربني با جريان بر. فرآيند ساده زير را در نظر بگيريد.  3 مثال

و نسبت  psiبرحسبPفشار(. شوند مي  نداده برگشت داده مواد واكنش)شوند  نداده توسط برج تقطير جدا مي محصول و مواد واكنش. شود مي

 Pاقلام زير هزينه توليد شامل تامين خوراك در فشار. پوند محصول مينيمم شود 710نتخاب شوند تا هزينه توليد ساليانهبايد طوري ا Rبرگشتي
RP/104شدن تا رسيدن به ورودي راكتور نيز معادل دلار است و براي مخلوط P1000معادل 9 هزينه جداسازي نيز ساليانه . باشد مي 

R510 مواد نيز ساليانه 1دلار و هزينه برگشتR5105.1  باشد دلار مي. 
 :كنيم ابتدا تابع هدف را فرموله مي  :حل

RRPPyrC 59 105.2/1041000)/($   : (مدل اقتصادي )تابع هدف 

ه در شکل تابع هدف، وجود جملاتي از نکته قابل توجّ. باشد گيري مي رهاي تصميم، موسوم به متغيRّوPمسئله داراي دو متغير مستقل 

توان دريافت كه  ي نيز ميطور حسّ لذا، به. باشد مي push-pull دافعه يا -جاذبه و اين نشانگر وجود نوعي. باشد رهاي مستقل در مخرج ميمتغيّ

 .خواهيم داشت و نه در مرزهابهينه نسبي  حداقل يك مقدار
 :نويسيم بهينه مي( نقاط)شرط لازم را براي يافتن نقطه 

yrC

RpsiP
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 :نويسيم در ادامه شرايط كافي را جهت ارزيابي مي
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 4&1000@ RP 

psiPو4Rلذا، شرايط  1000 شود ، منجر به مقدار بهينه مينيمم مي. 

 

در حالت استثنايي ممکنست ماتريس هسيان در نقطه اكسترمم مساوي يا   اسبی ن و نقطه زينحالت نيمه معيّ

ن وجود دترمينان علامت نيمه معيّ. تر ماتريس هسيان نيمه مثبت يا نيمه منفي شود قيقبه عبارت د. نزديك صفر شود

طور كامل از طريق مشتقات مراتب بالاتر  ره اين مسئله بهدر حالت يك متغيّ. باشد ماينور يا مقدار ويژه نزديك به صفر مي

گير خواهد بود و لذا در مسائل عملي گرچه  در حالت چندمتغيره محاسبات رياضي بسيار پيچيده و وقت. شد بحث و حلّ

ولي شگرد آن استفاده از تعريف مينيمم يا ماگزيمم است، بدين صورت كه با تهييج و اغتشاش كوچك افتد  اتفاق مي ندرتاً

  .شود بودن داده مي ي به ماگزيمم يا مينممأدر متغيرهاي اصلي مسئله رفتار تابع بررسي شده و ر

 
1
 Back-pump 

 

 

 

 
 

 .نمودار شماتيك جريان براي مثال فرآيندي. 4شکل 
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معين ( نيمه)راي مسائل چندمتغيره ممکنست رخ دهد حالتيست كه ماتريس هسيان نه مثبت نکته جالبي كه فقط ب

بودن يك مفهوم  بودن و مثبت عدي، بحث منفيبُ ها برخلاف حالت يك اصولا در بحث ماتريس. معين( نيمه)باشد و نه منفي 

در نقطه اكسترمم ممکنست نه مثبت و  ره ماتريس هسيانمتناقض نيستند و بلکه متضاد هستند، يعني در حالت چندمتغيّ

ره اين خاصيت  ماتريس هسيان شکل جالبي دارد و موسومست به حالت يا نقطه در حالت دومتغيّ. نه منفي معين باشد

),(22طور مثال تابع  به. اسبي زين yxyxf   دو  -طه اكسترمم از حل دستگاه جبري دومعادلهقن. را درنظر بگيريد

 :آيددست مير بهمجهول زي

02,02 
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y

f
x

x
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0,0يعني  باشد، حل دستگاه همان مبدا مختصات مي   yx .صورتماتريس هسيان در اين نقطه به













20

02

)0,0(
H  شودمحاسبه مي. 

توان گفت كه  حالت مي در اين. طور كه معلومست ماتريس هسيان در مبدا نه مثبت معين است و نه منفي معينهمان

وجه تسميه . باشد و به همين خاطر معروف به نقطه مينماكس يا زين اسبي مي! هم مينيمم است و هم ماگزيمم  أنقطه مبد

تابع هدف را مورد بررسي قرار  كافيست يکي از متغيرها را فيکس گرفته و رفتار. طور رياضي معلومست گذاري به اين نام

كه اگر  شود در حالي مينيمم محسوب مي( ازيك متغير)كه نقطه اكسترمم در يك حالت فيکس كنيم  مشاهده مي. دهيم

( 5)المذكور در شکل  رفتار تابع هدف فوق. شود و بالعکس متغير ديگر را فيکس بگيريم همان اكسترمم نقطه ماگزيمم مي

ها  سازي موسوم به تئوري بازي زين اسبي، سرآغاز مبحث تئوريك معروفي در مسائل بهينهنقطه  .نشان داده شده است

(Game Theory )باشد كه از حوصله اين مقال خارج است مي. 

 

  
),(22براي تابع  اسبي نمايش نقطه زين.  5شکل yxyxf  (.سمت چپ)و منحنيهاي تراز ( سمت راست)، رويه 

 

 :نقاط اكسترمم تابع زير را پيداكرده و آنها را ارزيابي كنيد. 4 مثال

642),( 2
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 :اكسترمم عبارتند از( نقاط)شرايط لازم براي وجود نقطه 























0)83(83

0)43(43

222

2

2

2

111

2

1

1

xxxx
x

f

xxxx
x

f

 

)0,0(,)3/8,0(,)0,3/4(,)3/8,3/4( :هاي دستگاه فوق عبارتند از ريشه  

 :كنيم براي ارزيابي نقاط اكسترمم ماتريس هسيان را تشکيل داده و طبيعت آن را در نقاط مربوطه بررسي مي
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 :است طور خلاصه در  زير آمده نتايج ارزيابي بهنشان داده شده و ( 6)رفتار تابع هدف در شکل 
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faxmrelativeisDefNegativeHHHat

fntiPoSaddleisIndefiniteHHHat

fntiPoSaddleisIndefiniteHHHat

finmrelativeisDefPositiveHHHat

 

 

 

 

  
 (.سمت چپ)و منحنيهاي تراز ( سمت راست)، رويه 4اسبي براي مثال نمايش نقطه زين.  6شکل

 

 

 کردن قيود جبري مساوي و نامساوي هاي تحليلي براي لحاظ روش
توانستند اخذ كنند ولي در عمل چون اين  هر مقداري را مي (گيري متغيرهاي تصميم)رهاي مستقل تا اينجا متغيّ

 (Lower bound)و كف (Upper bound)داراي سقف معمولاً ،جريان هستند يت فيزيکي نظير دما، فشار و شدتا كمّرهمتغيّ

 .باشند يا تحت قيودي مثل شرط بيلان جرم يا انرژي مي/بوده و
 :يك واحد جداسازي مثل يك ستون تقطير در نظر بگيريد. -5مثال 

راي سيستم در حالت يکنواخت درنظر بگيريم، عملا اگر بيلان كلي جرم را ب

 :ايم را لحاظ كرده( خطي)يك قيد جبري مساوي 

0)(  BOF 
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صورت يك محدوديت عملي  نظير قدرت پمپاژ يا ظرفيت واحد درنظر بگيريم، آنگاه يك قيد نامساوي  و اگر ماگزيمم شدت جريان خوراك را به

50000)/( : ايم كردهرا منظور  daybrlF  

هاي انتقال ثلاثه  پديده)ومنتوم مسائل فرآيندي قيود مساوي معمولاً همان معادلات بيلان جرم، انرژي و مدر  :6 نکته

( ترموديناميکي يا سرعت واكنشها و امثالهم روابط)يا روابط تجربي و ضروري  شکال مقتضي مسئلهدر اَ( در مهندسي شيمي

آيد  ميان مي ر فرآيند بهنامي از سيمولاتو دهند و اگر را تشکيل مي مدل فرآيند ،واقع اين دستگاه معادلاتدر . باشد مي

كردن قيود  ادامه به شگردهاي مربوطه در ارتباط با لحاظدر ! خاطر اينست كه مسئله بهگزيني را نامقيد حل كنند به

 .پردازيم مي

عيارت ديگر هميشه در مقام انکشاف نيستند بلکه ممکنست به . تندسقيود مساوي و نامساوي الزاماً طبيعي ني :نکته

نظير عدم )مياني  محاسباتق كاركرد موفّ، تضمين يا فضاي جستجو حلّمحدودكردن . عي و در مقام اختراع باشندتصنّ

حتمي فقط يك مقدار عدد صحيح در مسائل آميخته تنها مثالهاي و انتخاب ( منفيلگاريتم يا راديکال آرگومان مواجهه با 

   .دنباش مي امرمعدودي از اين 

دانيم، لذا  مي( بهگزيني نامقيد)را   آن اي است كه روش حلّ كردن قيود، تبديل مسئله به مسئله نکته اساسي براي لحاظ

سازي مقيد نامساوي داريم، آنرا تبديل به يك مسئله مقيد مساوي كنيم و در حركت بعدي  كنيم اگر مسئله بهينه سعي مي

 .قيد مساوي را به مسئله نامقيد برگردانيممسئله م

 

 تبديل قيود نامساوي به قيود مساوي 

ر جديد، اگر همان مثال ساده را در نظر بگيريم، استدلال زير مبني بر تعريف يك متغيّ -مازاد /متغيرهاي كمبود. 1

 :ين و متقن خواهدبودمت
 5000050000 2  sFF 

گويد  مفهوم آن روشن است و مي. باشد مي (Slack variable)، متغير جديد و موسوم به متغير كمبودsه ك طوري هب

كرده تا نامساوي به مساوي تبديل  ر است و اين كمبود را با يك مقدار مثبت بيانكمت 50000اي از  به يك اندازه Fمقدار

استفاده كنيم ولي تابع قدرمطلق ( s) ر كمبود توانستيم از قدرمطلق متغيّ ي تبيين اين مقدار مثبت ميدقت شود برا. شود

، بهتر است (از قضاياي لازم و كافي  اعمّ)شود  هايي كه از مشتق تابع هدف استفاده مي يك تابع پيوسته نيست و در روش

 .شود هاي زوج متغير كمبود استفاده مي پذير باشد، لذا از توان تابع مشتق

 :ر جديد را كم كنيمپايين باشد، دوباره همان مفهوم برقرار است، در عوض بايد متغيّ اگر نامساوي بصورت حدّ
 1000010000 2  sFF 

اندازه يك عبارت مثبت تا مقدار ه، ب Fاست، چراكه مقدار (Surplus variable)ر مازادر جديد موسوم به متغيّمتغيّ

 .كم دارد 10000

ي  هستند، براي حفظ ساختار كه قيود نامساوي خطّ(ي يا مجذوريريزي خطّ نظير برنامه)ها  در برخي روش :7نکته 

نحوي مثبت بودن  بايد بهكنند و لذا در الگوريتم مربوطه  ي مسئله، از توان واحد متغيرهاي كمبود و يا مازاد استفاده ميخطّ

 !ر كمبود يا مازاد را حفظ يا تضمين كنند، فأفهممتغيّ

مثال . ديد، دو نکته مرتبط با قيود نامساوي وجود دارد خواهيم طور كه بعداً همان  Tight/Looseو  Hard/Softقيود 

.30000بهينه به مقدار  ، مثلاًاگر پس از حلّ. را در نظر بگيريد 50000Fساده  optF (50000كمتر از  ) ،رسيديم

200002آنگاه  s صورت از قيد  در اين. خواهد شد  فقط علامت كوچکتر( )لذا وجود يا عدم . است آن برقرار شده

 ال است و اصطلاحاًپتيمم غيرفعّعبارت ديگر قيد در نقطه اُ به. باشد ويه ميالسّ زي عليسا وجود قيد براي مسئله بهينه
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.50000صورت  حال اگر جواب بهينه به. باشد مي (Loose)گوييم اين قيد يك قيد غيرجدي مي optF ،باشد

02آنگاه  s ورت از قيد ص در اين. خواهدشد  فقط علامت مساوي( )ال صورت فعّ وجود قيد به ،لذا. آن برقرار است

 .باشد مي (Tight)يعمل كرده و موسوم به قيد جدّ

در  معذلك، بايد توجه داشت كه اين دو اصطلاح عموماً. ، نيز رايج هستندHard/Softدو اصطلاح مشابه، يعني قيود 

كاربرد دارند تا در  ميانيدر محاسبات  شوند و نوعاً كار برده مي به( يا جستجو)زي مبتني بر تعريف سا هاي بهينه روش

ي كرديم و روش يا فيزيك مسئله يا ت اينست كه اگر در حين عمليات جستجو از قيد مربوطه تخطّعلّ. نهاييمحاسبات 

 صورت سخت عمل كرده و اصلاً ، آنگاه قيد مزبور به(لقمثل فشار مطلق يا دماي مط)داد  ي را نميروابط موجود اجازه تخطّ

 .ي برقرار نيستاجازه تخطّ

اي باشند، شايد  شکل ساده به رها باشد و يا كلاًصورت تابع صريحي از متغيّ قيود به كه در صورتي –ر تغيير متغيّ. 2

 .[7]طور خودكار ارضاء شوند بتوان با تبديل يا تغيير متغير كاري كرد كه قيود به

 :است چند نوع تبديل ممکن در زير آورده شده 

iiiصورت  يا پايين براي متغيرهاي اصلي به/اگر باند بالا و( الف uxl  باشند، آنگاه با تغيير  تعريف شده

 متغير زير

iiiii ylulx 2sin)(  
تواند هر  ، ميiyر جديد متغيّ)د نامقيّطور كامل به مسئله  به د مساوي يا اصلاًد نامساوي  به مقيّمسئله مقيّ

 .شود تبديل مي( مقداري اختيار كند

10صورت  اگر باند بالا و پايين براي متغيرهاي اصلي به( ب  ix باشند، آنگاه با هركدام از  تعريف شده

 .آيد صورت نامقيد در مي ، مسئله بهتغيير متغيرهاي زير

2

2
22

1
,,cos,sin

i

i
iyy

y

iiiii
y

y
x

ee

e
xyxyx

ii

i








 

د صورت نامقيّ رهاي زير، مسئله بهر اصلي بايد مثبت باشد، آنگاه با هركدام از تغييرمتغيّاگر متغيّ( ج

 .آيد درمي
iy

iiiii exyxyabsx  ,,)( 2 
11صورت  اگر باند بالا و پايين براي متغيرهاي اصلي به( د  ix باشند، آنگاه تبديل  تعريف شده

 .باشد ط زير ميبضي هركدام از روامقت

21

2
,cos,sin

i

i
iiiii

y

y
xyxyx


 

 

 هاي تکرار اصلي مسئله، مرتباً شود در حلقه اين روش يك حالت تکراري دارد و سعي مي توابع جريمه و تمانعی   . 3

بهگزيني )خطي ريزي غير ها در فصل مربوط به برنامه ل اين روشبحث مفصّ. دور شويم( سقف و كف)الامکان از قيود  و حتي

 .است گنجانده شده( يد غيرخطّره مقيّچندمتغيّ

 

 دد مساوي به مسئله نامقيّتبديل مسئله مقيّ

 :كنيم مسئله بهگزيني داراي قيود مساوي باشد فرض مي
 

mixxxftosubject

xxxyOptimize

ni

n

,,2,1,0),,,(

),,,(

21

21






 

 :برقرارست( عد يا تعداد متغيرهاي مستقلبُ) nنسبت به( تعداد قيود مساوي)mسه حالت براي 
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 حالت nm  :دستگاه  سازي طبيعي است ولي از ديدگاه حلّ اين حالت از نظر مسئله بهينه
  .باشد يم under-determined جبري معروف به حالت

  حالتnm  :يك دستگاه جبري روبرو  حلّ سازي، با جاي مسئله بهينه در اين حالت به
لذا، نياز به يافتن نقطه بهينه . باشد هستيم و در نتيجه جواب فيکس شده و تقديري مي

 .نيست بلکه از قبل معلوم است
  حالتnm  :اين حالت از ديدگاه حلّ. در اين حالت نيز نظير حالت قبل جواب بهينه نداريم 

 .باشد مي over-determinedحالت  دستگاه جبري معروف به
ذكرست كه در غالب مسائل بهگزيني مهندسي شيمي، قيود مساوي همان مدل يا دستگاه معادلات جبري است  لازم به

 !را دارد ءضاتالار يا تضمين برقراري آن قيود واجب مين حلّأكه سيمولاتور وظيفه ت

),,,(م براي تابع پتيماُ( نقاط)روش براي يافتن نقطه  پنجي طور كلّ به 21 nxxxy   باm تا قيود مساوي(nm  )

 :وجود دارد

 ،(direct substitution)روش جايگزيني مستقيم -1

 ،(Constrained variation)دروش تغيير مقيّ -2

 و (Barrier Methods )هاي تمانعي و روش (Penalty functions)توابع پنالتي -4و   3

 .(Lagrange multipliers)تعريف ضرايب لاگرانژ  - 5 

 

 

 :روش جايگزينی مستقيم( 1)

رهاي دستگاه جبري شامل قيود مساوي را برحسب همديگر حل كرده و در طور خيلي ساده، متغيّ در اين روش به

),,,( 21 nxxxy  ًد ولي بايّصورت نامق مسئله را به جايگزين كرده و عملاmn عيب . كنيم مي گيري حلّ متغير تصميم

راحتي  توانيم به ينم باشد و معمولاً ي ميكارگيري آن در مسائل با مقياس بزرگ و قيود غيرخطّ عمده اين روش، صعوبت به

 .ر ساده باشنداين جايگزيني و بازتركيبي را انجام دهيم، مگراينکه مسئله خيلي كوچك و يا قيود بسيا

 

 :دروش تغيير مقيّ( 2)

ت كنيد كه براي يك مسئله دقّ. دهيم براي سهولت فهم، مسئله را براي يك تابع هدف دومتغيره شرح و بسط مي

 .اشيمب داشته( نهايت قيد نامساوي والبته بي) توانيم يك قيد مساوي  ره فقط ميدومتغيّ
 

0),(

),(

21

21

xxgtosubject

xxfOptimize
 

د، محاسبه يك فرم بسته براي ديفرنسيال لازم شبيه به حالت نامقيّ( شرايط)دست آوردن شرط  ايده اصلي براي به

مساوي نيز ( قيود)طور همزمان در قيد  د بايد اين ديفرنسيال كامل بهباشد، ولي برخلاف حالت نامقيّ كامل تابع هدف مي

),(شرط لازم براي اينکه تابع هدف . صدق كند 21 xxf راي اكسترمم در نقطه دا),( 21

 xx  باشد اينست كه ديفرنسيال كامل

         :آن صفر باشد
 

02

2

1

1










 dx

x

f
dx

x

f
df 

),(0از طرفي در نقطه اكسترمم بايد قيد تساوي نيز برقرارباشد، يعني  21  xxg .ّي جديد كه از لذا هر گونه نقطه حد

دست آيد  به( 2xموسوم به تغيير مجاز در 2dxيعني) 2xيا تغيير در (  1xموسوم به تغيير مجاز در 1dxيعني ) 1xتغيير در 
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),(0     :بايد در قيد مربوطه نيز صدق نمايد 2211   dxxdxxg 

بسط تيلور براي رابطه بالا حول نقطه
1 2( , )x x  دهد رابطه زير را مي: 

(15) 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2( , ) ( , )

( , ) ( , ) 0

x x x x

g g
g x dx x dx g x x dx dx

x x   

     
       

 
 

 :شود شکل زير ساده مي ل همان قيد مساويست و لذا معادل صفرست و در نتيجه عبارت بالا بهترم اوّ

(16) 

1 2 1 2

1 2

1 2( , ) ( , )

0

x x x x

g g
dx dx

x x   

 
   

 
 

رهاي ديگر در آئينه قيد بدان معنيست كه هرگونه تغيير در هركدام از متغيرها منجر به تغيير در برخي متغيّو اين 

تابعيت) باشد  شده همان قيد مساوي مي منحني نشان داده. را ملاحظه كنيد( 7)شکل . شود مساوي مي
2x برحسب

1x  .)

در نظر بگيريم، آنگاه تغيير در Aطه شروع را نقطه اكسترمم مثلاگر نق
1x  2وx  منجر به حركت روي منحني شده و نقاط

باشد، لذا حركت روي آن موسوم به تغيير مجاز  روي منحني قيد ميدقت كنيد چون حركت . دهد را مي CوBنوعي

 .باشد روي منحني قيد نمي Dباشد، چون نقطه غيرمجاز مي Dبه Aدر طرف مقابل حركت از. باشد مي

 
 (. Aنقطه)تغيير حول نقطه اكسترمم .  7شکل

فرض كنيد
2

0
g

x





، آنگاه تغيير در 
2x تابعي از تغيير در

1x باشد مي: 

(17) 

1 2

1

2 1

2 ( , )x x

g
x

dx dx
g

x  




  




 

براي مسئله دومتغيره حاضر اگر. غيير كنندتوانند ت د بماند همه متغيرها آزادانه نمييعني اگر بخواهيم مسئله مقيّ
1x 

بخواهد آزادانه تغيير كند، آنگاه
2x كند مطابق رابطه بالا تغيير مي. 

با جايگذاري رابطه تغييرات
2x  با تغيير در

1x يفرنسيال كاملدر عبارت دf خواهيم داشت ،: 

(18) 
1

1

1 2

2

0

x

g
xf f

df dx
gx x

x


 
  

       

 

باشد و چون  عبارت بالا موسوم به تغيير مقيد تابع هدف مي
1dxًضريب آن صفرست يك متغير آزادست، پس حتما: 

(19) 

1 2 2 1

0

x

f g f g

x x x x


    
  

    
 

شويم،  تحويل مي 2xو 1xتن عبارت بالا و رابطه قيد، به يك دستگاه معادله جبري شامل دو مجهولگذاش با كنارهم

 :يعني شرط لازم براي يك مسئله دومتغيره مقيد
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(21) 

1 2 2 1

1 2

0

( , ) 0

f g f g

x x x x

g x x

   
 

   
 

 

 

 (دبا استفاده از روش تغيير مقيّ) ندمتغيرهچمقيد مساوي  گزينیبهبراي  لازمشرايط  -6قضيه 

ره با حضورمتغيnّد مساوي گزيني مقيّ توان به شرايط لازم براي به روال مربوطه ميكر و تعقيب با تعميم موارد اخيرالذّ

m  قيد مساوي(m n )تعداد. رسيدm ّي تغييرات هركدام برحسب قيد مساوي منجر به تركيب خط
idx (طوريکه  به

1,2, ,i n )شود، يعني  ميm معادله باnمجهول و درنتيجه هرm تا
idg (1,2طوريکه به, ,i m )توان  را مي

nبرحسب  m تا تغيير درxسپس با جايگذاري اين روابط در . ها نوشتdf به ،n m رسيم كه  شرط لازم ميتا رابطه

آن، همان نقطه اكسترمم  دهند كه حلّ مي( يغيرخطّ معمولاً)تا رابطه قيد تساوي، تشکيل يك دستگاه جبري mهمراه با 

 :باشد مقيد مي

(21) 1 2

1 1 2

2 1 2

1 2

( , , , )

( , , , ) 0

( , , , ) 0

( , , , ) 0 ,

n

n

n

m n

Optimize f x x x

subject to g x x x

g x x x

g x x x m n







 

 (تا معادلهm: )از بسط تيلور داريم

 

(22) 

1 1 1

1 2

1 2

1 2

1 2

0

0

n

n

m m m

n

n

g g g
dx dx dx

x x x

g g g
dx dx dx

x x x

  
      



  
    
  

 

مثلا)تا مجهول mتا معادله، mازاين 
1dx و

2dx تاmdx  )دست آوريم را برحسب بقيه بايد به: 

 

(23) 

1 1 1 1 1 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

m m m n

m m m n

m m m m m m

m m m n

m m m n

g g g g g g
dx dx dx dx dx dx

x x x x x x

g g g g g g
dx dx dx dx dx dx

x x x x x x

 

 

 

 

     
             



     
        
     

 

 :پس از حلّ

 

(24) 

1

1 1 1 1 1

1 21

1 1 2

2

1 2

1 1 2

m m n

m m m n

m m m m m

m m nm

m m m n

g g g g g
dx dx dxdx

x x x x x
dx

g g g g g
dx dx dxdx

x x x x x



 

 

 

 

       
                

      
     

                       

 

تا مجهول ديفرنسيالي و جايگذاري در شرط m كه ماتريس ژاكوبين بالا معکوس داشته باشد، آنگاه با حلّ درصورتي

 :آيد دست مي د بهره مقيّديفرنسيال كامل تابع هدف، شرط لازم براي حالت چندمتغيّ

 

(25) 
1 2

1 2

0n

n

f f f
df dx dx dx

x x x

  
    
  

 



                                                                                                                و نفت سازي در مهندسي شيمي بهينههاي  روش

 

 

 

16 

را درنظر (  mاز دبع)يك روش براي نمايش كلي شرط لازم، اينست كه هردفعه يك متغير مجهول 

nگرفته و عبارت بالا را بنويسيم تا  m [1]مجهول باقيمانده تمام شود. 

 

(26) 1 2

1 1 1 1

1 2

1 2

2 2 2 2

1 2

1 2

1 2

, , , ,
0

, , , ,

k m

k m

m

k m

k m

m m m m

k m

f f f f

x x x x

g g g g

x x x x
f g g g

J g g g g
x x x x

x x x x

g g g g

x x x x

   

   

   

   
  

     
     

   

   

 

ت شود شرط مزبور از روي رابطه دقّ. را اختياركند(  nتا 1m ، 2mيعني) mتواند مقادير بعداز ميkطوريکه  به

 gباشد كه ژاكوبين فيلد برداري اند و لذا شرط محاسبه آنها اين مي مدهآدست  بعضي ديگر به برخي ديفرنسيال برحسب

 :تکين نباشد

 

(27) 
1 2

1 2

, , ,
0

, , ,

m

m

g g g
J

x x x

 
 

 
 

 

 .مطلوبست محاسبه اكسترمم تابع هدف زير با قيود تساوي مربوطه : 6مثال
  2 2 2 2

1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 1 2 3 4

1
( )

2

. . ( ) 2 3 5 10 0

( ) 2 5 6 15 0

Optimize f x x x x x

S T g x x x x x

g x x x x x

   

     

     

 

براي ادامه بايد دو متغير مستقل انتخاب . باشد مي 2و تعداد قيود مساوي برابر با 4معادل( n)براي اين مسئله تعداد متغيرهاي اصلي : حل

يعني )اگر دو متغير اول . نها بنويسيمآكنيم تا دوتاي ديگر را برحسب 
1x2وx  )ديفرنسيال اين دو  كنيم كه آيا اصلاً را درنظر بگيريم، ابتدا چك مي

 :توان برحسب دوتاي ديگر محاسبه نمود متغير را مي

 
1 1

1 21 2

2 21 2

1 2

1 2,
0

1 2,

g g

x xg g
J

g gx x

x x

 

  
   
  

 

 

 با توجه به نتيجه اخذشده،
1dx و

2dx توان برحسب را نمي
3dx و

4dx كنيم،  عه متغيرهاي مستقل و وابسته را عوض ميومجم. فرموله كرد

مثلا دو متغير
1dx و

3dx را برحسب
2dx و

4dx گيريم درنظر مي: 

 
1 1

1 31 2

2 21 3

1 3

1 3,
2 0

1 5,

g g

x xg g
J

g gx x

x x

 

  
    
  

 

 

براي ) 2را برابر kتوان شرط لازم را نوشت، يکبار ايندكس درنتيجه مي
2x ) براي)و بارديگر

4x  )گيريم درنظر مي 4معادل: 
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2 1 3

2 1 3

1 2 1 1 1

2 1 3 2 1 3

2 2 2

2 1 3

, ,
2 1 3 0

, ,
2 1 5

f f f

x x x
x x x

f g g g g g
J

x x x x x x

g g g

x x x

  

  

    
   

   

  

  

 

 

4 1 3

4 1 3

1 2 1 1 1

4 1 3 4 1 3

2 2 2

4 1 3

, ,
5 1 3 0

, ,
6 1 5

f f f

x x x
x x x

f g g g g g
J

x x x x x x

g g g

x x x

  

  

    
   

   

  

  

 

اگر دوشرط بالا را همراه با دو رابطه قيود
1g 2وg ّدشو دستگاه مي بنويسيم، مسئله بهگزيني تبديل به حل: 

 
1 2

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 0

7 2 0

2 3 5 10

2 5 6 15

x x

x x x

x x x x

x x x x

  

   


   
    

 

 :دستگاه پس از حلّ

 5
74

5
37

155
74

30
37

x


 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

 
 (دبا استفاده از روش تغيير مقيّ) رهچندمتغيّد مساوي مقيّ گزينی بهبراي كافی شرايط  -7قضيه 

nمتغير اصلي از طريق قيود مساوي، تابع هدف تابعي  mبا حذف  mّگرچه شايد . شود د ميمتغيره و البته نامقي

nر را حذف كرد يا تابع هدف را برحسب تا متغيmّطور صريح  نتوان به mّر نوشت ولي براي تعيين شرايط ارزيابي، تا متغي

 .است، كافيست د شدهبه نامقيّ رها و اينکه مسئله تبديلهمين تعداد متغيّ

رهاي اصليتابع متغيّ)، تابع هدف مسئله را با ساختار جديد (دحالت نامقيّ)دوباره مشابه حالت قبل 
1mx 

، 
2mx 

تا 
m nx 

 :دهيم بسط تيلور مي( 

(28) 2

1 1 1

1
( ) ( )

2!

n n n

i i j

i m i m j mi i jg g

f f
f x d x f x dx dx dx

x x x

 

     

   
            

   

 .باشد شبيه قبل مي( بحث روي علامت فرم مجذوري)بقيه كار 

 

عنوان يك پايه رياضي در  شود، بلکه به خيلي استفاده نمي( دتغيير مقيّ)در انتها ذكر اين نکته لازمست كه از اين روش 

 .شود يافته استفاده مي يافته و تعميم هاي تركيبي جستجوي چندمتغيره نظير گراديان تقليل روش
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 هاي تمانعی توابع جريمه و روشد، تبديل مسئله مقيّ (4)و  (3)
يا ( ي جستجوها در روش)ها مبتني بر مجبوركردن تابع هدف براي ارضاي قيود  ي و پشتيبان اين روشايده كلّ

 .باشد مي( هاي رياضي يا مبتني بر قضيه در روش)كردن تابع هدف با يك تابع جريمه يا تعديلي  پارامتريزه

پردازيم و براي مسائل با مقياس  با اين مفاهيم، به ذكر يك مثال از توابع پنالتي مي شدن نوسأقريب ذهن و مبراي ت

 .كنيم ها را بحث مي ل اين روشطور مفصّ ، به(ي جستجوها روش)ي مقتضدر فصول ( متغير  20بيش از)بزرگ 

 

 
مسئله بهگزيني  rبا استفاده از تابع پنالتي بيروني و پارامتر .7مثال

د كنيد و در انتها با د مسئله را تبديل به يك مسئله نامقيّمقيّ

 :، قيد مساوي را ارضاء كنيدrصفرقراردادن 

 

52:

32),(

21

2
2

2
121





xxtoSubject

xxxxyMinimize
 

 
 

 
را  به اين شکل تعريف (تابع هدفشکل تغييريافته ) تابع پنالتي : حل

 :نيمك يم

2 2 2

1 2 1 2 1 2( , , ) 2 3 1 [ 2 5]

Objective function Penalty term

P x x r x x r x x     

2عبارت مثبت . ت كنيدبه عبارت دوم دقّ
21 ]52[  xx پارامتر. باشد مي( قيود)ه ميزان ارضاء يا عدم ارضاي قيد هندد ننشاr تواند  مي

كردن جواب بهينه تابع پنالتي با تابع هدف اصلي  سمت صفر، سعي در يکيبه  rادند هاي جستجو با ميل دهي استفاده شود يا در روش براي مقياس

 .باشيم داشته
شرط لازم از روي معادل صفرقراردادن . پردازيم مي( د تابع هدف اصليمسئله مقيّ جاي حلّ به)د تابع پنالتي مسئله نامقيّ در ادامه، به حلّ

 :آيد دست مي گراديان تابع پنالتي به

 























0]52[
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212
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1
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xx
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x
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 :داشت از حل خواهيمس پ

r
x

r
x

611

20
,

611

15
21





 

 :كند مت صفر ميله سب rحال براي اينکه جواب بالا، جواب تابع هدف اصلي باشد بايد

11

20
,

11

15 .
2

.
1 

optopt
xx 

 

 ضرائب لاگرانژتبديل مسئله مقيد، (5)

 :نمايش دهيم fقيد مساوي مسئله را با( تنها)و  yتابع هدف را با اگر . كنيد براي سادگي مسئله را دومتغيره فرض
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دو چيز مساوي 

يك چيز با هم 

 .مساويند
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0
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dx

dx

xy

xy

dx

dx
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f
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x

f
df

dx
x

y
dx

x

y
dy

 

 

 (شرط لازم)

 
(f ثابت) 

:        داشت يمبا باز تركيب نتيجه آخر، خواه
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دو  ولي براي اينکه اين. طور عبارت سمت راست است و همين 2xو 1xتابعي از حتماً(طور كلي به)عبارت سمت چپ 

، بلکه يك مقدار ثابتي )!!!(نباشند 2xو 1xبا هم مساوي باشند، ممکن نيست مگراينکه هردوطرف تابعي از هميشهتابعيت 

 ور كه بعداًط علامت منفي، همان. دهيم نمايش مي گوييم ضريب لاگرانژ و آن را با  آن مي افتخار لاگرانژ، به به. باشند

 .است خواهيم ديد، جهت سهولت درج شده
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11

2

2

1

1
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f
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f

x

y

x

f

x

y





 

در مقام )كردن اين نتايج با شرط لازم مسائل نامقيد، تابع لاگرانژ  براي يکپارچه. كنيم پس بايد دو معادله جبري حل

 :نيمك تعريف مي زير نسبت به (affine)را به شکل خطي( مشابهت با تابع هدف اصلي
 

functionConstrfunctionObjective

xxfxxyL

.

2121 ),(),(   

 :شکل زير نوشت توان به را مي( المذكور دو معادله جبري فوق)صورت شرط لازم اخير  در اين
 

T

x

xxx
x

L
][,0 21 










 

به (  2xو 1xو متغيرهاي مستقل  f، قيدyبا تابع هدف)د يعني مسئله مقيّ. خلاصه اينکه به منظورمان رسيديم

 .تبديل شد (و  1x  ،2xرهاي مستقل و متغيّ Lولي با تابع هدف )مسئله نامقيد 

 

 (با استفاده از ضرايب لاگرانژ)ره د مساوي چندمتغيّهگزينی مقيّشرط لازم براي ب -8قضيه 

 :شکل زير است ، بهxf)(تحت قيود  xy)(ي شرط لازم براي محاسبه اكسترمم يك تابع هدف مثلطور كلّ به

 

  
  

tionrepresenta Algebraic

1

)()()()(),( 




m

i

ii

tionrepresentaGeometric

T
xfxyxfxyxL  

 

 :ل زير استشک د بهآنگاه شرط لازم براي جواب بهينه مقيّ

0







L 

n  تا معادله جبري 
 
 m  همان قيود )تا معادله جبري

 (تساوي





















0

0



L

x

L

 

][بردار متغيرهاي جديد است،  طوريکه به
TTT

x   .ّت شود كه تعداد ضرايب لاگرانژ دق(  )عداد قيود به ت

 . اشدب مساوي مي

 
 :زير (مساوي)دمطلوبست حل مسئله بهگزيني مقيّ. 8 مثال

 

:)(01 .(مکان يك دايره است)

)(

2
2

2
1
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xxxftoSubject

xxxyOptimize
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 :با تعريف تابع لاگرانژ -حل
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xxxL
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xxxxxxL









 

 ،از حلّ پس 

                                        

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2 , 2 2
:

2 2 , 2 2( 1 2)

2 2 , 2 2
:

2 2 , 2 2( 1 2)

x x and
maxima

x x

x x and
mi nima

x x





  


    

   


  

 

 

 (نظير وجود مدل) شود مي اجبار( شرح مسئله)قيد تساوي يا از بيرون   (از ديدگاه فرمولاسيون) كردن قيود لحاظ

توان  ، دو روش ميدر هرصورت براي حلّ. شود ر مهندسي است مطرح ميكننده مسئله كه داراي تفکّ اح و حلّيا توسط طرّ

 :درنظرگرفت

. كند يا خير د، قيود را نقض ميزنيم آيا جواب بهينه نامقيّ      مي س محكّيم، سپكن د حلمسئله را نامقيّ -روش اول

اي فيزيکي هستند و قيود مساوي بيلان جرم و انرژي ه يتصورت مقادير ماگزيمم و مينيمم كمّ قيود نامساوي به معمولاً

 .د نامساوي سخت و غيرتحليلي استيّرحال حل مسايل مقه به. هستند

(. صورت مساوي به معمولاً)كنيم  د حل ميكنيم و از اول مسئله را مقيّ مي حلّ "زيربهينه"نوعي  هبمسئله را  -روش دوم 

 .پذيرست د مساوي امکانحل تحليلي مسائل مقيّ( ويژه مسائل با مقياس كوچك به)هرحال براي بعضي مسائل  به

 .كنيم مي حلّ( مساوي)د صورت مقيّ ههاي اخير، همان مثال فرآيندي قبلي را ب شدن با مفاهيم و روش نوسأبراي م

جويي در هزينه  دانيم براي راكتور كاتاليستي در فشار بالا كاركردن بهتراست ولي براي اينکه صرفه احي، ميازنظرطرّ 

گذاريم  عمال اين ايده، يك قيد مصنوعي و رياضي ميلذا براي اِ(. طور بالعکس و همين)شود بايد جريان برگشتي كمتر شود 

ConstPR.:     رابطه هموگرافيك زير داراي اين خاصيت است(. و بالعکس)رچه برگشتي بيشتر شود فشاركمترشود تا ه  

. باشد psi9000 (نه حداكثر)كنيد فشار بايد  ، فرض1Rكنيم، مثلا براي مهندسي استفاده مي براي محاسبه ، از شمّ

 .شود مي 9000مقدار ثابت بالا، معادل لذا، 

 
 :كنيد مسئله فرآيندي قبلي را درنظرگرفته و مسئله زير را حلّ .9مثال

 9 51000 4 10 / 2.5 10

9000

minimize C P PR R

Subject to PR

    


 

 
 با روش جايگزيني مستقيم:  حل

6

566

1044.315006

0/105.210)9/4(/109

/90009000







CpsiPR

dRdCRRC

RPPR

 

 .د استمقيّرفت اين مقدار بزرگتر از مينيمم نا همانطور كه انتظار مي
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 دبا روش تغيير مقيّ:  حلّ

همان جواب )                                 

 (قبلي







































09000

250

09000

0)9000()9000(
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C
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C

 

 
 :حل با ضرايب لاگرانژ

 

































































3.117

6

1500

09000

0/104105.2

0/1041000

0

0

0

)9000(105.2/1041000

295

29

59











R

P

PR

PPR

RRP

L

R

L

P

L

PRRPRPL

 

 

استفاده قرار اي جستجو مورد ه تنها در روش لذا، ايده مزبور نه. اي قوي و رياضي برخوردارند ضرايب لاگرانژ از پشتوانه

ويل اقتصادي نيز أسازي و تفسير و ت هاي فرابهينه ، بلکه در تحليل(مثل روش تندترين شيب فروشو يا فرارفت)گيرد  مي

 .برند از قيود مساوي و نامساوي از ضرايب لاگرانژ بهره وافر مي قضاياي لازم و كافي مسائل مقيد اعمّ. كاربرد دارند

 

ماتي با قضاياي د نامساوي را جهت آشنايي مقدّستفاده از ضرايب لاگرانژ را در مسائل مقيّا( ايده)در ادامه يك كاربرد 

Cohen-Tuker نيمك مطرح مي. 

 :زير را درنظر بگيريد( فقط نامساوي)د سازي مقيّ مسئله كلي بهينه
 





 0)(

)(

xftoSubject

xyOptimize
 

 :صورت زير تعريف كنيم اگر تابع لاگرانژ را به
 

  
iableslackincludingtermAdded

s

funcObjective

xxfxyxL

var

2

.

])([)(),(   

 :براي اكسترمم بودن( يافتن)آنگاه شرط لازم 
 






























0

0

0



L

x

L

x

L

s

i

 

020:      داشت عبارت دوم را درنظر بگيريد، با بسط آن خواهيم 



s

s

x
x

L
 

 :هاي زير را انجام داد وان قضاوتت از روي همين عبارت مي

برقرارست، درنتيجه قيد مربوطه   ، فقط شرط صفر نبود، آنگاه از شرط  sxولي  معادل صفر شد  اگر در نهايت

ت و لذا برقرار اس)=( ر كمبود معادل صفر شد، آنگاه فقط شرط مساوي ها مخالف صفر ولي متغيّال است ولي اگر غيرفعّ

 .ال استقيد مربوطه فعّ

 

 



                                                                                                                و نفت سازي در مهندسي شيمي بهينههاي  روش

 

 

 

22 

 9000PRهمان مثال فرآيندي قبلي را درنظر بگيريد ولي با قيد نامساوي . 11 مثال

 تعريف تابع لاگرانژ:  حل

 :شرايط لازم
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 (از روي معادله سوم: )ي بالا داراي دو حالت استحل دستگاه غيرخطّ

0&0     :    حالت اول  sx 
 رسيم، يعني  ال است و به جواب قبلي ميدراين حالت قيد فعّ

./$1044.3,3.117,6,1500 6 yrCRpsiP   
0&0:        حالت دوم  sx 

 رسيم، يعني در اين حالت قيد غيرفعال است و به جواب اول مي

./$1000.3,0,4,1000 6 yrCRpsiP   

 

 
 محض يادآوري در تعداد قيود نامساوي برخلاف قيود مساوي هيچ )نامساوي بودالمذكور براي فقط يك  روش فوق

 . [3,4]است  يك روش پيشنهادي در مراجع آمده. شود براي بيشتر از يکي، مسئله سخت ميو ( محدوديتي نداريم
 

 

 لاعاتی و قابليت تعبير ضرايب لاگرانژبار اطّ

. قيود نامساوي را درنظر بگيريد (اكيد) اينکه فقط قسمت مساوي طور مثال فرض كنيد فقط قيود مساوي داريم، يا به

شود، بدين  ، مسئله داراي تعبير هندسي مي(طوريکه سمت راست عبارات فقط اعداد ثابت باشند به)سپس با بازآرايي قيود 

روابط بيلان  جرم و انرژي ها يا ميزان توليد هستند، چراكه از  ميزان تقاضا، ظرفيت دستگاه معني كه ثوابت مربوطه معمولاً

مقدار مينيمم يا )ر يا حساسيت تابع هدف يتوان ثابت كرد كه ميزان تغي سازي مي در مباحث فرابهينه. اند دست آمده به

براي فهم و اثبات ساده، فرض كنيد يك تابع . به اين ثوابت با مقادير ضرايب لاگرانژ در نقطه بهينه برابرند( ماگزيمم

 :شکل زير داريم ي بهوه با قيد مساره همرادومتغيّ

(29) 1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , )

( , ) 0 ( , )

Optimize y x x f x x

Subject to g x x b or g x x b




  
 

yابتدا با قاعده زنجيري، مقدار
b




 :را برحسب ساير خصوصيات ديفرنسيالي مربوط كنيد 

(31) 1 2

1 2

x xy y y

b x b x b

   
 

    
 

 :مشابه همين كار را براي قيد مساوي انجام دهيد

(31) 1 2

1 2

1 0
x xg g

x b x b
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 :ات آن ظاهر شودتدريج لاگرانژين و مشتقّ كنيم تا به ضرب كرده و با عبارت ماقبل جمع ميسپس معادله اخير را در

(32) 

   

1 2

1 1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 2

x xy y g y g

b x x b x x b

x x
y g y g

x b x b

x xL L

x b x b

  

  

 

        
       

         

  
      
   

  
    
   

 

لذا ميزان تغيير يا حساسيت تابع ات تابع لاگرانژين در نقطه بهينه معادل صفر هستند، در عبارت آخر، چون مشتقّ

در نقطه بهينه همان ضرايب لاگرانژ محاسبه شده ( ال قيود نامساوييا حالت فعّ)هدف اصلي به تغييرات ثوابت قيود مساوي 

به همين  ازآرايي روابط ذكرشده، معادلاًبره، با استقراي همين عبارات و ذكرست كه براي حالت چندمتغيّ لازم به. هستند

 .رسيم مي نتيجه
 

  تر نگاهی دقيق، (با استفاده از ضرايب لاگرانژ) رهد مساوي چند متغيّشرايط لازم براي بهگزينی مقيّ 

nيفرم كلي يك بهگزين  :(هاي قبلي اشتباه نشود با نمايش) باشد قيد مساوي به صورت زير مي mد بهره مقيّمتغيّ 

 (33(  

                        bxg )(                        يا 
       

jj bxg

xf

)(

)(
  

..TS

Optimize
 

سمت ( يا بردار ثابت) ثوابت ( bيا )  jbمسئله بوده و( گيري تصميم)رهاي مستقلره از متغيّمتغيّ nيك بردارxبه طوريکه

. داراي مقادير و مشتقات مرتبه اول پيوسته باشنند jgو توابع   fكنيم تابع هدف فرض مي. راست قيود مساوي مي باشند 

 :انژ تعريف كنيد و تابع لاگرانژين را به شکل زير تشکيل دهيدحال متناظر با هر قيد مساوي يك ضريب لاگر

1

( , ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )
m

T

j j j

j

L x f x g x b f x g x b


        

توان استفاده نمنود،   د ميسازي نامقيّ است، لذا از شرط لازم توابع بهينه د شدهمقيّحالت نا أله به اين شکل تبديل بهچون مس 

 :آيد بدست مي nmدستگاه زير، با سايز از حلّ( زيمم، مينيمم و نقاط عطفگما) يعني جواب بهينه

 
0 , [ : ]

T T TL
x


  


 

باشد، ولي نکته ظريفني وجنود دارد و آن هنم    0Lيا  0dLد ، بايد همان سازي نامقيّ زم بهينهو در نتيجه شرط لا

باشد، لذا آن بخشي از دستگاه كه مشتق نسنبت بنه   مي (affine) ها، به صورت خطيبا Lاين است كه چون تابعيت 

 يپتنيمم اگنر فضنا   باشد، پس در نقطنه اُ  ي قيود مساوي ميخطّان دستگاه جبري و به طور كلي غيرهم ، عملاًشود گرفته مي

bxgيعني ) دستگاه اين زير( Nullity space) هيچه )(
 (singular) بود و به عبارتي تکنين ( غير صفر)نعد معيّداراي بُ( *

 !نقطه اكسترمم نيست  اًالزاماستقلال خطي نداشت، آنگاه جواب دستگاه بالا بود يا 

 

لازم ( شنرايط ) طرح كردند و براي آن مثال آوردند، در نتيجه به شنرط    [7]اولين بار، ژيل و همکاران ( شايد) اين مسأله را 

 jgل خطني بردارهناي گرادينان    ، يك شرط ديگر نيز اضنافه شند و آن هنم اسنتقلا    (قيود مساوي) دمسأله بهگزيني مقيّ

 .باشد مي
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قيود فقط ل وجود اكسترمم محلی براي مسائل بهگزينی مقيد به شرط لازم مرتبه اوّ -9قضيه 

  (روش لاگرانژ) تساوي

*براي اينکه
x  باشد، بايد ( 33)يك اكسترمم محلي براي مسأله بهگزيني 

* (اولاً
x  0در دستگاه







L
*0يا ) صادق باشد   

x
L )و 

بردارهاي( ثانياً
*

xjgاستقلال خطي داشته باشند. 

 

 : ل به اين خاطر است كهوجه تسميه مرتبه اوّ: 8 نکته

 )!(ايم  ات مراتب بالاتر استفاده نکردهاز مشتقّ( ت و ثانياًشده اسل قيد شرط پيوستگي توابع فقط تا مرتبه اوّ( اولاً

 

 .ذكر مي شوند( ارزيابي ) در شرط كافي  معمولاً( ضور يا ظهور ماتريس هسيانح) شرايط مرتبه دوم  :9 نکته

 

 (با استفاده از روش لاگرانژ) د به قيود تساوي شرط كافی براي مسائل بهگزينی مقيّ - 11قضيه 

 :شامل چك كردن علامت فرم مجذوري زير مي باشد( 33)أله بهگزينيسي مشرط كافي برا

(34) 
ji

m

i

n

j ji

dxdx
xx

L
Q 

  




1 1

2

 

 .د مي باشدمثل حالت شرط كافي براي بهگزيني نامقيّ روش اثبات دقيقاً: اثبات

 

بندين  . ارائنه شنده اسنت     [9]براي شرط ارزيابي توسنط هنکناك   (و xتمايز بين) يك الگوريتم مناسب و افتراقي :نکته

د اينست كه ريشه هاي چند جمله اي در نقطه اكسترمم مقيّ( 34)ن بودن فرم مجذوري معيّ( منفي) صورت كه شرط مثبت

 :باشند( منفي) زير كه با فرم دترمينان تعريف شده است ، همگي مثبت

0
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2232221
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رهاي استفاده از ضرايب لاگرانژ و متغيّ)  لازم براي بهينه سازي مقيد به فقط قيود نامساويشرط  -11قضيه 

 (كمبود

-Kuhn)تناكر    -د به فقط قيود نامساوي ، معروف به شنرايط كنوهن  شرط يا شرايط مرتبه اول براي مسائل بهينه سازي مقيّ

Tucker Conditions - KTC )تاكر   -كوهن  -يا كاروش(  KKTC- Karush-Kuhn-Tucker Conditions)   نيز مي باشنند .

در مراجنع مختلنف وارد شنده    ( شرط لازم مرتبه اول)  متفاوتي از اين قضيه هاي نسبتاً ها يا بيان است كه شکل لازم به ذكر
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 Constrained Qualification)تقييند  تشنرايط جامعيّن   (syntactical)است ولي وجه اشنتراك همنه آنهنا در تفهنيم نحنوي     

Conditions )و جبنري ( نحنوي ) علت افتراق نيز بيان اين وجه اشتراك به زبان هاي هندسي. باشد مي ( يرفص نsemantics- )

كه خود متخصص هندسه ديفرنسيالي مي باشند   (Leunberger)ربه هرحال يك اثبات خوب و متين توسط لونبرگ. بوده است

 .[8]ارائه شده است 

 :را به شکل زير در نظر بگيريد( از نوع كوچکتر يا مساوي) يود نامساويد به فقط قمسأله بهگزيني مقيّ

(35)  

mj ,...,2,1, 
                   

0)(

)(

xg

xf

j

 

 

..TS

Optimize
 

 :كنيم مساوي را به قيود مساوي تبديل ميرهاي كمبود، قيود نابا استفاده از متغيّ

mj ,...,2,1,  0)(),( 2  jjj yxgyxG 

 .كنيم رهاي مسئله محسوب ميمجهول هستند و لذا آنها را در زمره متغيّ( jy)رهاي كمبودت شود مقادير متغيّدقّ

 .شود د زير تبديل ميليه به مسأله نامقيّبا تشکيل لاگرانژين، مسأله بهگزيني اوّ

(36) 




m

j

jj yxGxfyxL
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),()(),,(  

 :آيد دستگاه زير بدست مي نقاط اكسترمم از حلّ( يافتن) لازم براي محاسبه شرط

(37) 
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اربردهناي عملني و   كنند ولي براي ك سه شرط يا سه گروه معادلات بالا براي بيان شرط لازم به طور اساسي و خام كفايت مي

توان روي آنها بحث كرده و از تعابير هندسي و جبري كمك گرفت تا امکان تعميم به ساير مسائل  تر مي دهحصول شرايط سا

در بهگزينني اسنتاتيکي    KKTCمباحثاتي كه آنها را مفاهيم مندرن قضنيه   در ادامه به محورهاي مهمّ. برقرار شود بهمبتلا

 .پردازيم ناميم مي مي

mnمعنادلات معنادل    باشنيم، تعنداد   را داشنته ( 39)تا ( 37)كه قصد حل دستگاه  صورتي در: سايز دستگاه  -1 2 

 mتا متغينر كمبنود و    mبه علاوه ( گيري تصميم) ر اصليتا متغيّ nكه تعداد مجهولات برابر بود، درحالي خواهد

mnمجموع مجهولات برابر با. تا ضريب لاگرانژ خواهد بود 2       خواهد بنود و در نتيجنه دسنتگاه جبنري سنازگار

  .خواهد بود

داراي اين تعبير جبري هستند كه به ازاي يك انديس نموننه ( 39)يگروه معادلات غير خطّ: الال و غيرفعّقيود فعّ -2

j  از قيود، بايد ياjy صفر باشد ياj در صورتيکه ! يا هر دوj     صفر باشد، يعنني قيند متنناظر بنا آن(jg   ينا

jG )ّباشند و اگنر در مسنأله بنه تنهنايي       ويه مني السّ علي ال است بدين مفهوم كه حضور يا عدم حضور آنغير فع

اين خاصيت معروف بنه خاصنيت تکميلني متغيرهناي      .مسأله را نامقيد حل كنيم توانستيم اصلاً حضور داشت، مي

باشد، بدين معنيست كه به سقف ينا  صفر  jyدر طرف مقابل اگر .باشد مي( Complementary Slackness)كمبود 

لنذا در اينن   . اينم   نامساوي به حالت مساوي آن برخنورده ( كوچکتر يامساوي) ايم و از دو حالت فصلي رخوردهمرز ب
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در حنالتي كنه هنردو بنا هنم صنفر باشنند        . اسنت  ال عمل كنرده گوييم قيد به صورت فعّ حالت مي

ال و غينر  عه قيود فعّن با تقسيم بندي مجمو. باشد ايم كه فصل مشترك هر دو حالت مي حالتي استثنائي برخورده به

بنه هنر حنال    . را تعقيب كرد ي در مسائل تركيبي، نحوه حلّتر كرد و يا حتّ توان دستگاه معادلات را ساده ال، ميفعّ

انجنام دهنيم،   ( 0jقينودغير فعنال ،   ) 2Jو ( 0jyقيود فعنال،  )  1Jاگر دسته بندي قيود را به شکل 

 :شود به شکل زير نوشته مي( 37)آنگاه گروه معادلات

(41) ni ,...,2,1,  
0

1
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 :به شکل زير نوشته مي شود( 38)گروه معادلات و متشابهاً

(41(                  )22) 

 

(42(                 )23) 
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ال باشند، آنگاه ل فعّقيد اوPّايم كه دستگاه، قيود را طوري مرتب كرده فرض كنيد بعد از حلّ: گراديان تابع هدف -3

 :را به اين صورت بازآرائي كنيد( 41)يا ( 37)دستگاه معادله 

(43) ni ,...,2,1,  
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 :يا ستوني بنويسيم ( iبراي هر) و اگر به صورت تجميعي

(44) 
PP gggf   ...2211 

 :شوند به طوريکه گراديان تابع هدف و قيود به شکل  زير تعريف مي
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 !باشد گويد كه جهت منفي بردار گراديان، تركيب خطي از قيود فعال در نقطه اكسترمم مي مي( 44)معادله

 .باشد د مبتني بر جستجو ميهاي بهگزيني مقيّ روشاساس و پايه رياضي برخي از KKTCاين فراز از قضيه 

توان ثابنت كنرد    براي حالت مينيمم سازي و قيود نامساوي به شکل كوچکتر يا مساوي مي: علامت ضرايب لاگرانژ -4

( اكسنترمم ) اين نکته بسيار شبيه علامت هسيان بنراي ارزينابي نقطنه ايسنتا    ! كه ضرايب لاگرانژ بايد مثبت باشند

همين طور هم هست، چراكه براي يك فناميلي از   اتفاقاً. كافي بخورد تا شرايط لازميد به درد شرايط باشد و شا مي

 !هم شرط لازم است و هم شرط كافي KKTCقضيه( بمعروف به برنامه ريزي محدّ) مسائل 

و همچنين وجود يا حضور ( د نامساويهم قيود مساوي و هم قيو) د كلي از آنجايي كه متعاقب اين بحث به مسائل مقيّ

خواهيم پرداخت، لذا بحث روي علامت ضرايب ( هم كوچکتر يا مساوي و هم بزرگتر يا مساوي) انواع قيود نامساوي 

باشد ( براي تعميم)كنيم تا هم سازنده  و يکبار با بيان جبري دنبال مي( مفهوم مخروط) لاگرانژ را يکبار با بيان هندسي

 (.براي فهم بيشتر) هو هم آموزند
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باشد آنگناه هنر    nدرixباشد به طوريکه اگر  مي( بعدي n)nقاط نيك مخروط مجموعه اي از  -بيان هندسی

. ب باشند ب، مخروطي است كه خود يك مجموعه محندّ مخروط محدّ يك. باشد nي از آنها نيز متعلق بهتركيب خطّ

تنوان   با توجه به تعريف فنوق مني  . م يك مخروط براي حالت دوبعدي نشان داده شده است، نمايش مجسّ( 8)در شکل 

 :ا تعريف زيربPب است، يعني مجموعه نشان داد كه مجموعه متشکل از تركيب خطي چند بردار يك مخروط محدّ

(45) },...,2,1 mi  ,0, i  mm xxxxxP   ...{ 2211
 

mxxxب است و بردارهاي يك مخروط محدّ ,...,, ينك   8در شنکل  . د مخنروط هسنتند  هناي مولّن   موسوم به پاينه  21

آيد  د بدستهاي مولّ هر بردار كه از تركيب خطي پايه. است نشان داده شده  ]4,2[Tو ]T]1,2دمخروط با پايه هاي مولّ

از بردارهناي پاينه   ( بنا وزن مسناوي  ) از تركينب خطني   ]T]5,4به طور مثال بردار . گيرد در داخل اين مخروط قرار مي

 . است آمده بدستالمذكور  فوق

                                                                                                   


























4

2
1

1

2
1

5

4
       

 

 
 .ب دو بعدي نمونهيك مخروط محدّ -8شکل 

 

د و مقيّ( مماكستر) پتيممگويد در هر نقطه اُ برگرديم، مي( نامساوي)براي بهگزيني مقيد  KKTCحال اگر به شرط

 .ر مستقل نبايد هيچ بهبودي در مقدار تابع هدف مشاهده شودنسبي، به ازاي يك تغيير كوچك در متغيّ

 :ره به شکل زير در نظر بگيريددو متغيّ( پايه)يك مسأله بهينه سازي نمونه 
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همنانطور كنه از   . اسنت  نشان داده شنده ( 9)ود مربوطه در شکل هاي تراز تابع هدف به همراه قي منحني

اليه سمت راسنت   منتهي د در محلّكه اكسترمم مقيّ باشد، در حالي مي( 2و1)د نقطهشکل پيداست نقطه اكسترمم نامقيّ

 .فتداُ اتفاق مي( 1و1)يعني نقطه   2gو1gو محل تقاطع دو قيد

 

 

ال هسنتند، در  ، موسوم به قينود فعّن   پتيمم برقرار استجائيکه فقط قسمت مساوي قيود در محل اُ حض يادآوري، از آنم

حنال ينك جهنت ينا      .ال استپتيمم غير فعُنامساوي برقرارست، لذا اين قيد در نقطه اُ به صورت اكيداً 2gكه قيد حالي

تعريف كنيد كه اگر به طور ديفرانسيلي در راستاي آن حركت كنيم، آن موقع هيچ   (feasible direction)راستاي مجاز

دقت كنيد بحث جهت برقنرار اسنت و ننه مقندار     . قيدي را نقض نکند و در عين حال باعث كاهش مقدار تابع نيز بشود

يد در مخنروط متشنکل از   اين مسأله به طور شهودي پيداست كه جهات و راستاهاي مجاز با( 11)از روي شکل . يحدّ

 . قرار بگيرند  2gو1gهاي  ناگرادي

 

 

 
 .(به قيود نامساوي)  دهاي تراز يك مسئله بهگزيني نامقيّ منحني -9شکل

 

بنا   fجهنت كناهش   fشده و در نتيجنه  fجر به بيشترين سرعت افزايش، منfدقت شود كه راستاي گراديان

با تعبير هندسي به اين شکل است  KKTCتوان ثابت كرد كه شرط  پس با برهان خلف مي. باشد بيشترين سرعت مي

در مخروط متشکل از پايه هاي  fكه 
1

g و
2

g   (ّدر نقطه اپتيمم القيود فع )   قرار بگيرد يا بنه عبنارت

در مخروط متشکل از پايه هاي مولد fمعادل، 
1

g و
2

g قرار بگيرد. 

ذكر شند  ودر ادامنه بحنث    ( گراديان تابع هدف -3مورد ) به ذكر است كه بيان جبري خاصيت فوق در آيتم قبلي لازم 

 .پردازيم ال ميره همراه با دو قيد فعّبه كمك دو تعبير هندسي و جبري در حالت دو متغيّ jدرباره علامت 
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باشيم به شکل زير خواهد  پتيمم داشتهال در نقطه اُي كه فقط دو قيد فعّخاصيت گراديان كه در بالا ذكر شد براي حالت

 :بود

(46) 
2211 ggf   

بنه    xاي ماننند   محض يادآوري، يك جهت مجاز در نقطنه . پتيمم باشديك جهت مجاز در نقطه اُ Sفرض كنيد بردار

هناي ديفرانسنيلي برداشنت بندون اينکنه از ناحينه مجناز         شود كه بتوان در راسنتاي آن گنام   رداري تعريف ميصورت ب

 :توان به صورت هندسي نشان داد  اين تعريف را مي. خارج شويم( اي كه قيود نامساوي صادق باشند ناحيه)

0
j

T
gS  

بنراي اينن    ءيك حالت استثنا. سازند مي( 181و 91زاويه بين) يعني راستاهاي مجاز با بردار زمان قيود زاويه منفرجه

هستند كه ممکن است زاويه سنازنده بنين راسنتاي مجناز و      Concave)(ي يا كاوتعريف وجود دارد و آنهم قيود خطّ

 :نويسند ي زير ميبرسد و لذا تعريف راستاي مجاز را به صورت كلّ 91بردار نرمال قيد به 

                                                                                                                           0
j

T
gS 

 :رسيم به تساوي اسکالر زير مي( 46)در طرفين رابطه Sاگر به اصل بحث برگرديم، با ضرب داخلي بردار نمونه 

(47) 
2211 gSgSfS

TTT
  

 :بيانگر يك راستاي مجازست لذا  Sاز آنجائيکه بردار 

                                        02 gS
T                                  0و

1
gS

T 

ت كنيد اگر با نگنرش هندسني بنه تعرينف     دقّ. مثبت باشند 2و 1 برقرار باشد، بايد( 47)در نتيجه براي اينکه رابطه

 ! بود، فافهم ( 45رابطه )م و مقدّ مب، مکتوم، مسلّب برگرديم، اين خاصيت در تعريف رابطه مخروط محدّمخروط محدّ

سنازي   سازي داشته باشيم يا قيود نامساوي ميننيمم  زيممگلازم به ذكر است اگر همين استدلال را براي حالت ما :نکته

 .آيد ال در ميبه صورت بزرگتر يا مساوي باشند، آنگاه شرط فوق الذكر به صورت منفي بودن ضرايب لاگرانژ فعّ

د مقيّن  د مسناوي و د، مقيّن اگر بخواهيم شرط لازم را بنراي سنه حالنت نامقيّن    :  KKTخلاصه تطبيقي شرط لازم -5

 د شرط صفر بودن ديفرنسيال كامنل خلاصه و مقايسه كنيم، براي حالت نامقيّ( شرط كوچکتر يا مساوي) نامساوي

د نامسناوي، شنرط   د و براي حالت فقط مقيّن د مساوي شرط صفربودن ديفرنسيال مقيّو براي حالت مقيّ تابع هدف

) jاي از شرط كافي، يعني علامنت   هنامساوي، شمّد در حالت مقيّ. باشد صفربودن ديفرانسيل كامل لاگرانژين مي

 :توان اضافه كرد را مي( البراي قيود فعّ

ni ,...,2,1 
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 :سازي و قيد كوچکتر يا مساوي شرط اضافي براي مينيمم

(48) 
1Jj ,  0j 

 :سازي و قيد كوچکتر يا مساوي شرط اضافي براي ماكزيمم( يا) 

(49) 
1Jj ,  0j 

لين بار بحث علامت ضرايب لاگرانژ را ، چون اوّ[10]اند شرايط بالا به افتخار دو رياضي دان كوهن و تاكر، نامگذاري شده

طوريکه در مراجع مختلف  قين روي آن انجام شد بهكارهاي زيادي توسط محقّ اًبعد. گنجاندند( شرط لازم) در قضيه

ريزي  د، موسوم به برنامهاي از بهگزيني مقيّ به طور مثال در يك شاخه. از آن درج شده است هاي مختلفي واريانت

 در يك واريانت . باشد لازم و كافي مي، يك شرط KTشود، به عبارتي شرط  ب، اين قضيه و عکس آن مطرح ميمحدّ
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باشد و كدام  ال ميدانيم كدام قيد فعّ شود كه قبل از حل دستگاه جبري نمي ديگر، اين ايراد مطرح مي

 :نويسند د فقط نامساوي به اين شکل ميرا براي حالت مقيّ KTال شده است، لذا قضيه قيد غير فعّ

 ni ,...,2,1 
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 mj ,...,2,1 0ji g 

 mj ,...,2,1 0jg 

(51) mj ,...,2,1 0j 

 

jل، ايندكسشود كه در رابطه اوّ  تدقّ ( المجموعنه قينود فعّن   )  1Jاست و خبري از مجموعنه   ي نوشته شدهطور كلّ هب 

 jyيعني ) ر كمبودنوشته شده، به شکل ديگر و بدون حضور متغيّ( 39)همچنين رابطه دوم كه معادل رابطه. باشد نمي

ال ال ينا غينر فعّن   تنوان از قينود فعّن    نمني دليل اين كار اينست كه قبل از حل مسأله دستگاه جبري، . است نوشته شده( 

 .شود مورد و بلاموضوع مي بي jyصحبت كرد، لذا به ميان كشيدن 

 

 (هم تساوي و هم نامساوي) دشرايط لازم براي مسائل بهگزينی مقيّ - 12قضيه 

 : به شکل زير بنويسيم طور همزمان مسأله بهگزيني را همراه با قيود تساوي و نامساوي اگر به       
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Optimize

 

 .آمده است [1]يك اثبات خوب در مرجع. به شکل زير بيان مي شودKKTآنگاه قضيه 
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kkjj hgfI
1 1

0)(    

 

 

 

 (سازي براي مينيمم)

 (سازي ماكزيمم براي)

در نقطه khو(  1Jjبراي ) jgبردارهاي گراديان 

 .اند پتيمم مستقل خطياُ
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,...,2,1,

0
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,...,2,1,0)(

,...,2,1,0)(

,...,2,1,0)(
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ب بنه كنار   محندّ ت قيود است و اگر قضيه براي مسنائل  نيز ذكر شد شرط آخر موسوم به شرط جامعيّ همانطور كه قبلاً

بنه هنر حنال اگنر اينن شنرط نقنض        (. موسوم بنه شنرايط مرتبنه اول   ) رود، بخشي از شرايط كافي مسأله نيز مي شود

 !نهايت جواب بيابيم دستگاه فوق نيابيم يا بي شود،ممکن است جوابي براي حلّ
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مزبنور بنه طنور خودكنار      پتيمم مشکل است ولي براي دو حالت زير، شرطچك كردن اين شرط قبل از محاسبه نقطه اُ

 :شوند ارضاء مي

 .ي باشنداگر تمام قيود اعم از مساوي و نامساوي خطّ -1

x~*ي باشند و حداقل يك بردار ممکن مثل ب بوده و همه توابع قيود مساوي خطّاگر قيود نامساوي محدّ -2
وجود   

 ريکهداخل منطقه ممکن قرار بگيرد، به طو اًداشته باشد كه اكيد











Pkxh
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,...,2,1,0)~(
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 :سازي زير را همراه با قيود مربوطه درنظر بگيريد مسأله مينيمم :11مثال

)(02),(

)(02),(..

)()1(),(

32

3

1212

22

3

1211

1

2

2

2

121

Exxxxg

ExxxxgTS

ExxxxfMinimize







 

 .پتيممدر نقطه اKKTُمطلوبست كنترل شرط جامعيت و شرايط 

معلنوم   طنورگرافيکي  بهطور كه  همان. اند هنشان داده شد( 11)هاي تراز مسأله در شکل و منحني ناحيه ممکن حلّ: حل

ال هسنتند، لنذا بايند    هنردو در مبندأ فعّن    2gو   1gكنه   از آنجنائي . باشد پتيمم مسأله مياست، نقطه مبدأ يك نقطه اُ

 :گراديان آنها را محاسبه كنيم

                                            

 

 (است  2gقرينه گراديان  1gگراديان ) اند يها، بديهيست كه آنها وابسته خطّ با توجه به محاسبه گراديان

 .را نيز بنويسيم خالي از لطف نخواهد بود KTاگر ساير شرايط . ت برقرار نيستدر نتيجه شرط جامعيّ

 :اديان تابع هدف را بنويسيماگر گر

 

 

 
 
 

 :بگذاريم KTو در شرايط 
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)(و چون شرط  4E صادق نيست، در نتيجه شرايطKTُپتيمم صادق نيستدر نقطه ا. 
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 KKTهاي تراز مثال ناقض شرايط با منحنيهمراه  ناحيه ممکن حلّ – 11شکل 

 

يخچال در انتهاي هر ماه بنراي   51هاي خانگي قراردادي مبني بر ساخت و تحويل  يك شركت سازنده يخچال :12مثال

)دل دسنتگاه در هنر مناه معنا    xهزينه توليد هنر  (. ظرف سه ماه بايد تحويل دهد) دستگاه بسته است 151تعداد  كلّ

10002 x )تواند هر تعداد يخچال اضافه بر اين قرارداد بسازد و در انبنار بنراي تحوينل در     كارخانه مي. باشد دلار مي

در  فرض كنيد هنيچ يخچنالي ابتندائاً   . اردازاي هر دستگاه برايش هزينه د هدلار ب21ماه بعد نگهدارد ولي اين كار برابر با 

 .حداقل شود( شامل هزينه توليد و انبارداري) ت ميزان توليد ماهانه كارخانه براي اينکه هزينه كلّمطلوبس. انبار نيست

123فرض كنيد : حل ,, xxx ّبه شکل زير محاسبه  بيانگر تعداد دستگاه ساخته شده در هر ماه باشد، هزينه كل

 :شود يم

)50(20)1000()1000()1000(),,( 1
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1321  xxxxxxxf 

                                               21
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2

2

121 2040)100(20 xxxxxxx  

 :قيود نامساوي را مي توان به اين شکل نوشت

 

 (لاگرانژين) نويسيم را براي اين مسأله ميKKTشرايط 

 

 :شود كه معادل روابط زير مي
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3,2,1,0و در ادامه،  براي   jg jj خواهيم داشت: 

0150:)(

0100:)(

050:)(

3213

212

11







xxxxg

xxxg

xxg

3,2,103
3

2
2

1
1 



















i

x

g

x

g

x

g

x

f

iiii

















02

0202

0402

33

322

3211







x

x

x



 ( 61/66/6312: روزرساني به) مفاهيم اساسي و رياضي پشتيبان - 2فصل 

 

 

33 

 

)(
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:3,2,1,0و سپس براي   jg j 
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3,2,1,0سازي است، براي  و چون مسأله مينيمم  jjخواهيم داشت ،: 

 

)(

)(

)(

12

11

10

E

E

E

 

 

)(، از ساده ترين عبارت يعني براي شروع حلّ 4E شروع مي كنيم: 

)(معادلات . صفر است 1( 1حالت 1E تا)( 3E منجر به نتيجه زير مي شود: 

 

)( 13E                                                                                    

 

 

)(با جايگزيني عبارات  13E  در روابط)( 5E و)( 6E خواهيم داشت: 

   

                      )( 14E 
 

 

)(در معادلات  14E  ، چون دو تا اند، لذا چهار حالت ممکن است پيش بيايد به صورت ضربي ظاهر شده. 

 : صفر باشد و در نتيجه 2( الف

                                                                           
 جايگذاري در

 

60,50,40,120,)0( 321312  xxx   :ّكانديدا يك حل 

)(اين جواب معادلات  10E  تا)( 12E  را ارضاء مي كند، ولي معادلات)( 7E  و)( 8E نتيجنه اينکنه اينن    . كند را نقض مي

 .پتيمم نيستنقطه اُ

 : صفر باشد و در نتيجه 3( ب
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 جايگذاري در

 

0,55,45,130,)0( 321213  xxx   : كانديدا حلّ يك 

)(اين جواب معادلات  10E  تا)( 12E  را ارضاء مي كند، ولي معادلات)( 7E  و)( 9E نتيجه اينکنه اينن   . را نقض مي كند

 .پتيمم نيستنقطه اُ

23( ب , هر دو صفر باشد و در نتيجه : 

                                                                                                     
 جايگذاري در

0,55,45,130,)0( 321213  xxx   :ّكانديدا يك حل 

)(اين جواب معادلات  10E  تا)( 12E  را ارضاء مي كند، ولي قيود)( 7E  تا)( 9E   پتنيمم  توانند اُ  را نقض مي كنند و نمني

 .باشد

23( ب ,  هر دو غير صفر هستند : 

 

                                                                                             جاگذاري در                                      

 

  

50,55,45),100,30,0( 321321  xxx   :ّكانديدا يك حل 

)(اين جواب معادلات  10E  تا)( 12E  را ارضاء مي كند، ولي قيد)( 7E پتيمم نيستدر نتيجه نقطه اُكند و  را نقض مي. 

501( 2حالت  x  باشد، در اين حالت معادلات)( 1E تا)( 3E آيند به شکل زير در مي: 
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)(گذاري مجموعه معادلاتيبا جا 15E در معادلات)( 5E و)( 6E : 

0)100)(2220( 2132  xxxx 

)(0)150)(2( 163213 Exxxx  

 :كنيم، چهار حالت ممکنست پيش بيايد ملاحظه مي داًمجدّ

 : گيريم تركيب زير را در نظر مي( الف

نقض
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 : گيريم يتركيب زير را در نظر م( ج

)(نقض 
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 : و تركيب نهايي ( د
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)(اميدواركننده است، چراكه تمام قيود اين حلّ 7E  تا)( 9Eبا جايگزيني اين مقادير در مجموعه معادلات . كند را ارضاء مي

)( 15E : 

)(ارضاي                                              10E  تا)( 12E                                

 100,20,20 321       

 :آيد در نتيجه جواب نهايي به شکل زير بدست مي

50*

3

*

2

*

1  xxx 

 

 م با قيود نامساويأد مساوي تونی مقيّشرط كافی براي مسائل بهگزي -13قضيه 

كنه   باشد و هم شرط كافي و در صنورتي  ب هم شرط لازم ميبراي مسائل محدKKTّنيز اشاره شد، قضيه  همانطور كه قبلاً

 اتريس هسنيان ب بودن را تضمين كرد، آنگاه از شرايط مرتبه دوم، يعني اسنتفاده از علامنت من   اين طور نباشد يا نتوان محدّ

 .گيريم بودن بهره مي زيمم يا مينيممگبراي تعيين ما( كند ره استفاده ميدوم تابع چند متغيّ جملات بسط تيلور كه از مشتقّ)

 .كنيم د، ماتريس هسيان را براي لاگرانژين تشکيل داده و در نقطه اكسترمم، علامت آن را تعيين ميمشابه حالت نامقيّ

 :ال صورت بگيردمحاسبه هسيان بايد در قيود فعّ ت نمود كهفقط بايد دقّ

YxHY
T

),,(
***

                ( :فرم مجذوري تحت مطالعه) 

 :، به طوريکه Yبراي تمامي بردارهاي غير صفر 

                                                                                                     0)( * YxJ 

)(و *xJ ّال در ماتريس ژاكوبين يا ماتريسي است كه سطور آن گراديان قيود فع*x مي باشد. 

پتيمم نقطه اُن بودن، ن باشد، نقطه اكسترمم، نقطه مينيمم بوده و در صورت منفي معيّاگر فرم مجذوري بالا، مثبت معيّ

مرتبه دوم در مراجع ( و همچنين لازم) مطالعه تحليلي و اثبات كامل شرايط كافي. كند زيمم ميگمسأله، تابع هدف را ما

 .آمده است [8,12]
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