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1 ÛÊê

ĆõÀÖõ

ĆĂČõě 1.1

ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ 1.1.1

ýĆÎČ§ ďć üĺŚĺŘ üÈûøÄŢ ýĆĂČõě Œþ öŘĄĂä Ć Ş ťîÂ§ ýÃþďĆõŚ œÂ Ş Ć ţłÁð ýĆûć ÀĂİ üÏ

Œþ ßţêŚþ ,ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ýĆþŚŢ ýĆÜßÆõ .ťĺŘ ùćĄŞ đÂÎõ üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ø ŒČŮŚŞøď

ÀûÀœ ăď ŚûâœŚõ ø ŰŚŞøď ßČŞ ýćďĄąÂŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ âœŚõ ýćŘÀãŮ ßČŞ ŰŚŞøď Œþ ýŘÂŞ ÂČÆõ

ßţêŚþ öŊ éÀû Ćî Àł đÂÎõ 1ĄœŚČŢ ýùÀĂĂîŚŻĆŞŚŻ ýĆÜßÆõ öŘĄĂä ĆŞ ďŚŞ ßČţÆ£œ ĆÜßÆõ ßþŘ .]1[
âœŚõ ýćŘÀãŮ ßČŞ ěŘ Řď (ĄœŚČŢ Œþ ÀĂœŚõ) řÜň ÝÆŻ Œþ öŘĄţŞ Ćî ýďĄÏ ćĄŞ ŰŚîÂ§ ěŘ ýŘĆóŚśœć

ďć üðÀČżČŢ ßþÂŮÝúõ .ćÂŞ ÀÊÖõ ťČãőø Œþ ĆŞ ŘbÀśõ ťČãőø Œþ ěŘ (ëŚŮŘ Œþ ÛąŘć ŔŚČłŘ Ûůõ)

ýŘÂŞ ßØÞõ ýŚûĆóŚśœć ćŚþě ćŘÀãŮ ÂÏŚą ĆŞ Ćî ćĄłüõ ÂźĂõ öŊ üĺÀĂû ťČûŚõ ěŘ ĆÜßÆõ ßþŘ Û§

ťĺŘ ť£ĺ-PSPACE ĆÜßÆõ ßþŘ Ćî ćŘć öŚÈœ 1979 ñŚĺ ďć 2ÓþŘď .ťĺŘ üþŚÞœ ďŚî ßþŘ ôŚźœŘ
áĄőĄõ ßþŘ .]3[ ťĺŘ ť£ĺ-NP ďĄîÁõ ýĆÜßÆõ Ćî ÀœćŘć öŚÈœÓþŘď ø 3üĂî öŊ ěŘ ÀãŞ ø ]2[
ýćŘěŊ ýĆŻďć öÀł ćøÀ¡õ ŚŞ Ďf ĄÞãõ Ćî ÀœĄł ćŚźþŘ ĆÜßÆõ ßþŘ ěŘ ýďŚČÆŞ ýŚûĆœĄð Ćî Àł űäŚŞ

piano mover’s problem1
Reif2

Canny3
1



.ÀœćÂîüõ Û§ ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě ďć Řď ĆÜßÆõ ,ŰŚŞøď4ýÀĂŞÂØČ Ţ ýŚÌê ôĄúÔõ Â Ş ćďŘć ćĄŻø ťîÂ§ ýÃþďĆõŚ œÂ Ş Ć Ş Ćî üþŚûťêŚ Čûď ÂţÈČ Ş
ôŚÞ Ů ýĆäĄÞźõ ýÀĂ ŞÂØ Č Ţ ýŚÌê .Àł Ć ŐŘďŘ ]4[ ďć 6üÜĺø ø 5ěÂ Ţ Ą œŘěĄ ó ÍĺĄŮ Ćî À œďŘĄ ţĺŘ
ćďĄąÂŞ âœŘĄõ ŚŞ ŚûťČãőø ßþŘ ěŘ üąÂŞ .ćÂČÚŞ ďŘÂì öŊ ďć ÀœŘĄŮüõ ŰŚŞøď Ćî ťĺŘ üþŚûťČãőø

ěŘ ýÀĂśÞû ýĆóŚ ś œć ßţêŚ þ Ć Ş ĆÜ ßÆõ ,řČŮÂŮ ßþŘ Ć Ş .ÀœĄłüõ âìŘø ćŘěŊ ýŚÌê ďć üąÂŞ ø ÀœďŘć

.ÀĂłŚŞ ĆţłŘÀœ ćďĄąÂŞ âœŘĄõ ŚŞ ôŘÀîžČû Ćî ťĺŘ ýÀĂŞÂØČŢ ýŚÌê ďć (ŚûýÀĂŞÂØČŢ Śþ) ŚûťČãőø

öŊ ÍĺĄŮ Ćî ťĺŘ 7üØÆêĄØĂČõ áĄÞźõ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ÀĂîüõ ÂŮùćŚĺ Řď ĆÜßÆõ Û§ Ćî ýÂÚþć ÛþÀśŮ
Œþ ĆŞ ćďŘć ďŘÂì ŚÌê ďć üúŻøÀĂİ Śþ Ć¡Ôň ďć üãÜőÀĂİ Œþ ÛØł ĆŞ Ćî Řď ŰŚŞøď Œþ öŘĄŮüõ

ÂČÆõ Œþ ßţêŚþ ĆŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ÛŐŚÆõ ěŘ ýďŚČÆŞ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćÂî ÛþÀśŮ ýŘĆÎÖœ ŰŚŞøď

ŰŚŞøď Œþ ťîÂ§ ÂČÆõ ,(šİ) 1 ÛØł ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .ÀœĄłüõ ÛþÀśŮ ýŘĆÎÖœ íÂ¡ţõ Œþ ýŘÂŞ

,ťĺŘď ťÞĺ ÛØł ďć .Àûćüõ öŚÈœ âœŚõ ýćŘÀãŮ ßČŞ ,ťĺŘ üóŚÖţœŘ ťîÂ§ ĆŞ ďćŚì ÍÖê Ćî Řď

âœŚõ öŘĄĂä ĆŞ ø (ýÂţÆîŚą ýŚûüãÜőÀĂİ) ÀœŘùÀł ĆśĺŚ¡õ âœŘĄõ ø ŰŚŞøď üØÆêĄØĂČõ áĄÞźõ

â œŘĄ õ ßČ Ş ýŘĆÎÖ œ íÂ¡ţõ Œþ ýŘÂ Ş ýÂČÆõ ßţêŚ þ Ć Ş Ć Ü ßÆõ ,řČŮÂ Ů ßþŘ Ć Ş .À œĄłüõ ŋÂê

.ćĄłüõ ÛþÀśŮ Ùœď ýÂţÆîŚą

ýŘĆÜßÆõ ßČĂİ Û§ .ťĺŘ üêŚî Śõ ýŘÂŞ ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ßČŞ ÂČÆõ Œþ ßţêŚþ ŚúĂŮ ŰŚìøŘ üąÂŞ

üØþ .ťĺŘ ĆĂþÃû âŞŚŮ Œþ öćÂî ĆĂČúŞ Śõ éÀû üãìŘø ŰĎŚ§ ýďŚČÆŞ ďć ŚõŘ .ťÆČœ ÛØÈõ öŘÀĂİ

ôěĎ ýęÂœŘ Śþ ÂČÆõ öćÂî üÏ öŚõě ŚŞ ŚfõĄÞä Ćî ťĺŘ ÂČÆõ üĺÀČÜìŘ ñĄÏ ĆĂþÃû âŞŘĄŮ ßþÂŮñøŘÀţõ ěŘ

ßţêŚþ Ćî üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ßþćŚČĂŞ ÛŐŚÆõ ěŘ üØþ ýćďŘĄõ ßČĂİ ďć .ťĺŘ řĺŚĂţõ ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ

ÂČÆõ ,(ťĺŘď) 1 ÛØł ďć ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .Àûćüõ öŚÈœ Řď ćĄą ťĺŘ âœŘĄõ ßČŞ ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

.ÀĂîüõ É£Èõ ŰŚŞøď ťîÂ§ ýŘÂŞ Řď ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ýĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ßČİÍą

configuration space4
Lozano-Perez5

Wesley6
Minkowski sum7

2



ýŘĆÎÖœ íÂ¡ţõ Œþ ťîÂ§ ĆŞ ŰŚŞøď ťîÂ§ ýĆÜßÆõ ÛþÀśŮ :1 ÛØł

ýćŘÀãŮ ,ťĺŘ ÓþÂãŮ ÛŞŚì ÂţÈČŞ Śþ ÀãŞ øć ďć Ćî ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ üÜî ÛØł ďć

ŘbÀśõ ýĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû .ÀœĄłüõ ùćŘć ĆÜßÆõ ĆŞ ýćøďø öŘĄĂä ĆŞ âœŚõ

ĆÜßÆõ ßþŘ ěŘ üäĄĂţõ ďŚČÆŞ ýŚûĆœĄð .ćĄÈœ üãœŚõ žČû ÛąŘć ÂČÆõ ßþŘ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ÀÊÖõ ø8ĄŻøğÂŢ ,âœŘĄõ ýŘÂŞ ÓÜţ£õ ýŚûÛØł ,ÓÜţ£õ ýŚûĆĂõŘć ďć Řď ĆÜßÆõ Ćî ťĺŘ ùÀł ÓþÂãŮ
.]5[ ÀĂîüõ đÂÎõ ŚûÂţõŘďŚŢ ÂþŚĺ ø ÀÊÖõ Śþ ŘbÀśõ öćĄŞ É£Èõ Śþ öćĄŞ

Ýúõ ýŚûďŚČãõ ŚõŘ ,ťĺŘ ĆĂþÃû âŞŚŮ ÓþÂãŮ ýŘÂŞ ýŘùÀłĆţąŚĂł ďŚČãõ üĺÀČÜìŘ ñĄÏ ÀĂİ Âû9ÀœĄČŢ ďŚČãõ ,ŒČŮŚŞøď ýĆÎČ§ ďć ŚúœŊ ßþÂŮÝúõ ěŘ üØþ .ÀœÂČðüõ ďŘÂì ùćŚÔţĺŘ ćďĄõ ÃČœ ýÂÚþć
ĆĂþÃûÂŢ ďŚČãõ ßþŘ ÓþÂãŮ ÛČóć .ťĺŘ öŊ ýŚûťÆØł ćŘÀãŮ ÂČÆõ Œþ ýĆĂþÃû ďŚČãõ ßþŘ ďć .ťĺŘ

ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ďć Ýû ýÂÚþć ýŚûďŚČãõ .ťĺŘ ŚûŰŚŞøď ÂČÆõ ÂČČçŮ öćĄŞ

.ÝČĂîüõ ýďŘććĄą ŚúœŊ öŚČŞ ěŘ ŚźĂþŘ Ćî

ćøÀ¡õ Řď ĆÜßÆõ ťĺŘ ßØÞõ üÔÜţ£õ ýŚûÀČì ,ĆĂþÃû âŞŚŮ ÓþÂãŮ ďć üœĄðŚœĄð ÂŞ ùøĚä

üØþÃČê ýŚûťþćøÀ¡õ ěŘ Ćî ťĺŘ ÂČÆõ 10ýŚĂ¡œŘ ýøď ťþćøÀ¡õ ŚûÀČì ßþŘ ěŘ ýŘĆœĄÞœ .ÀĂĂî
query8

link metric9
curvature10

3



s

öøďć öŚśúÚœ ÂČÆõ ùŘÂÞû ĆŞ ùÀł ùćŘć öŚÈœ íěŚœ ÀţÞõ ŕĄÎą ŚŞ Ćî ùćŚĺ üãÜőÀĂİŒþ :2 ÛØł
ĆÎÖœ öŚÞû ĆŞ ø áøÂł s É£Èõ ŘbÀśõ ěŘ ÂČÆõ ßþŘ .ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÝČ£ő ÀţÞõ ŕĄÎą ŚŞ Ćî öŊ

.ćĄłüõ Ýţą

ýÀãŞ Ćĺ ýŚûĆĂõŘć ýøď ÂČÆõ řČł Śþ áŚÔŮďŘ ÂůîŘÀ§ ťþćøÀ¡õ ,ÂÚþć ýĆœĄÞœ .ćĄłüõ üłŚœ

ěŘ ćĄą ÂČÆõ ñĄÏ ďć ýÂČðťąĄĺ ÀĂœŚõ üÜČóć ĆŞ íÂ¡ţõ ťĺŘ ôěĎ ŰŚìøŘ üąÂŞ ßČĂżÞû .ťĺŘ

ÀČì ßþŘ .ťĺŘ 11Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ùÀł ýćŚþě ĆŻĄŮ öŊ ĆŞ Ćî ýÂÚþć ÀČì .ÀĂî ďŘÀþć üĂČãõ ýŚûÛ¡õ
.ÝČĂîüõ ĆãóŚÎõ ÀãŞ Ç£Ş ďć ÛÊÔõ ďĄÏ ĆŞ Řď

Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ 2.1.1

âœŘĄõ ěŘ ŒþžČû ŚúœŊ ÛňŘø ÍąùďŚŢ ÂðŘ ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚì Ýû ěŘ ĆÎÖœ øć ,üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ďć

ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ üäĄœ Ćî üÜŐŚÆõ ßþÂŮüÞþÀì ěŘ üØþ .ÀĂØœ âÎì Řď ĆĂõŘć ďć ćĄŻĄõ

üãÜőÀĂİ Œþ ĆÜßÆõ ßþŘ ďć .]6, 7, 8, 9, 10[ ťĺŘ 12öŚśúÚœ ÂČÆõ ýĆÜßÆõ ćĄłüõ ŠĄÆ¡õ Àþć
Œþ ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû .ťĺŘ ùěĄõ Œþ ÀĂœŚõ ĆţÆŞ ýĆÏĄ¡õ Œþ ěŘ üóÀõ Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŘć ùćŚĺ

Řď ÛõŚî ďøć Œþ ÂČÆõ ßþŘ ýøď (öŚśúÚœ) üîÂ¡ţõ ÂðŘ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ üãÜőÀĂİ ÛąŘć ĆţÆŞ ÂČÆõ

.(2 ÛØł) ÀĂČśŞ Řď (ĆÏĄ¡õ ýŚûďŘĄþć) üãÜőÀĂİ ěÂõ ŕŚÖœ ôŚÞŮ ,ÀĂî üÏ

visibility11
watchman route12
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ĆãóŚÎõ Àþć ťČÜŞŚì ýŚûÀČì ďĄÌ§ ďć Řď ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ Ćî ÛŐŚÆõ ěŘ ýÂÚþć ýĆţĺć

ďć 14Àþć éÀû öŘĄĂä ĆŞ íÂ¡ţõ ÀĂİ Śþ Œþ ÛŐŚÆõ ßþŘ ďć .ÀĂţÆû 13ÃþÂð ø řČÖãŮ ÛŐŚÆõ ÀĂĂîüõ
.ÀœďŘć Řď ŚúœŊ ßţêŚþ ÀÊì ùÀĂĂîřČÖãŮ Śþ öŚśúÚœ öŘĄĂä ĆŞ íÂ¡ţõ ÀĂİ Śþ Œþ ø ÀœĄłüõ ĆţêÂð ÂÑœ

üãÜőÀĂİ Œþ ďć üõĄÜãõŚœ Û¡õ ďć Àþć éÀû ÀĂİ Śþ Œþ Ćî ćĄłüõŋÂê ,]11[ ďć ñŚůõ ýŘÂŞ

Řď üãÜőÀĂİ ßþŘ ýĆÏĄ¡õ ÀĂûŘĄąüõ öŚśúÚœ ýćŘÀãŮ .ÀœďŘć ťîÂ§ üþŚœŘĄŮ ø ÀœďŘć ďŘÂì ùćŚĺ

ùÂČźœě ßþŘ ďć Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ ,ÀĂĂî ćŚźþŘ 15Àþć ťČÜŞŚì ýùÂČźœěŒþ ùďŘĄÞû Ćî ýďĄÏ ÀĂĂî øďŚŻ
ùÂČźœě ßþŘ ěŘ ÀœŘĄŮüÞœ Àþć éÀû Œþ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÀĂĂČśŞ Řď ÂÚþÀØþ ÀĂœŘĄţŞ ďøŚźõ öŚśúÚœ øć Âû

ÀĂœŘĄţŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ßþÂŮÝî ťîÂ§ ýŘÂŞ ĆõŚœÂŞ Œþ ßČČãŮ ĆÜßÆõ éÀû .ćÃþÂÚŞ

ÛŐŚÆõ ÂÚþć ýŚûĆœĄÞœ .(ÀĂĺÂŞ Àþć ýŚûéÀû ĆŞ ťþŚúœ ďć Ćî) ÀĂĂî øďŚŻ Řď üãÜőÀĂİ ĳÎĺ Ûî

.ťêŚþ ]12, 13, 14, 15[ ďć öŘĄŮüõ Řď ÃþÂð ø řČÖãŮ

ýÃþďĆõŚœÂŞ ďć öŘĄŮüõ Řď Àþć ťČÜŞŚì ýŚûÀČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ÛŐŚÆõ ěŘ ýÂÚþć áĄœ

ÀœĄłüõ ÛõŚł ÃČœ Řď ÃþÂð ø řČÖãŮ ÛŐŚÆõ ýćøÀ§ ŚŮ Ćî ÛŐŚÆõ ßþŘ .Àþć 16ďŚţ£õćĄą ýŚûďĄõŚbõ
ÛŐŚÆõ ßþŘ ěŘ üØþ .ťĺŘ ÍśŮÂõ Àþć ťČÜŞŚì ŚŞ ŚúœŊ ťþďĄõŚbõ Ćî ćěŘćÂŢüõ üþŚûďĄõŚbõ ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆŞ

Œþ ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ĆÜßÆõ ßþŘ éÀû .]16, 17[ ťĺŘ 17üĺďěŚŞ ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ
ùŚÚÈþŚõěŊ ďć Ćî üûøÂð .Àþć Řď ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû Œþ öŘĄţŞ Ćî ťĺŘ ýŘĆČ§Śœ ĆŞ É£Èõ ŘbÀśõ

Řď 19ďŚţ£õćĄą ýŚûùÀĂĂîùÀûŚÈõ ôŚœ ĆŞ üõĄúÔõ ÀĂĂîüõ ťČóŚãê 18ćďĄÔĂţĺŘ ùŚÚÈœŘć ŒČŮŚŞøď
ŚûùÀĂĂîùÀûŚÈõ ßþŘ öĄõŘÂČŢ üÜňŘ ýĆÜßÆõ Ćĺ .]18, 19, 20, 21, 22[ ÀœŘùćÂî ĆãóŚÎõ ø üêÂãõ

:ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ

pursuit-evasion13
ŰøŚÔţõ ùÀł ĆţêÂð ďŚîĆŞ goal ýŚŻ ĆŞ Ćî éÀû ýùęŘø ěŘ Ćî ùÀł ĆţêÂð ÂÑœ ďć target ýŚŻ ĆŞ Àþć éÀûŰďŚśä14

.ÀłŚŞ
visibility chain15

autonomous agents16
shortest inspection paths17

Stanford18
autonomous observers19
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ťĺŘ ÍČ¡õ Œþ ďć ďŚţ£õćĄą ýùÀĂĂîùÀûŚÈõ Œþ öćŘć ďŘÂì éÀû ,ĆÜßÆõ ßþŘ ďć :ñÀõ ťąŚĺ

.ćěŚÆŞ ćĄą ýŘÂŞ ÍČ¡õ ěŘ üóÀõ üþŚĂČŞ ŰŚœŚØõŘ ÍĺĄŮ ÀœŘĄţŞ øŘ Ćî ýďĄÏ

Œþ ñŚśœć ĆŞ ďŚţ£õćĄą ýùÀĂĂîùÀûŚÈõ ,Àł ĆţąŚĺ ÍČ¡õ ñÀõ Ćî ßþŘ ěŘ ÀãŞ :Àþć éÀû ßţêŚþ

Àþć ťČÜŞŚì ýĆÎČ§ ďć Řď öŊ ŚŮ ććÂðüõ ćďŘć ďŘÂì ÍČ¡õ ěŘ üõĄÜãõŚœ ýŚŻ ďć Ćî Àþć éÀû

.ćďøŚČŞ ćĄą

ďŚţ£õćĄą ýùÀĂĂîùÀûŚÈõ ,öŊ öćĄŞ íÂ¡ţõ ŋÂê ŚŞ ø Àþć éÀû öćÂî ŘÀČŢ ŚŞ :Àþć éÀû řČÖãŮ

.ćďŘćĆÚœ ćĄą ÂÑœ Âþě Řď Àþć éÀû ÀþŚŞ

ďŘÀþć ÀČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþď ĆõŚœÂŞ 3.1.1

ěŘ ýŘĆČ§Śœ ,ćĄą ÂČÆõ ñĄÏ ďć Ćî ÀĂîüõ ôÃÜõ Řď íÂ¡ţõ ,ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ďć Àþć ťČÜŞŚì ÀČì

Ć Ş ýÀãŞøć ýŚûĆĂõŘć ďć ĆČ§Ś œ ßþŘ .ÀĂî ŰŚìĚõ ťĺŘ öÀþć ÛŞŚì ŚźœŊ ěŘ Àþć éÀû Ćî Řď ĆĂõŘć

ßþŘ ÂŮüõĄÞä ťóŚ§ .ćĄłüõ ĆţÔð 20Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ öŊ ĆŞ ø ťĺŘ üãÜőÀĂİŒþ ŰďĄň
ĆÎÖœ Œþ Àþć ÛŞŚì üãÜőÀĂİ ŚfõøÃó ťĺŘ öŊ ďŘÀþć ĆŞ ÀČÖõ ÂČÆõ Ćî üãÜőÀĂİ Ćî ťĺŘ ßþŘ ÀČì

Řď Ć¡Ôň ěŘ ĆČ§Śœ ÀĂİ Śþ Œþ ďŘÀþć Ćî üþŚûÀČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ÛŐŚÆõ ěŘ üþŚûĆœĄÞœ .ÀłŚśœ

ýŚûĆœĄÞœ ěŘ öŘĄŮüõ ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .ÀœŘĆţêÂð ďŘÂì ĆãóŚÎõ ćďĄõ üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ďć ÀĂîüõ üõŘÃóŘ

:ćÂŞ ôŚœ Âþě

Ćî ùÀł ùćŘć (Ç§øåŚŞ ýĆÏĄ¡õ) ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ĆÜßÆõ ßþŘ ďć :21Ç§øåŚŞ öŚśúÚœ ýĆÜßÆõ
üãÜőÀĂİ ŚŞ ŚúœŊ ěŘ âÜő Œþ ÛìŘÀ§ Ćî ÀœďŘć ďŘÂì öŊ ďć (ÅÔì) ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ýćŘÀãŮ

ôŚÞŮ ěÂõ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ýŘĆţÆŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû .ťĺŘ íÂţÈõ üÜňŘ

.]23, 24, 10[ ćĄÈœ ŚúœŊ ÛąŘć üóø ÀĂî ŰŚìĚõ Řď üÜąŘć ýŚûüãÜőÀĂİ

visibility polygon20
zookeeper’s problem21
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ÂČÆõ Ćî ŰøŚÔŮ ßþŘ ŚŞ ťĺŘ Ç§øåŚŞ öŚśúÚœ ýĆÜßÆõ ĆŞ ĆČśł ĆÜßÆõ ßþŘ :22üţ§ŚČĺ ÂČÆõ ýĆÜßÆõ
.]23, 25[ ćďÁÚŞ ÃČœ üÜąŘć ýŚûüãÜőÀĂİ ÛąŘć ěŘ ćďŘć ùěŚŻŘ ÂÑœ ćďĄõ

ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ø ťĺŘùÀł ùćŘć üŞĄİ Śþ ýÃÜê ýĆìďø Œþ ĆÜßÆõ ßþŘ ďć :23ŰŚãÎì ľÂŞ ýĆÜßÆõ
.ÀœĄł ùÀþÂŞ öŊ ÛąŘć ěŘ ÀþŚŞ ÀœŘùÀł Ýĺď Ćìďø ýøď Ćî ŘÀŻ Ýû ěŘ ýùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ

.]26[ ťĺŘ ľÂŞ ďŘÃŞŘ ťîÂ§ ýŘÂŞ ĆĂČúŞ ÂČÆõ ßţêŚþ ,ĆÜßÆõ éÀû

ùćŘć Ć¡Ôň ďć ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ýćŘÀãŮ ,ĆÜßÆõ ßþŘ ďć :ŚûüãÜőÀĂİ ěŘ ýŘĆóŚśœć ďŘÀþć ýĆÜßÆõ

ŰŚìĚõ Řď ŚûüãÜőÀĂİ ßþŘ řČŮÂŮ ĆŞ Ćî ťĺŘ ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû ø ÀœŘùÀł

üãÜőÀĂİ Œþ ŚŞ üóŘĄţõ üãÜőÀĂİ øć Âû ßČŞ ťîÂ§ ÂČÆõ ,ĆÜßÆõ ÂŮńŚą ťóŚ§ ďć .ÀĂî

.]27[ ćĄłüõ ćøÀ¡õ ćĄłüõ ùÀČõŚœ 24ďŚÊ§ Ćî ÂÚþć ýùćŚĺ
ýùÀĂłøÂê ýĆÜ ßÆõ ěŘ üÞČÞã Ů Ćî Ć Ü ßÆõ ßþŘ ďć :25üÚþŚÆÞû ŚŞ ćÂðùďøć ýùÀĂłøÂê ýĆÜßÆõ
ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû ø ÀœŘùÀł ùćŘć Ć¡Ôň ěŘ ĆČ§Śœ ýćŘÀãŮ ,ťĺŘ ćÂðùďøć

.]28, 29, 30[ ÀĂî ŰŚìĚõ Řď ŚûĆČ§Śœ ßþŘ ôŚÞŮ Ćî ťĺŘ

ÇûøÄŢ ýùÃČÚœŘ 2.1

üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ŚŞ ÂÚþć ýĄĺ ěŘ ø ŒČŮŚŞøď ŚŞ Ąĺ Œþ ěŘ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ýĆÎČ§ Ćî ŚźœŊ ěŘ

.ćĄłüõ ôŚźœŘ ĆąŚł øć ßþŘ ěŘ üØþ ďć Ďf ĄÞãõ ÃČœ ĆÎČ§ ßþŘ ŚŞ ÍśŮÂõ ýŚûÇûøÄŢ ,ćďŘć ŕŚśŮďŘ

ýùÀÞä éÀû .ÀĂĂîüõ üĺďÂŞ ýćÂŞďŚî ťóŚ§ ďć Řď ĆÜßÆõ ŚfõĄÞä ŒČŮŚŞøď ěŘ ĆţĺŚąÂŞ ýŚûÇûøÄŢ

ďć ŰŚŞøď Ćî Řď üÈĂî Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ŰŚŞøď ýŘÂŞ 26ÃþďĆõŚœÂŞŒþ ü§ŘÂÏ Ďf ĄÞãõ ŚûÇûøÄŢ ßþŘ
safari route problem22

parts cutting problem23
fence24

TSP with neighborhoods25
planner26
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,Û ŐŚÆõ ß þŘ ďć ,ýćÂ ŞďŚ î ýŚûĆ Ă Č õě Â þŚĺ À Ă œŚ Þû .À Ă î ß Č Č ã Ů Àûćüõ ôŚź œŘ ü œŚ õě âÎÖ õ Âû

ŚfţśÆœ ŠŘĄŻ Œþ öćďøŊ ťĺć ĆŞ ,ÛŞŚÖõ ďć ø ÀœďŘćďĄąÂŞ ýćŚþě ťČÞûŘ ěŘ üÜÞä ýŚûťþćøÀ¡õ

ýćÂŞďŚî ýŚûťþćøÀ¡õ ýŚőďŘ ÃČœ ŚûÃþďĆõŚœÂŞ üþŘďŚî ÛČÜ¡Ů ďć ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ťĺŘ üêŚî ŠĄą

,ĆœĄÞœ öŘĄĂä ĆŞ .ÃþďĆõŚœÂŞ üÞţþďĄÚóŘ üŮŚśĺŚ¡õ üðÀČżČŢ ÛČÜ¡Ů ŚŮ ćÂČðüõ ďŘÂì ĆŻĄŮ ćďĄõ

Ćî) ÀœŘùÀł ôŚźœŘ ďŚţ£õćĄą ýŚûùÀĂĂîùÀûŚÈõ Śþ ÃþÂð ø řČÖãŮ ÛŐŚÆõ ýĆĂČõě ďć Ćî üþŚûÇûøÄŢ

.ÀœďŘć üŮŚČňĄÊą ßČĂİ (ÀœŘĆţêÂð ÛØł ŒČŮŚŞøď ýŚûùŚÚÈþŚõěŊ ďć üÚÞû

ýùÀĂĂîùÀûŚÈõ Śþ ùÀĂĂîřČÖãŮ) íÂ¡ţõ ,ùÀł üĺďÂŞ ÛŐŚÆõ ěŘ ýďŚČÆŞ ďć ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä

íÂ¡ţõ ,ñÀõ ťąŚĺ ÀĂœŚõ ÛŐŚÆõ ěŘ üąÂŞ ďć .ćďŘÀœ ĆÜßÆõ ÍþŘÂł ěŘ üÜõŚî ÇœŘć (ďŚţ£õćĄą

ýŚûĆœĄð üÌãŞ ďć áĄőĄõ ßþŘ .ćďŘÀœ ÀĂîüõ ťîÂ§ öŊ ďć Ćî ýŘĆĂõŘć üĺÀĂû ÛØł ěŘ üţąŚĂł

,íÂ¡ţõ Àþć éÀû ßţêŚþ ÀĂœŚõ ÛŐŚÆõ ěŘ ýÂÚþć ýĆţĺć ďć .ťĺŘ ëćŚň ÃČœ ÃþÂð ø řČÖãŮ ÛŐŚÆõ

éÀû ťîÂ§ ÂČÆõ ,íÂ¡ţõ Àþć éÀû řČÖãŮ ÀĂœŚõ ýŘĆÜßÆõ ďć ø ťĺŘ ôĄÜãõŚœ Àþć éÀû Û¡õ

ďć Ďf ĄÞãõ ŚûÇûøÄŢ ßþŘ ďć ùÀł üĺďÂŞ ÛŐŚÆõ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÀłŚŞ É£ÈõŚœ ťĺŘ ßØÞõ Àþć

.ÀĂźĂðüõ 27ÍąÂŞ ÛŐŚÆõ ýĆÎČ§
ýÂÑœ ýĆśĂŻ ěŘ Řď ĆÜßÆõ ŚfŮÀÞä ,üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ěŘ ĆţĺŚąÂŞ ýŚûÇûøÄŢ ,ÛŞŚÖõ ďć

ťîÂ§ ÂČÆõ ßţêŚþ ýŘÂŞ üþŚûÝţþďĄÚóŘ ßţêŚþ Ďf ĄÞãõ ŚûÇûøÄŢ ßþŘ ýùÀÞä éÀû .ÀĂĂîüõ üĺďÂŞ

ßþŘ üŞŚþěďŘ .ćĄł ĆĂČúŞ (ÂČÆõ üĺÀČÜìŘ ñĄÏ Ďf ĄÞãõ) üÊ£Èõ ýĆĂþÃû âŞŚŮ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ íÂ¡ţõ

ěŚČœ ćďĄõ ýĆÑêŚ§ ýŚÌê ø ŘÂŻŘ öŚõě üðÀČżČŢ ÛČÜ¡Ů ŚŞ ,ôĄĺÂõ ľøď ÀĂœŚÞû ÃČœ ŚûÝţþďĄÚóŘ

ýŚûÂţõŘďŚŢ ćŘÀãŮ ,ýćÂŞďŚî ŰĎŚ§ ďć Ćî ŚźœŊ ěŘ .ćĄłüõ ôŚźœŘ ýćøďø ýùěŘÀœŘ řÆ§ÂŞ ÝţþďĄÚóŘ

üĺďÂŞ ďć ŚfõĄÞä ,ťĺŘ ćŚþě ćĄłüõ ßČČãŮ üãìŘø ýŚČœć ďć ćĄŻĄõ ÍþŘÂł ěŘ Ćî ĆÜßÆõ ýćøďø

áŘĄœŘ .ćĄłüõ üĺďÂŞ ÛŐŚÆõ ěŘ ýćøÀ¡õ ýùćď ø ÀœĄłüõŋÂê ťŞŚŹ ŚûÂţõŘďŚŢ ěŘ ýćŘÀãŮ ,ýÂÑœ

üŮŚČňĄÊą ßČĂİ ,öŚśúÚœ ÂČÆõ ÀĂœŚõ üÜŐŚÆõ Śþ üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÛŐŚÆõ

online27
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.ÀœďŘć

ÂŞ ýćÂŞďŚî ýŚûÇûøÄŢ ÃČœ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ýĆĂČõě ďć ,ýćÂŞďŚî ýŚûĆÎČ§ ôŚÞŮ ÀĂœŚÞû

Û ŐŚ Æ õ ýÂ Ñ œ ýěŚ ĺñÀ õ ýŚ ûŠĄ İďŚ İ À Ă œŚ õ ü ź þŚ ţ œ .À œĄ łü õ Ś Ă Ş ýÂ Ñ œ ÿ þŚ ţ œ ýŚ Ă ś õ

ťĺć Ć Ş ýŚûùÀ þŘ Ś þ ]3, 27, 30[ Û ŐŚÆõ ěŘ ýŘĆ ţĺć öćĄ Ş 28üœÀÈœôŘď , ]31, 32, 33[ ÓÜ ţ£õ
ÂČŹŚbŮ ěŘ üþŚûĆœĄÞœ ]34, 35, 36, 28, 29, 37, 38[ ÛŐŚÆõ ĆœĄðßþŘ ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ýŚûľøď öćďøŊ

.ÀĂţÆû ĆĂČõě ßþŘ ďć üÜÞä ÿþŚţœ öÀõŊ ťĺć ĆŞ ďć ýÂÑœ ýŚûÇûøÄŢ

ùďŚłŘ Ćî ĆœĄðöŚÞû ø ťĺŘ ćÂŞďŚî ěŘ ùÀõŊÂŞ ýŘĆĂČõě ,Àþć ťČÜŞŚì ćĄČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ

ýùÃČÚœŘ .ťĺŘ ùćĄŞ ŒČŮŚŞøď ýŚûùŚÚÈþŚõěŊ ďć ÃČœ ĆĂČõě ßþŘ ďć ùÀł ôŚźœŘ ýŚûÇûøÄŢ ÂţÈČŞ ,Àł

ÛŐŚÆõ üąÂŞ ýÂÑœ üĺďÂŞ ÀœŘùÀł ĆŐŘďŘ Ć óŚĺď ßþŘ řóŚ ì ďć Ćî ùÀł ôŚźœŘ ýŚûÇûøÄŢ üÜňŘ

ďŚČÆŞ üþŚĂśõ ,üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÛŐŚÆõ ÀĂİ Âû .ťĺŘ ĆĂČõě ßþŘ ďć ćĄŻĄõ

ťČÜŞŚì ćĄČì ŚŞ ÛŐŚÆõ ßþŘ řČîÂŮ ,ÀœĄłüõ ŠĄÆ¡õ üÜî ťóŚ§ ďć ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ýŘÂŞ üĂè

.ťĺŘùÀł üĺďÂŞ ÂŮÝî Àþć

âŞŚŮ áĄœ øć ŚfõĄÞä ,ÝČĂî ùŚÚœ ýěŚĺĆĂČúŞ Àþć ěŘ Àþć ťČÜŞŚì ćĄČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆŞ ÂðŘ

üØþ ø ďŚţ£õćĄą ýŚûùÀĂĂîùÀûŚÈõ Śþ ŚûùÀĂĂî řČÖãŮ ćŘÀãŮ üØþ :ćďŘć ćĄŻø ýěŚĺĆĂČúŞ ýŘÂŞ ĆĂþÃû

ÍĺĄŮ ôøć áĄœ ø ťĺŘ 29üłŚÖœ ùŚÚÈþŚÞœ ÛŐŚÆõ áĄőĄõ ñøŘ áĄœ .ŚúœŊ ÍĺĄŮ ùÀł üÏ ÂČÆõ ñĄÏ
.ćĄłüõ ĆãóŚÎõ 30ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÛŐŚÆõ

řĺŚĂõ ýŚûťČãìĄõ ßţêŚþ ,ćÂČðüõ ďŘÂì ĆŻĄŮ ćďĄõ üłŚÖœ ùŚÚÈþŚÞœ ÛŐŚÆõ ùćď ďć ĆżœŊ

ť¡Ů Řď ÍČ¡õ Œþ (ěŚČœ ćďĄõ Ç£Ş Śþ) ôŚÞŮ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ßČŞďøć Śþ öŚśúÚœ ÀĂİ Śþ Œþ ýŘÂŞ

ŚŞ üãÜőÀĂİ Œþ Śþ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ÀœŘĄŮüõ ÍČ¡õ ßþŘ .]39[ ÀĂûć ďŘÂì ýÂþĄÊŮ ÇłĄŢ

Řď ĆÜßÆõ ßþŘ ÂðŘ .ÀĂłŚŞ íÂ¡ţõ Śþ ťŞŚŹ ťĺŘ ßØÞõ ŚûöŚśúÚœ ßČĂżÞû .ÀłŚŞ öŊ ďć üãœŘĄõ ćĄŻø

intractable28
art gallery29

shortest paths30
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ÇłĄŢ ýŘÂŞ ôěĎ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ öćÂî ĆĂČÞî öŊ éÀû ,ÝČĂî ùŚÚœ ýěŚĺĆĂČúŞ ýĆÜßÆõ Œþ Àþć ĆŞ

Ćî üţóŚ§ ďć ŚúœŊ ťîÂ§ ýÄŮŘÂţĺŘ Śþ ŚûöŚśúÚœ ťČãìĄõ ýĆśĺŚ¡õ ťĺŘ ßØÞõ ßČĂżÞû .ťĺŘ ĆĂõŘć

ĆÜßÆõ ýĆČóøŘ éÀû Ćî ťĺŘ ßþŘ ťČÞûŘ ŚŞ ýĆţØœ ŚõŘ ,ÀłŚŞ ĆÜßÆõ ŰďĄň ŔÃŻ ÃČœ ÀĂłŚŞ íÂ¡ţõ

ýÃþďĆõŚœÂŞ ýÂÑœ üœŚśõ Ćî üþŚûÇûøÄŢ ěŘ üþŚûĆœĄÞœ öŘĄĂä ĆŞ .ťĺŘ ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ öćÂî ĆĂČÞî

ø ]11[ ĆŞ öŘĄŮüõ ,ÀœŘùćÂî üĺďÂŞ ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ öćÂî ĆĂČÞî éÀû ŚŞ Řď Àþć ťČÜŞŚì ćĄČì ŚŞ ťîÂ§

.ćÂî ùďŚłŘ ]12[

öŘÃČõ ,ÀłŚŞ ŚûöŚśúÚœ ÍĺĄŮ ùÀł üÏ ÂČÆõ ñĄÏ öćÂî ĆĂČúŞ ,ĆĂþÃû âŞŚŮ ÂðŘ ,ÛŞŚÖõ ďć

üĺďÂŞ ýÂÑœ ýĆĂČõě ŚúĂŮ öŚśúÚœ ÂČÆõ ÛŐŚÆõ Ćţĺć ÀþŚł .ťĺŘ Ýî ďŚČÆŞ ùÀł ôŚźœŘ ýŚûÇûøÄŢ

Ćî ßþŘ ćĄŻø ŚŞ .ťĺŘ Àþć ťČÜŞŚì ćĄČì ďĄÌ§ ďć ÂČÆõ ñĄÏ öćÂî ĆĂČÞî öŊ éÀû Ćî ťĺŘ ùÀł

öŘĄţŞ Ćî ćĄłüõ ßþŘ ěŘ âœŚõ öŊ ýŚţÆþŘ ďŚţąŚĺ ŚõŘ ,ťĺŘ ÛŐŚÆõ ěŘ ýŘĆţĺć ýÂÑœ ýĆþŚŢ ĆÜßÆõ ßþŘ

ďŚţ£õćĄą ýŚûùÀĂĂîùÀûŚÈõ ĆŞ ŕĄŞÂõ ÛŐŚÆõ Śþ ÃþÂð ø řČÖãŮ ÛŐŚÆõ ýŘÂŞ üóÀõ öŘĄĂä ĆŞ öŊ ěŘ

üãÜőÀĂİ áĚőŘ ĆŞ ĆÜßÆõ ßþŘ ďć Àþć ťČÜŞŚì ćĄČì Ćî ťĺŘ ßþŘ ŚţÆþŘ ďŚţąŚĺ ěŘ ďĄÑĂõ .ćÂî ùćŚÔţĺŘ

ĆÜßÆõ ďć Àþć ťČÜŞŚì ÀČì Ćî üţóŚ§ ďć .ÀœĄłüõ ćøÀ¡õ Àûćüõ ÛČØÈŮ Řď ĆÜßÆõ ýĆĂõŘć Ćî ýŘùćŚĺ

ĆţêÂð ďŘÂì ĆŻĄŮ ćďĄõ ÂŮÝî ĆÜßÆõ ýÂÑœ ýŚĂśõ ,ćĄł ÓþÂãŮ ĆĂõŘć ěŘ ÛÖţÆõ üêŘÀûŘ ŚŞ ŕŚśŮďŘ ďć

.ćďŘć öŊ âêď ďć üãĺ ÂőŚ§ ÇûøÄŢ Ćî ťĺŘ ýćĄśÞî ßþŘ .ťĺŘ

ùÀõŊ ťĺćĆŞ ýŚûĆźČţœ 3.1

ÀČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ÛŐŚÆõ üĺďÂŞ ÇûøÄŢ ßþŘ éÀû ,Àł Âîč ÇČŢ Ç£Ş ďć Ćî ĆœĄðöŚÞû

ÓþÂãŮ ÛŐŚÆõ ,ďĄÑĂõ ßþŘ ĆŞ .ćĄłüõŋÂê ÂČÆõ ñĄÏ ,ĆĂþÃû âŞŚŮ Ćî üóŚ§ ďć ťĺŘ Àþć ťČÜŞŚì

ďć ĆżœŊ ÕŞŚÎõ .ÀĂţÆû üŮŚśĺŚ¡õ ýĆĺÀĂû ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ěŘ üþŚûĆœĄð üÚÞû ùÀł

ďć .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć ĆÎÖœ Œþ ŚŞ ćĄł ùÀþć ÀþŚŞ Ćî Řď ýćĄŻĄõ ,ťĺŘ ôĄĺÂõ Àþć ťČÜŞŚì ćĄČì
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ďć ťîÂ§ Ćî ťĺŘ üþŚÌê ďĄÑĂõ ,Ý þÂ Şüõ ôŚ œ 31Ć Ă õŘć ŰďŚśä ěŘ Ćî üõŚÚ Ăû ÛŐŚÆõ ÓþÂã Ů
ýŚûĆ Ă õŘć ,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ýŚûĆ Ă õŘć ďć üÔÜ ţ£õ ÛŐŚÆõ ÇûøÄŢ ßþŘ ďć .ćÂ Čðüõ ŰďĄň öŊ

ýŘÂŞ .ÀœŘùÀł ĆãóŚÎõ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ø (âœŚõ ŚŞ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ) ĆœĄðüãÜőÀĂİ

.ÀČĂČśŞ Řď 2 ÛÊê ŚûĆĂõŘć ßþŘ ÕČìć ÓþÂãŮ öÀþć

ÂČÆõ ñĄÏ ďć É£Èõ ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû öÀþć 1.3.1

ťĺŘ ĆÎÖœ øć ßČŞ ťîÂ§ ýŘÂŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ÝþŘùćÂî ĆãóŚÎõ Řď öŊ Ćî ýŘĆÜßÆõ ßþÂŮüþŘÀţŞŘ

,Â ŮÕČ ìć ďĄÏ Ć Ş .ćĄł ùÀþć Ć Ă õŘć ďć ćĄŻĄõ ýŘĆÎÖ œ À þć éÀû Œþ ťîÂ§ ñĄÏ ďć Ćî ýďĄÏ

ěŘ Àþć éÀû Ćî ćĄł ťêŚþ öŊ ýøď ĆÎÖœ Œþ ÛìŘÀ§ Ćî ÝČĂî ŘÀČŢ Řď ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝČûŘĄąüõ

.ťĺŘ ùÀł Û§ ÓÜţ£õ ýĆĂõŘć Ćĺ ýŘÂŞ ĆÜßÆõ ßþŘ .ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì öŊ

üãÜőÀĂİ ćĄłüõŋÂê ,ťóŚ§ ßþŘ ďć .ćĄłüõ ÛõŚł Řď ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ñøŘ ýĆĂõŘć

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ,ĆÜßÆõ éÀû .ÀœŘùÀł ùćŘć öŊ öøďć p ø t ø s ýĆÎÖœ Ćĺ ùŘÂÞû ĆŞ P ýùćŚĺ

p öŘĄţŞ Ćî ćĄł ťêŚþ öŊ ýøď ĆÎÖœ Œþ ø ÀłŚŞ âìŘø P ÛąŘć Ěf õŚî ÂČÆõ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ t ø s ßČŞ

n Ćî ÀĂîüõ Û§ O(n) öŚõě ďć Řď ĆÜßÆõ ÝþŘùćÂî ĆŐŘďŘ ťóŚ§ ßþŘ ďć Ćî üÞţþďĄÚóŘ .Àþć öŊ ěŘ Řď

ÂÑœ ěŘ Ýû ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ťĺŘ O(n) ÃČœ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ üêÂÊõ ýĆÑêŚ§ .ťĺŘ P ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ

ĆÜßÆõ ÀČì öøÀŞ ťóŚ§ Ćî ťĺŘ Âîč ĆŞ ôěĎ .ťĺŘ ĆĂČúŞ üêÂÊõ ýĆÑêŚ§ ÂÑœ ěŘ Ýû ø ŘÂŻŘ öŚõě

.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì öŚõě ßČÞû ďć (t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ)

öøďć ťĺŘ ßØÞõ Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ .ćĄłüõ ÛõŚł Řď 32ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ôøć ýĆĂõŘć
ěŘ ÀœŘĄţœ ÂČÆõ Œþ Ćî ýďĄÏ ÀĂłŚŞ ÃČœ ÛØł üãÜőÀĂİ âœŚõ ýćŘÀãŮ ,Ûśì ťóŚ§ ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ

Řď ĆÜßÆõ Ćî ÝþŘùćÂî ĆŐŘďŘ üÞţþďĄÚóŘ p ø t ø s ŕŚÖœ ßţłŘć ŚŞ ýŘĆĂõŘć ßČĂİ ďć .ćĄł ćď ŚúœŊ öøďć

ßþŘ .ťĺŘ Ć Ă õŘć ďć ćĄŻĄõ ğĄŐď Ûî ćŘÀã Ů n Ćî À Ăîüõ Û§ O(n log n) ýĆÑêŚ§ ø öŚ õě ďć

domain31
polygonal domains32
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ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ Ýû ŚźĂþŘ ďć .ťĺŘ ĆĂČúŞ üêÂÊõ ýĆÑêŚ§ ø ŘÂŻŘ öŚõě ÂÑœ ěŘ Ýû ÝţþďĄÚóŘ

.ÀĂţÆû öŚÆØþ ÀČì öøÀŞ ťóŚ§ ŚŞ üêÂÊõ ýĆÑêŚ§ ø üœŚõě ýĆśŮÂõ ÂÑœ ěŘ ÀČÖõ ťóŚ§ ďć

.ÝþďĄąüõ ÂŞ 33ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ĆŞ ,ýÀãŞ Ćĺ ýŚûĆĂõŘć ďć ĆÜßÆõ ýĆãóŚÎõ ýŘÂŞ
ěŘ ÀĂœŘĄŮüÞœ ŚûÂČÆõ Ćî ýďĄÏ ÀœďŘć ćĄŻø ŚÌê ďć üúŻøÀĂİ ÛØł ĆŞ âœŚõ ýćŘÀãŮ ,ŚûĆĂõŘć ßþŘ ďć

üðÀČżČŢ ěŘ (ýÂÚþć ÀČì öøÀŞ) ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ýŘĆĂõŘć ßČĂİ ďć .ÀĂĂî ďĄśä ŚúœŊ öøďć

ßþŘ ÛČ óć Ć Ş .]3[ ćøďüõ ďŚÞł Ć Ş ť£ĺ-NP ÛŐŚÆõ ŔÃŻ ø ťĺŘ ďŘćďĄąÂ Ş üþĎŚ Ş üŮŚ śĺŚ¡õ

ńŚą ťóŚ§ ĆŞ Řď ćĄą ĆŻĄŮ ø ÝČĂîüõ üłĄŢÝÈİ ĆĂõŘć ßþŘ ďć ĆÜßÆõ ýĆãóŚÎõ ěŘ ,üðÀČżČŢ

üúŻøÀĂİ Œþ ýĆþøď ýøď ÂČÆõ Œþ ,ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÝČĂîüõ ćøÀ¡õ 34ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď
p Àþć éÀû ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀĂłŚŞ ùÀł ùćŘć ýŘĆþøď ßČĂİ ýøď t ø s ŕŚÖœ ÀČĂî ŋÂê .ćÂČðüõ ďŘÂì

ÛìŘÀ§ ěŘ p Ćî t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ .ÀłŚŞ öŊ ěŘ ŽďŚą ýŚÌê ďć Śþ Ćþøď ýøď ÀœŘĄŮüõ

ÂðŘ .ťĺŘ ŰøŚÔ ţõ ÂãÖõ Ś þ ÀłŚ Ş ŠÀ¡õ Ćþøď Ćî ßþŘ řÆ§ÂŞ ÀłŚ Ş Àþć ÛŞŚ ì öŊ ěŘ ĆÎÖ œ Œþ

ÂãÖõ ťóŚ§ ýŘÂŞ ø O(n2) ŠÀ¡õ ťóŚ§ ýŘÂŞ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě ,ÀłŚŞ O(n) Ćþøď üðÀČżČŢ

Œþ ěŘ Ćî ÂãÖõ ýĆþøď ěŘ ýŘĆČ§Śœ Ćî ťĺŘ ÂÏŚą ßþŘ ĆŞ ÂãÖõ ťóŚ§ ÂţÈČŞ üðÀČżČŢ .ťĺŘ O(n3)

.ćďŘć ŠÀ¡õ ýĆþøď Œþ ĆŞ ťśÆœ ýÂţÈČŞ üðÀČżČŢ ťĺŘ Àþć ÛŞŚì Àþć ýĆÎÖœ

ýŚûĆþøď ĆŞ ŕĄŞÂõ üþŘÀţŞŘ ÿþŚţœ .ťĺŘ ùÀł ÂÈţĂõ ]40[ ďć ĆÜßÆõ ßþŘ ďć ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÿþŚţœ

.ćĄłüõ ťêŚþ ]41[ ďć ĆœĄðüúŻøÀĂİ

ĄŻøğÂŢ ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû öÀþć 2.3.1

Û¡õ Ćî ćĄłüõ ÛõŚł Řď üţóŚ§ ťĺŘ ùÀł üĺďÂŞ ÇûøÄŢ ßþŘ ďć Ćî ĆÜßÆõ ěŘ ýÂÚþć ýĆœĄð

ýŘĆÎÖœ ÂðŘ Ćî ÝČĂî 35ľěŘćÂŢÇČŢ ýďĄÏ Řď ĆĂõŘć ÝČûŘĄąüõ ø ťÆČœ É£Èõ ŘÀţŞŘ ěŘ Àþć éÀû

polyhedral domains33
polyhedral surfaces34

preprocess35
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öŊ ěŘ Ćî Řď ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî öŘĄţŞ ,(ĄŻøğÂŢ Œþ řóŚì ďć) ćĄł ùćŘć Àþć éÀû öŚØõ öŘĄĂä ĆŞ

:ťĺŘ üĺďÂŞ ÛŞŚì ťóŚ§ øć ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ćÂî ŘÀČŢ ťäÂĺ ĆŞ ćĄł ùÀþć ,Àþć éÀû ćĄłüõ

ťêŚÆõ ßþÂŮÝî üÏ ŚŞ ø ÝČĂî ťîÂ§ ŘbÀśõ ýĆÎÖœ Œþ ěŘ ÝČûŘĄąüõ ,ťóŚ§ ßþŘ ďć :36ěŚŞ ÀÊÖõ
ÃČœ üĺďěŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ôŚœ ĆŞ ĆÜßÆõ ßþŘ .ÝČĂČśŞ Řď ĄŻøğÂŢ ďć ùÀł ùćŘć éÀû ßØÞõ

.ćĄłüõ ĆţąŚĂł

öÀþć ěŘ ÀãŞ ÝČûŘĄąüõ Ćî ŰøŚÔŮ ßþŘ ŚŞ ťĺŘ ěŚŞ ÀÊÖõ ťóŚ§ ÀĂœŚõ ťóŚ§ ßþŘ :37É£Èõ ÀÊÖõ

.ÝþøÂŞ ťĺŘ ťîÂ§ ÀÊÖõ Ćî üÊ£Èõ ýĆÎÖœ ĆŞ ,Àþć éÀû

ďć Řď ýćøďø ,ěŚŞ ÀÊÖõ ťóŚ§ ýŘÂŞ .ÝþŘùćÂî ĆãóŚÎõ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ďć Řď ĆÜßÆõ ßþŘ Śõ

öŘĄţ Ş Ćî ýďĄÏ ÝþěŚĺüõ O(n2) ýùěŘÀœŘ Ś Ş ýďŚ ţąŚĺùćŘć ø ÝČĂîüõ ľěŘćÂŢÇČŢ O(n2) öŚõě
ďć 39ĆŮøď ø 38ÂŐĄĂî ,]42[ ďć ĆźČţœ ßþŘ ďŚÈţœŘ ěŘ ÀãŞ .ćŘć ¿ĺŚŢ O(log n) öŚõě ďć Řď ŚûĄŻøğÂŢ

.ÀœćŘć ćĄśúŞ O(n) ďŚţąŚĺùćŘć ýùěŘÀœŘ ø O(n log n)ľěŘćÂŢÇČŢ öŚõě ĆŞ Řď ĆźČţœ ßþŘ ]17[

öŚõě ,ùÀł ÛňŚ§ ýĆźČţ œ ďć ø ćĄłüõ ÂŮùÀČżČ Ţ ĆÜ ßÆõ ,É£Èõ ÀÊÖõ ťóŚ§ ýŘÂ Ş

K Ćî À Ă ţÆû O(n2 + nK) ýĆś ŮÂ õ ěŘ øć Âû ùÀł Ć ţąŚĺ ďŚ ţąŚĺùćŘć ýùěŘÀ œŘ ø ľěŘćÂ ŢÇČ Ţ

üÜČą ďć üóø ťĺŘ O(n2) ýĆśŮÂõ ěŘ ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć Ćî ťĺŘ ĆÜßÆõ ýćøďø ĆŞ ĆţÆŞŘø ýÂţõŘďŚŢ
ĆŮøď ø ÂŐĄĂî ćĄśúŞ ,ĆœŚÔĺŚbţõ .ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ]43[ ďć ĆźČţœ ßþŘ .ťĺŘ ÂŮÝî ýďŘÀÖõ üÜÞä ćďŘĄõ ěŘ

.ťÆČœ ĆÜßÆõ É£Èõ ÀÊÖõ ťóŚ§ ĆŞ ÝČÞãŮ ÛŞŚì

open destination36
fixed destination37

Knauer38
Rote39
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üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ÀČì 3.3.1

ÝČûŘĄąüõ ,É£Èõ ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû Œþ ěŘ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýĆÜßÆõ ďć

üúŮŚœ Àþć éÀû Àþć ÛŞŚì ýĆČ§Śœ ŚŞ öŊ íŘÂţłŘ Ćî ÝČĂî ŘÀČŢ ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ßČŞ Řď ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

Řď ĆÎÖœ Œþ Àþć ÛŞŚì ýĆČ§Śœ Ćî ßþŘ ÂÏŚą ĆŞ Ćî ťĺŘ üãÜőÀĂİ Œþ ÛØł ĆŞ ĆČ§Śœ ßþŘ .ÀłŚŞ

ùćŚ Ô ţĺŘ ùÀłćŚ þ ýĆÜ ßÆõ Û§ ďć ŚûüðÄþø ßþŘ ěŘ Ś õ .ćďŘć üňŚą ýŚûüðÄþø ÀĂîüõÉ£Èõ

.ÝþŘùćÂî

Œþ ĆŞ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ Œþ ěŘ ćĄł ŰŚìĚõ ÂČÆõ ñĄÏ ďć ÀþŚŞ Ćî Řď ýŘĆČ§Śœ ÂðŘ

ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ öŊ ĆŞ Ćî ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ ĆÜßÆõ ěŘ ýÂÚþć ýĆœĄð ,ÝČûć ÝČÞãŮ ùŘĄ£óć üãÜőÀĂİ

ĆÎÖœ øć ßČŞ ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝČûŘĄąüõ ,ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÝČþĄðüõ 40üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ÀČì ŚŞ ÂČÆõ
.ÀłŚŞ üúŮŚœ ùÀł ùćŘć éÀû üãÜőÀĂİ Œþ ŚŞ ÂČÆõ íŘÂţłŘ Ćî ýďĄÏ ÝČĂî ŘÀČŢ Řď

éÀû üãÜőÀĂİ ø ŘbÀśõ ýĆÎÖœ öŊ ďć Ćî ćŘć ÝČÞãŮ ÃČœ ýÂŮüÜî ťóŚ§ ĆŞ Řď ĆÜßÆõ öŘĄŮüõ

ßþŘ ĆŞ .ćĄłüõ ùćŘć ĄŻøğÂŢ řóŚì ďć ø ùÀÈœ ùćŘć ÇČŢ ěŘ ÀÊÖõ ýĆÎÖœ üóø ÀĂţÆû É£Èõ

Řď éÀû üã ÜőÀ Ăİ ø ŘbÀ ś õ ýĆÎÖ œ ,ýćøďø ýĆ Ă õŘć Û õŚł Ć Ü ßÆ õ ýćøďø Ý ČûŘĄąüõ ,řČ ŮÂ Ů

öŚ õě ďć ÝČ œŘĄ ţ Ş ,ĄŻøğÂŢ Œþ ďć ÀÊÖõ ýĆÎÖ œ Œþ ťêŚ þďć Ś Ş Ćî ýďĄÏ ÝČ Ăî ľěŘćÂ ŢÇČŢ

éÀû üãÜőÀĂİ ŚŞ ÂČÆõ ßþŘ Ćî ýďĄÏ ÝČĂî ŘÀČŢ Řď ÀÊÖõ ĆŞ ŘbÀśõ ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî üÞţþďŚÚó

.ÀłŚŞ ĆţłŘć íŘÂţłŘ

.ÝþŘùćÂî ĆãóŚÎõ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć ø ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć øć ýŘÂŞ Řď ĆÜßÆõ ßþŘ Śõ

öŘĄ Ůüõ O(n) öŚ õě ďć ,ÀłŚ Ş ŠÀ¡õ éÀû üãÜőÀĂİ Ćî üţ óŚ§ ďć ø ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ýŘÂ Ş

ďć .Àûć ¿ĺŚŢ O(log n) öŚõě ďć ÂÑœ ćďĄõ ýĄŻøğÂŢ ĆŞ Ćî ťąŚĺ O(n) ýùěŘÀœŘ ŚŞ ýďŚţąŚĺùćŘć

]44[ ďć ĆźČţœ ßþŘ .ćĄłüõŋÂê éÀû üãÜőÀĂİ ø ĆĂõŘć ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ áĄÞźõ n ĆÜßÆõ ßþŘ

.ťĺŘ ùÀł ÂÈţĂõ

polygon visit constraint40
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ďć ĆÜßÆõ ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø âœŚõ ĆĂõŘć ďć Śþ ÀłŚŞ ŠÀ¡õŚœ éÀû üãÜőÀĂİ Ćî üţóŚ§ ýŘÂŞ

.À þŊ ťĺć Ć Ş O(log n) ýĄŻøğÂŢ öŚ õě Ś Ů ćĄłüõ ľěŘćÂ ŢÇČ Ţ O(n log n) ýĆÑêŚ§ ø öŚ õě

.ťĺŘ ùÀł Ć ŐŘďŘ ]46[ ďć öŊ ýùÀłÛõŚ î ýĆ œĄÞ œ ø ÂÈţ Ă õ ]45[ ďć Û§ùŘď ß þŘ ü þŘÀ ţ ŞŘ ýĆ œĄÞ œ

ßþÂŮÀŞ ďć ŘÂŻŘ öŚõě ÂÑœ ěŘ ùÀł ćŚþ ýĆĂõŘć øć Âû ýŘÂŞ ĆÜßÆõ ßþŘ ýŘÂŞ ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ýŚûĆźČţœ

.ÀĂţÆû ĆĂČúŞ ťóŚ§

Śûľøď ýĆňĚą 4.3.1

üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ

Ćî ĆČ§Śœ Œþ ŚŞ Ćî ÝČĂî ŘÀČŢ ĆĂõŘć ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ÝČûŘĄąüõ ,ùÀł üĺďÂŞ ÛŐŚÆõ ôŚÞŮ ďć

Àþć ťČÜŞŚì ýĆČ§Śœ ťĺŘ ßØÞõ ĆČ§Śœ ßþŘ .ÀłŚŞ ĆţłŘć íŘÂţłŘ ÝČõŚœüõ 41éÀû ýĆČ§Śœ Řď öŊ Ěf ãê
üţ§Řď ĆŞ .(ďŘÀþć ÀČì) ùŘĄ£óć üãÜőÀĂİŒþ Śþ (Àþć ťČÜŞŚì ÀČì) ÀłŚŞ ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû Œþ

ĆÜßÆõ üúþÀŞ ťóŚ§ Ćî) ÀĂłŚśœ éÀû ýĆČ§Śœ öøďć ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ÂðŘ Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ

éÀû ýĆČ§Śœ ěÂõ ýøď éÀû ýĆČ§Śœ ŚŞ ÂČÆõ íŘÂţłŘ ŕŚÖœ ěŘ üØþ Ýî ťĺć ,(ćĄłüõ ŠĄÆ¡õ

ýŚûÂČÆõ ÀÊÖõ ŚŮ ĆÎÖœ öŊ ěŘ ø ĆÎÖœ öŊ ĆŞ ŘbÀśõ ěŘ ÂČÆõ Ç£Ş øć Âû ,ťóŚ§ ßþŘ ďć .Àûćüõ ăď

ŕŚÖœ ôŚÞŮ Ćî ťĺŘ ßþŘ Àĺďüõ ßûč ĆŞ Ćî ýŘĆČóøŘ ýùÀþŘ .(ÀœĄłüÞœ ÂŮùŚŮĄî üĂãþ) ÀĂţÆû ĆĂČúŞ

ĆŞ öŊ ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ áĄÞźõ Ćî Řď ýŘĆÎÖœ ø ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď éÀû ýĆČ§Śœ ěÂõ ýøď

.ÝČþĄðüõ 42ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ,ĆÎÖœ ßþŘ ĆŞ .ÝČĂî ŘÀČŢ ÀłŚŞ ĆĂČÞî ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ŕŚÖœ
ěŘ ÝČûć ôŚźœŘ ýŘĆţÆÆð ýĆĂõŘć ďć Řď ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ýŘÂŞ ĄźţÆŻ ÝČœŘĄţŞ Ćî ßþŘ ýŘÂŞ

ßþÂŮùŚŮĄî üŮŚČśČîÂŮ ďŚţąŚĺ ğŚĺŘ ÂŞ Ćî ŚûùěŚŞ ßþŘ .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ 43üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ôĄúÔõ
ďć ùěŚŞ Âû ýŘÂŞ Ćî ÀĂţÆû ťČňŚą ßþŘ ýŘďŘć ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ĆŞ ŚúœŊ ŕŚÖœ ýŚûÂČÆõ

target region41
optimal contact point42
intervals of optimality43
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t

p

ùŚČĺ ýŚûüãÜőÀĂİ .ťĺŘ Àþć ÛŞŚì p ěŘ Ćî ťĺŘ ýŘĆČ§Śœ ,üãÜőÀĂİ ýÂţÆîŚą Ç£Ş :3 ÛØł
.ÀœŘùÀłÉ£Èõ p ěÂõ ýøď ŒİĄî ýŚûùÂþŘć ŚŞ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýŚúţœŘ ŕŚÖœ .ÀĂţÆû ŚûâœŚõ

ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ ßþÂŮÝî ,ùěŚŞ öŊ ŕŚÖœ ßČŞ Ćî ćďøŊ ťĺć ĆŞ öŊ ýøď Řď ýŘĆÎÖœ öŘĄŮüõ ťŞŚŹ öŚõě

ğŚÞŮ ýĆÎÖœ öŘĄŮüõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ôŚÞŮ üĺďÂŞ ŚŞ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÀłŚŞ ĆţłŘć ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ěŘ Řď

.(3 ÛØł) ćďøŊ ťĺć ĆŞ Řď ĆĂČúŞ

ýŚûĆœĄð ÂţÈČŞ ďć ŚûùěŚŞ ßþŘ ćŘÀãŮ Ćî ťĺŘ ßþŘ ŠĄİďŚİ ßþŘ ýÂČðďŚîĆŞ ďć üÜňŘ ÇóŚİ

ýĆśŮÂõ ěŘ üœŚõě ŚfõĄÞä ŚúœŊ ÛõŚî ýĆśĺŚ¡õ ø ťĺŘ Ω(n2) ýĆśŮÂõ ěŘ ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć ĆÜßÆõ
Ćî Ý Č Ă îüõ ùćŚ Ô ţĺŘ 44ùěŘøďć ôŚ œ Ć Ş üõĄúÔ õ ěŘ öŚ õě ß þŘ öćÂîÝî ýŘÂ Ş .ćďŘć ěŚ Č œ Ω(n2 log n)

ßþŘ ĆŞ .ÀĂîüõ ćøÀ¡õ ùěŚŞ O(n) ĆŞ ÀĂłŚŞ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ÛõŚł ťĺŘ ßØÞõ Ćî Řď üþŚûùěŚŞ

ÀûŘĄą ùěŘøďć ĆŞ ùÀł ćøÀ¡õ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýŘďŚî ßţêŚþ ÛŐŚÆõ ßþŘ Û§ ďć üÜňŘ ÛØÈõ ,řČŮÂŮ

.ćĄŞ

gate44
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üäŚãł ýøďŚŻ

Ćî ťĺŘ ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû Œþ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ,éÀû ýĆČ§Śœ Ćî üţóŚ§ ďć ĆÜßÆõ Û§ ýŘÂŞ

,ĆĂõŘć ßþŘ ďć .ÝþŘùćÂî üĺďÂŞ Řď ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ÍÖê ,ćĄłüõÉ£Èõ ĄŻøğÂŢ ŰďĄň ĆŞ

ÍąùďŚŢ Œþ ŰďĄň ĆŞ ÀłŚŞ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ÛõŚł ťĺŘ ßØÞõ Ćî éÀû ýĆČ§Śœ ěŘ üÈ£Ş

ťĺŘ ßØÞõ Ćî Řď üþŚûÍąùďŚŢ ôŚÞŮ ,ĆÜßÆõ ýĆœĄð ßþŘ ďć .ćĄłüõ ĆţÔð 45ùÂźĂŢ öŊ ĆŞ Ćî ťĺŘ
ýďŚţąŚĺùćŘć ďć Řď Śú œŊ ø ÝČĂîüõ ľěŘćÂŢÇČŢ ÀĂłŚ Ş üőÂê ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ýùÂźĂŢ

ďć Řď öŊ ø ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ Řď ŕĄŞÂõ ýùÂźĂŢ ,ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ ťêŚþďć ôŚÚĂû .ÝČĂîüõ ýÀĂŞĆţĺć

öŊ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ Ćî ÝþŘùćÂî ùÂČąč üŮŚäĚÏŘ ďŚţąŚĺùćŘć ßþŘ ďć .ÝČĂîüõ ŘÀČŢ ùÀłćŚþ ďŚţąŚĺùćŘć

.ćďøŊ ťĺć ĆŞ ťŞŚŹ öŚõě ďć Řď ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ Û¡õ öŘĄŮüõ

ěŘ ÀĂłŚŞ ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ýùÂźĂŢ ťĺŘ ßØÞõ Ćî üþŚûÍąùďŚŢ ôŚÞŮ ľěŘćÂŢÇČŢ

,øďŚŻ öŚþÂŻ ďć .ćÂČðüõ ŰďĄň üãÜőÀĂİ ýŚûğŘbď ěŘ üąÂŞ ñĄ§ 46üäŚãł ýøďŚŻ Œþ ÕþÂÏ
ýĆÎÖœ ÛõŚł üÚĂČúŞ ýùěŚŞ ğŚĺŘ ÂŞ Řď ßØÞõ üþŚûùÂźĂŢ ø ÝČĂîüõ řČÖãŮ Řď ĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ďŚţêď

.ÝČûćüõ ďŘÂì ùÀł ĆţÔð ďŚţąŚĺùćŘć ďć ø ÝČĂîüõ ýÀĂŞĆţĺć ďĄîÁõ

ŽĄõ ýĆúśŻ ÇŞŚŮěŚŞ

ĆĂõŘć ěŘ ÝČÆÖŮÂþě Œþ ßţąŚĺ ýŘÂŞ ťĺŘ üŞĄİďŚİ ,ÇûøÄŢ ßþŘ ďć ùÀõŊ ťĺćĆŞ ÿþŚţœ ěŘ üØþ

Ćî ćÂî ÝČÆÖŮ üþŚûĆČ§Śœ ĆŞ Řď ćŘěŊ ýŚÌê öŘĄţŞ ,éÀû ýĆČ§Śœ Œþ ø ŘbÀśõ Œþ ßţłŘć ŚŞ Ćî ýďĄÏ

ÀœďŘć íŘÂţłŘ éÀû ýĆČ§Śœ ŚŞ Ćî ĆČ§Śœ öŊ ŕŚÖœ ôŚÞŮ ĆŞ ŘbÀśõ ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ĆČ§Śœ Œþ ýŘÂŞ

,ĄŻøğÂŢ řóŚì ďć ÀÊÖõ ýĆÎÖœ Œþ ťêŚþďć ŚŞ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÀĂłŚŞ ĆţłŘć öŚÆØþ ýďŚţąŚĺ

ďŚÈţ œŘ ýĄÚóŘ ěŘ üÞČÞãŮ Ćî ŠĄİďŚİ ßþŘ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ ťäÂĺ ĆŞ Řď ýÂČÆõ ßČĂİ öŘĄŮüõ

window45
radial sweep46
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Âû ýŘÂŞ Ćî ÀĂîüõ ĆŐŘďŘ üÜî ýĄÚóŘ Œþ ,ťĺŘ 47ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ťąŚĺ ýŘÂŞ ŽĄõ ýĆúśŻ
.ťĺŘ ùćŚÔţĺŘ ÛŞŚì ýŘĆĂõŘć Âû ø éÀû ýĆČ§Śœ ĆœĄð

ďć .ÀĺÂŞ éÀû ýĆČ§Śœ ĆŞ ŚŮ ťĺŘ ŘbÀśõ ěŘ ŽĄõ ýĆúśŻ Œþ ďŚÈţœŘ ľøď ßþŘ üÜňŘ ýùÀþŘ

ÍĺĄŮ öŊ ěŘ Ć£Æœ Œþ ø Àûćüõ ĆõŘćŘ ćĄą ùŘď Ć Ş Ć Č óøŘ ŽĄõ ýĆúśŻ ěŘ Ć£Æœ Œþ ,ťóŚ§ ßþŘ

,ÛÞä ďć .ćĄłüõ ùÀČŞŚ ŮěŚ Ş ,ťĺŘ ĆţêÂð ŰďĄň öŊ Ś Ş ćďĄąÂŞ Ćî éÀû ýĆČ§Śœ ěÂõ ěŘ üÈ£Ş

ßþŘ ĆŞ ĆţÆŞ öŊ ÓÜţ£õ ýŚûÇ£Ş Ćî ÀĂîüõ ýěŚŞ Řď ýěŚźõ ŘbÀśõ Œþ ĆŞ ĆČśł üÈÖœ éÀû ýĆČ§Śœ

.ÀĂĂîüõ ŒŻĄõ ďŚÈţœŘ ĆŞ áøÂł ŰøŚÔţõ ýŚûÂČąŚbŮ ŚŞ ÀłŚŞ ďÀÖİ üÜňŘ ŘbÀśõ ŚŮ ŚúœŊ ýĆÜňŚê Ćî

ùćŚÔţĺŘ 48üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě ôŚœ ĆŞ üÞČÆÖŮÂþě ěŘ ŽĄõ ýĆúśŻ ÇŞŚŮěŚŞ ŠĄİďŚİ ü§ŘÂÏ ďć
ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ ďć ùÀł ćŚþ ýĆÜßÆõ Û§ ďć ćÂŞďŚî ÂŞ ùøĚä ÝČÆÖŮÂþě ßþŘ .ťĺŘ ùÀł

.ćďŘć ćÂŞďŚî ÃČœ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýŚĂśõ ÂŞ ďŘÀþć ÀČì

ĆóŚĺď đÂÏ 4.1

Àþć ťČÜŞŚì ø ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýŚûĆÎČ§ ďć ĆþŚŢ ÝČûŚÔõ ø ŚûÓþÂãŮ öŚČŞ ĆŞ ĆóŚĺď ßþŘ ôøć ÛÊê

Śþ ŽĄõ ýĆúśŻ ďŚÈţœŘ ÀĂœŚõ ĆĂČõě ßþŘ ďć Ýúõ ýŚûľøď üąÂŞ ŰŚČÜî ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ćěŘćÂŢüõ

ßţêŚþ ýĆÜßÆõ ôĄĺ ÛÊê ďć .ÀœĄłüõ ďøÂõ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ

Ćĺ ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ćěŘćÂŢüõÉ£Èõ ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû Œþ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

.ćĄłüõ üĺďÂŞ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ø ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ,ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć

ýŚûùěŚŞ ôĄúÔõ ÂŞ üØţõ ø ćďŘć Ýû ŚŞ ýćŚþě ťûŚśł ĆĂõŘć Ćĺ ßþŘ ďć ùÀł ùćŚÔţĺŘ ľøď Ćî ŚźœŊ ěŘ

ĆĂõŘć Ćĺ ßþŘ ŰŚČŐÃŻ ĆŞ ßţąŘćÂŢ ěŘ ÇČŢ ćďŘć üõĄÞä ýĆśĂŻ Ćî ľøď ßþŘ ŰŚČÜî ,ťĺŘ üÚĂČúŞ

ćĄł ùÀþć ÀþŚŞ Ćî üêÀû öŊ ďć Ćî ćĄłüõ üĺďÂŞ ĆÜßÆõ ěŘ ýŘĆœĄð ôďŚúİ ÛÊê ďć .ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ

shortest path map47
reflective subdivision48

18



ø ěŚŞ ÀÊÖõ ýĆœĄð øć ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ćĄłüõ ùćŘć ĄŻøğÂŢ öŘĄĂä ĆŞ ø ťÆČœ É£Èõ ÇČŢ ěŘ

.ÀĂîüõ üĺďÂŞ Řď üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ÀČì ÝźĂŢ ÛÊê .ćĄłüõ ĆãóŚÎõ ŘÀŻ Ç£Ş øć ďć ťŞŚŹ ÀÊÖõ

ýŚûĆĂõŘć ďć ÀČì ßþŘ ýĆãóŚÎõ ýŘÂŞ .ćĄłüõ üĺďÂŞ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć ďć ŘÀţŞŘ ÀČì ßþŘ

ÇŞŚŮěŚŞ ýĄÚóŘ öŊ ěŘ ÀãŞ ø ćĄłüõ üĺďÂŞ ôĄúÔõ Œþ öŘĄĂä ĆŞ üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě ĆœĄðüãÜőÀĂİ

ýŚûĆĂõŘć ďć ĆÜßÆõ ßþŘ Û§ ýŘÂŞ ľøď øć öŘĄĂä ĆŞ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ěŘ ùćŚÔţĺŘ ø ŽĄõ ýĆúśŻ

ùŘÂÞû ĆŞ ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÿþŚţœ ýĆňĚą ÝÈł ÛÊê ďć ,ôŚźœŘÂĺ .ÀœĄłüõ üĺďÂŞ ĆœĄðüãÜőÀĂİ

.ÀœĄłüõ ĆŐŘďŘ ÇûøÄŢ ßþŘ ľÂţÆð ø ĆõŘćŘ ýŘÂŞ üþŚûùŘď
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2 ÛÊê

ÍśŮÂõ ýŚûďŚî ø ĆþŚŢ ÝČûŚÔõ

.ćÂî ÝČûŘĄą üêÂãõ Àþć ťČÜŞŚì ø ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆĂČõě ďć Řď ĆþŚŢ ÝČûŚÔõ ěŘ üąÂŞ ÛÊê ßþŘ ďć

.ćÂî ÝČûŘĄą ďøÂõ ÃČœ ÀœďŘć ÝČÖţÆõ ÂČŹŚbŮ Śõ ýŚûľøď ďć Ćî Řď ćĄŻĄõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ěŘ üąÂŞ

Àþć ťČÜŞŚì ćĄČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ýĆÎČ§ ďć Ćî üþŚûÝţþďĄÚóŘ ěŘ ýćŘÀãŮ üĺďÂŞ ĆŞ ßČĂżÞû

.ÝþěŘćÂŢüõ ÀœÂČðüõ ýŚŻ

üþŘÀţŞŘ ýŚûÓþÂãŮ 1.2

ýÀãŞøć ýŚûĆĂõŘć 1.1.2

ÍąùďŚŢ üûŚĂţõ ýćŘÀãŮ ěŘ 1ĆœĄðüãÜőÀĂİ ÂČÆõŒþ .ťĺŘ ùěŚŞ Œþ ěŘ ĆţĺĄČŢ ýÂþĄÊŮ ÂČÆõŒþ
,ÂČÆõ Œþ ñĄÏ .ÀĂîüõ ÛÊţõ Ýû ĆŞ Řď (ğŘbď) ĆÎÖœ ýćŘÀãŮ Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ (ÀœĄČŢ Śþ ñŚþ)

ĆŞ .ÀĂîüõ öŚČŞ ùÀł ÓþÂãŮ ďŚČãõ Œþ ÕśÏ Řď öŊ Ûî ýĆĂþÃû Ćî ťĺŘ ÂČÆõ ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÔĂõŚœ ýćÀä

ñĄÏ áĄÞźõ Ćî ćĄłüõ ŋÂê öŊ üĺÀČÜìŘ ñĄÏ ,ÂČÆõ ñĄÏ ,ćĄł Âîč Śf¡þÂň Ćî ýćďŘĄõ ÃŻ

.ťĺŘ ÂČÆõ ýùÀĂûćÛČØÈŮ ýŚûÍąùďŚŢ

Ćî ýÂČÆõ ,(ÀĂĂîüõ ŔŚőďŘ Řď ĆĂõŘć ýŚûťþćøÀ¡õ Ćî üþŚúœŊ) ßØÞõ ýŚûÂČÆõ ôŚÞŮ ßČŞ

polygonal1
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ÃČ œ ĆĂ Čú Ş Â ČÆõ Řď ÂČÆõ ßþŘ .ćĄłüõ ùÀČõŚ œ ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄîŒþ ÀłŚ Ş Ć ţłŘć Řď ñĄÏ ßþÂţÞî

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ďŚČãõ öŊ ĆŞ Ćî ÀĂîüõ ÓþÂãŮ ÀþÀŻ ďŚČãõ Œþ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ .ÀĂþĄðüõ

ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ĆÎÖœ øć öŊ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ñĄÏ ,ĆÎÖœ øć ßČŞ ýĆÜňŚê ,öŊ ÕśÏ ø ÀĂþĄðüõ

.ÀĂþĄðüõ ÃČœ 2ŒþěćĄŐę ýĆÜňŚê ďŚČãõ ,ďŚČãõ
n ěŘ öŊ ěÂõ Ćî ťĺŘ ùćŚĺ ÀĂśÞû ýĆţÆŞ ýĆČ§Śœ Œþ ,ğŘbď n Ś Ş P ùćŚĺ üãÜőÀĂİŒþ

Ćî üĺŘbď ĆŞ .ÝČõŚœüõ P ýŚûğŘbď Řď ŚûÍąùďŚŢ ßþŘ üþŚúţœŘ ŕŚÖœ .ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ (ñŚþ) ÍąùďŚŢ

.ÝČþĄðüõ üĺŚØãœŘ ğŘbď ÀœěŚÆŞ 180◦ ěŘ ÂţÈČŞ ýŘĆþøŘě üãÜőÀĂİ ÛąŘć ďć öŊ ĆŞ ŸćŚ§ ýŚûñŚþ

ťĺŘ ĆœŚðÀĂİ ÀĂśÞû ýĆţÆŞ ýĆČ§Śœ Œþ ùÂÔ§ h ø ğŘbď n ŚŞ P ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘćŒþ

.ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ ĆœĄð üãÜőÀĂİ ďøć h + 1 Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ÍąùďŚŢ n áŚÞţŻŘ ěŘ öŊ ěÂõ Ćî

Řď âœŚõŰďŚśä Śõ (.ťĺŘ h = 0 ŚŞ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ)

ÛÞØõ .ÀœďŘÀœ Řď ŚúœŊ ÛąŘć ĆŞ ćøďø Õ§ ŚûÂČÆõ Ćî ćÂî ÝČûŘĄą ëĚÏŘ Ć¡Ôň ěŘ ýŘĆČ§Śœ Âû ĆŞ

âœŘĄõ ,ÀłŚŞ P ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ćŘěŊ ýŚÌê ÂðŘ .ÝČõŚœüõ ćŘěŊ ýŚÌê Řď âœŘĄõ ĆäĄÞźõ

.(ćďŘć ĆõŘćŘ ťþŚúœüŞ ŚŮ Ćî üúŻø ø ùÂÔ§ h) ÀĂţÆû P ÛÞØõ ÀĂśÞû ýĆÔóĄb õ h + 1

üúŮ Śþ űÜůõ øć Âû íŘÂţłŘ Ćî ťĺŘ űÜůõ ýćŘÀãŮ ĆŞ P ýĆþÃźŮ ,P ěŘ 3ýÀĂŞűÜůõŒþ
ďć ùćŚĺ üãÜőÀĂİŒþ ýŘÂŞ ýÀĂŞűÜůõ Œþ .ťĺŘ ñŚþ Œþ ďć ÍÖê Śþ ğŘbď Œþ ďć ÍÖê Śþ ťĺŘ

]49[ O(n + h log1+ε h) ďć Śþ ]48[ O(n log n) ďć ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ýŘÂŞ ø ]47[ O(n)

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì

Ś Ş Řď öŊ ñĄÏ öŘĄţœ Ćî ťĺŘ ýÂČÆõ ,üÜ¡õ ýĆĂČúŞ ÂČÆõ Śþ üÜ¡õ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ

ťŞŚŹ Řď ÂČÆõ üŮŚČśČîÂŮ ďŚţąŚĺ Ćî ťĺŘ ýÂČČçŮ ,ŒİĄî ÂČČçŮ ěŘ ďĄÑĂõ .ćÂî ÂţÞî ŒİĄî ýÂČČçŮ

ýÀĂŞűÜůõ Œþ ýŘěŘ ĆŞ) ÀĂîüõ ŰŚìĚõ Řď ŚúœŊ ÂČÆõ Ćî üþŚûűÜůõ ĆóŚśœć Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ .ćďŘćĆÚœ

.ÀœŚÞŞ ťŞŚŹ (P ěŘ ùŘĄ£óć

geodesic2
triangulation3
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t

Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýŚûñŚþ - ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ýŘÂŞ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ěŘ üÈ£Ş :1 ÛØł
.ťĺŘ ùÀłÉ£Èõ ÝČ£ő ÀţÞõ Íą ŚŞ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî .ÀœŘùÀłÉ£Èõ ßČİÍą ŚŞ
ťîÂł ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ďć ŚûğŘbď ěŘ üØþ öćĄŞ ŠÀ¡õ ÂÏŚą ĆŞ Ćî Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ěŘ üþŚûñŚþ

.ťĺŘ ùÀł éÁ§ ÀĂĂîüÞœ

ťÔŻ ÇþŚûñŚ þ ø P ýŚûğŘbď ÇþŚûğŘbď Ćî ťĺŘ üêŘÂð ,V G(P ) 4Àþć ťČÜ ŞŚ ì éŘÂð
éŘÂð 1 ÛØł .ćĄłüõ âìŘø P ÛąŘć Śú œŊ ÛňŘø ÍąùďŚ Ţ Ćî ÀĂĂîüõ Ûňø Ýû ĆŞ Řď üþŚûğŘbď

,s ýùÀłùćŘć ŘbÀśõ ýĆÎÖœ Œþ ýŘěŘ ĆŞ .Àûćüõ ÇþŚÞœ Řď ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ Àþć ťČÜŞŚì

Ćî ýďĄÏ ťĺŘ P ýŚûğŘbď ø s ýøď ÂČðŘÂê ťąďć Œþ SPT (s, P ) 5ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťąďćŒþ
.ÀłŚŞ P ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ťąďć ďć ğŘbď øć Âû ßČŞ ýŚţØþ ÂČÆõ

s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ öŊ ďć Ćî ťĺŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ üäĄœ 6ŘbÀśõ-ŒŮ ýĄŻøğÂŢŒþ
ĆŞ s ŘbÀśõ ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ñĄÏ ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû ,ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Âû ýŘÂŞ ø ťĺŘ ťŞŚŹ

ťóŚ§ ďć Ćî ÀłŚŞ ĆÜßÆõ ŔÃŻ ÃČœ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄîŒþ ßţêŚþ ťĺŘ ßØÞõ .ťĺŘ t ÀÊÖõ

ŠŘĄŻ üðÀČżČŢ k) ćŘć ¿ĺŚŢ ÃČœ ñŘĄb ĺ ßþŘ ĆŞ öŘĄŮüõ O(k) ĆêŚőŘ üœŚõě ýĆĂþÃû ťąŘćÂŢ ŚŞ üÜî

visibility graph4
shortest path tree5

single-source query6
22



t

s

r

.ťĺŘ t ÛõŚł ñĄÜĺ ýĆÈþď r - ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ :2 ÛØł

.(ÂČÆõ ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ Ěf ůõ ,ťĺŘ

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœŒþ ßţąŚĺ ŘbÀśõ-ŒŮ ýĄŻøğÂŢ ĆŞ öćŘć ¿ĺŚŢ ýŚûùŘď ěŘ üØþ

ĆŻĄŮ ŚŞ ťĺŘ (ñĄÜĺ) ĆČ§Śœ ýćŘÀãŮ ĆŞ ćŘěŊ ýŚÌê ýĆþÃźŮ ,ĆÈÖœ ßþŘ .(2 ÛØł) ťĺŘ SPM (s, P )

ýĆ Ă õŘć Œþ ýŘÂ Ş .Ś ûĆ Č§Ś œ ýŚ ûĆÎ Ö œ Ć Ş s ŘbÀ ś õ ěŘ Ś ûÂ ČÆ õ ß þÂ ŮùŚ ŮĄ î ü ŮŚ Č ś Č îÂ Ů ďŚ ţąŚĺ Ć Ş

Âû ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ŚûñĄÜĺ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ĆŞ P ýĆþÃźŮ SPM (s, P ) ,P ýĆœĄðüãÜőÀĂİ

öŚÆØþ t ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ýøď âœŘĄõ ýŚûğŘbď ýĆóŚśœć ,t Ûůõ ñĄÜĺ Œþ ÛąŘć ĆÎÖœ

ĆŞ .ćĄłüõ ùÀČõŚœ t ÛõŚł ñĄÜĺ ýĆÈþď t ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ýøď âœŚõ ğŘbď ßþÂąŊ .ťĺŘ

Œþ ćĄą ýĆÈ þď Ć Ş ť śÆ œ ñĄ Üĺ Âû .ťĺŘ öŊ ěÂ õ ýøď ĆÈ ČÞ û ñĄ Üĺ Œþ ýĆÈ þď đĄőø

ďĄÏ ĆŞ ñĄÜĺ ÛąŘć ĆÎÖœ Âû ø ĆÈþď ÛňŘø ÍąùďŚŢ Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ ,ťĺŘ 7ÛØłùďŚţĺ üãÜőÀĂİ
ýŚŻ ĆŞ ćĄÈœ ćŚźþŘ üõŚúŞŘ Ćî üþŚŻ ďć Ćî ťĺŘ ĳČőĄŮ ĆŞ ôěĎ .ćĄłüõ âìŘø ñĄÜĺ ÛąŘć ÛõŚî

.ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ SPT (s) ø SPM (s) ěŘ řČŮÂŮ ĆŞ SPT (s, P ) ø SPM (s, P ) ýŚûćŚÞœ

ùćŘć ÇþŚÞ œ d(s, v) Ś Ş Ć î Řď öŊ ěŘ s ŒþěćĄ Őę ýĆ ÜňŚ ê ,P ěŘ v ğŘbď Âû ýŘÂ Ş Ďf ĄÞã õ Ś õ

start-shaped polygon7
23



ÃČœ v ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ďć v üÜśì ğŘbď ĆŞ ýÂðùďŚłŘ ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ÝČĂîüõ ýďŘÀúÚœ ćĄłüõ

v Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ (.ćĄłüõÉ£Èõ SPT (s, P ) ŚûÂðùďŚłŘ ßþŘ ŒÞî ĆŞ) .ćĄłüõ ùÂČąč

ýŚûñŚþ ěŘ üþŚûÇ£Ş ěŘ ŚûñĄÜĺ ěÂõ .ćďŘć ďŘÂì v üÜśì ğŘbď ýĆÈþď ĆŞ ÛØłùďŚţĺ ñĄÜĺ ěÂõ ýøď

ýŚûÝą ø (ÀĂţÆû ĆÈþď ĆŞ ŸćŚ§ Ćî Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ) ćŘÀţõŘ ýŚûÍąùďŚŢ ,âœŘĄõ

ŚúœŊ ŒþěćĄŐę ýĆÜňŚê Ćî ÀĂţÆû üÏŚÖœ üĺÀĂû öŚØõ ÓÊa Ăõ ýŚûÝą .ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ 8ÓÊa Ăõ
|xy| ćŚÞ œ Ćî d(s, u) + |up| = d(s, v) + |vp| ÂÚþć ŰďŚśä Ć Ş .ťĺŘ öŚÆØþ v ø u ýĆÈþď øć ěŘ

ýĄóĄóÁû ýŚûÝą üÜî ťóŚ§ ďć ŚûÝą ßþŘ .ťĺŘ y ø x ýĆÎÖœ øć üĺÀČÜìŘ ýĆÜňŚê ÂÚœŚþŚÞœ

.ťêÂð ÂÑœ ďć ŚúœŊ ýÀ§ ťóŚ§ öŘĄĂä ĆŞ öŘĄŮüõ Řď ćŘÀţõŘ ýŚûÍąùďŚŢ ø ÀĂţÆû

üõ Řď ŘbÀśõ-ŒŮ ýŚûĄŻøğÂŢ ,]50[ ÝČĂî ľěŘćÂŢÇČŢ 9ĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ýŘÂŞ Řď SPM (s) ÂðŘ

ŚŞ üóĄÜĺ ďć t ÂðŘ :ćŘć ¿ĺŚŢ üþŘďŚî ěÂÏ ĆŞ ùÀłćŚþ ýĆÈÖœ ďć t ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ŚŞ öŘĄŮ

ťĺć ĆŞ d(s, t) = d(s, r) + |rt| ýĆÎŞŘď ěŘ s ěŘ t ŒþěćĄŐę ýĆÜňŚê ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ďŘÂì r ýĆÈþď

öŚõě ďć üÜśìğĄŐď ĆŞ ŚûÂðùďŚłŘ öćÂî ñŚśœć ěŘ ÃČœ ĆÎÖœ øć ßþŘ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ .ÀþŊüõ

.ťĺŘ ÂČÆõ ýøď ğĄŐď ćŘÀãŮ k Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì O(k)

öŊ ÍĺĄŮ Ćî ťĺŘ ýďŚţąŚĺùćŘć ßţąŚĺ Śõ éÀû ,10ýŘĆÎÖœ øć ýĄŻøğÂŢ ýĆÜßÆõ Œþ ďć
ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ñĄÏ ø ÀœŘùÀł ùćŘć t ø s ýĆÎÖœ øć öŊ ďć Ćî ćŘć ¿ĺŚŢ üþŚûĄŻøğÂŢ ĆŞ öŘĄţŞ

ßþŘ ďŚÑţœŘ ,ćĄł ĆţĺŘĄą ÃČœ ÂČÆõ ćĄą Ćî üŮďĄň ďć ,ñĄÞãõ ÕśÏ .ťĺŘ ùÀł ĆţĺŘĄą ŚúœŊ ßČŞ

.ćÂî ŘÀČŢ ÃČœ Řď ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ öŘĄţŞ öŊ üðÀČżČŢ ŚŞ řĺŚĂţõ ýŘĆĂþÃû ťąŘćÂŢ ŚŞ Ćî ťĺŘ

bisector curves8
point-location9

two-point query10
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ÂŮĎŚŞ ćŚãŞŘ 2.1.2

ÀãŞ Ćĺ ýøď øć ěŘ ÂţÈČŞ ćŚãŞŘ ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ďć ÇûøÄŢ Ýź§ ßþÂţÈČŞ Ćî ŚźœŊ ěŘ

.ÝČĂîüõ ùÀĂÆŞ ťóŚ§ ßþŘ ÿþŚţœ öŚČŞ ĆŞ ÃČœ Śõ ,ùÀł ÃîÂÞţõ

áŚÞţŻŘ ěŘ öŊ ěÂõ Ćî ťĺŘ P Ûůõ R3 ěŘ ýÀĂśÞû ýĆäĄÞźõÂþě ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆĂõŘćŒþ
ÛČØÈŮ (ĆœĄðüúŻøÀĂİ) ÀĂśÞû ýĆÔóĄb õ ýćŘÀãŮ ěŘ P ÛÞØõ .ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ űÜůõ üûŚĂţõ ćŘÀãŮ

ùĄŻø ěŘ ýÀĂśÞû ćŘÀãŮ áŚÞţŻŘ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøďŒþ .ÝČõŚœüõ âœŚõ Řď ŚúœŊ ěŘ Œþ Âû Ćî ùÀł

ďć Śþ ø ğŘbď Œþ ďć ÍÖê Śþ ,ťĺŘ üúŮ Śþ üãÜőÀĂİ øć Âû íŘÂţłŘ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ĆœĄðüãÜőÀĂİ

.ťĺŘ ÕÜãţõ üãÜőÀĂİ øć ĆŞ ŚfÖČìć ÃČœ ñŚþ Âû .ťĺŘ ñŚþ Œþ ÍÖê

öćŘć ťĺć ěŘ öøÀŞ .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ĆĂõŘć ýŚûñŚþ Ûî ćŘÀãŮ öŘĄĂä ĆŞ n ěŘ Ç£Ş ßþŘ ďć

ßþŘ ÂČè ďć .ÀĂţÆû űÜůõ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ ýŚûĆŻø ôŚÞŮ ÝČĂî ŋÂê ÝČœŘĄŮüõ ťČaÜî

,ĆŻø ø ñŚþ O(n) öćÂîĆêŚőŘ ŚŞ üãÜőÀĂİ ýÀĂŞűÜůõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ öŘĄŮüõ ,ŰďĄň

.ćÂî ďŘÂìÂŞ Řď ŕÂł ßþŘ

e Ûůõ ñŚþ Œþ ÂðŘ ÝČþĄðüõ 11üóŚþ ďøŚźõ Řď ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ ěŘ f ′ ø f ĆŻø øć

Ûůõ ŚûĆŻø ěŘ ÂţÈČŞ Ś þ Œþ ýĆóŚ ś œć üóŚþ ďøŚźõ ýŚûĆŻø ěŘ Ć óŚ ś œćŒþ .ÀłŚŞ íÂţÈõ ŚúœŊ ßČŞ

.(ÀłŚŞ íÂţÈõ ŚúœŊ ßČŞ ei ñŚþ) ÀłŚŞ fi+1 üóŚþ ďøŚźõ fi Ćî ýďĄÏ ťĺŘ F = (f1, f2, . . . , fk+1)
ÛŞŚÖõ Ćî Řď f1 ěŘ üĺŘbď ø ÝČþĄðüõ 12 ñŚþ ĆóŚśœćŒþ E = (e1, e2, . . . , ek) ĆóŚśœć ĆŞ ŰďĄň ßþŘ ďć

.ÝČõŚœüõ E ýĆÈþďťĺŘ e1
Řď f ′ ŕŚÖœ ÝČœŘĄŮüõ ,ÀłŚŞ íÂţÈõ ŚúœŊ ßČŞ e ñŚþ ø ÀĂłŚŞ üóŚþ ďøŚźõ f ′ ø f ĆŻø øć ÂðŘ

öŘďøć ßþŘ .ÀœÂČÚŞ ďŘÂì f ÛõŚł ýĆ¡Ôň ďć Ćî ýďĄÏ ÝČûć öŘďøć ćďÁðüõ e ěŘ Ćî üÎą ñĄ§

ýĆäĄÞźõ .ćÂČðüõ ďŘÂì e ÛŞŚÖõ éÂÏ ďć ,f ŕŚÖœ ĆŞ ťśÆœ f ′ ŕŚÖœ Ćî ćÂČðüõ ŰďĄň ýďĄÏ

edge-adjacent11
edge sequence12
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a

d

b

c

e

e

e

b

a

d

c

d

b

c

a

e

ĄÜŻ ĆŻø ýøď ÂŢĄŮ ýĆÎÖœ - öŊ ýĆþøď ýøď ĆÎÖœ øć ŚŞ ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİ Œþ :šİ :3 ÛØł
ŒþěćĄŐę ÂČÆõ Œþ :Íĺø .ćďŘć ďŘÂì (eabűÜůõ) üţÈŢ ĆŻø ýøď üóŚąĄŮ ýĆÎÖœ ø (edcűÜůõ)
Ćî ĆÎÖœ øć ßČŞ ŒþěćĄŐę ÂČÆõ Œþ :ťĺŘď .ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď (dc, ab) ñŚþ ĆóŚśœć Ćî ĆÎÖœ øć ßČŞ

.ťĺŘ ÂŮùŚŮĄî Íĺø ÛØł ÂČÆõ ěŘ ÂČÆõ ßþŘ .ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď (ed, ea) ñŚþ ĆóŚśœć

ñŚ þ Ć óŚ ś œć ýùÀł Ś Ůü Ş Ý Č œŘĄ Ůü õ řČ ŮÂ Ů ß ČÞû Ć Ş .ćďŘć ôŚ œ f ýøď f ′ ý13 ùÀł Ś Ůü Ş ,ÛňŚ§
ŚŞ öŊ ýĆ¡Ôň ŚŮ ÝČûćüõ öŘďøć e1 ñĄ§ Řď f1 :ÝČĂî ÓþÂãŮ ÛØł ßþŘ ĆŞ Řď E = (e1, e2, . . . , ek)

üØþ f3 ýĆ¡Ôň ŚŞ ŚúœŊ ýĆ¡Ôň ŚŮ ÝČûćüõ öŘďøć e2 ñĄ§ Řď f2 ø f1 ,ćĄł üØþ f2 ýĆ¡Ôň
ďŘÂ ì fk+1 ýĆ¡Ôň ďć f1, f2, . . . , fk ýŚûĆŻø ôŚÞ Ů Ćî ÝČûćüõ ĆõŘćŘ Śź œŊ Ś Ů Řď ďŚ î ßþŘ .ćĄł

.ÀœÂČÚŞ

ÛÊţõ Řď E = (e1, e2, . . . , ek) ñŚþ Ć óŚ ś œć Ć œĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ ýøď π ÂČÆõ Œþ

ĆŞ řČŮÂŮ öŚÞû ĆŞ Řď e1, e2, . . . , ek ěŘ üÜąŘć ŕŚÖœ Ćî ÀłŚŞ ùÀł ÛČØÈŮ üþŚûÍąùďŚŢ ěŘ ÂðŘ ÀĂîüõ

.ÀĂî Ûňø Ýû

üÜ¡õ ďĄÏ ĆŞ ÂðŘ ćĄłüõ ùÀČõŚœ ŒþěćĄŐę P ýĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ ýøď ÂČÆõ Œþ

Âþě ýŚûÝó .(3 ÛØł) ćÂî ÂţÞî Řď öŊ ñĄÏ ŒİĄî ŰŘÂČČçŮ ŚŞ öŘĄţœ Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ ,ÀłŚŞ ĆĂČúŞ

.ÀœĄłüõ ťêŚþ ]51[ ďć ŚûÝó ßþŘ ŰŚśŹŘ .ÀĂĂîüõ öŚČŞ Řď ŚûÂČÆõ ĆœĄð ßþŘ ńŘĄą ěŘ üąÂŞ

unfolding13
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ýùÀł ŚŮüŞ ýøď π ÂþĄÊŮ ,ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď E ñŚþ ĆóŚśœć Ćî ÀłŚŞ ŒþěćĄŐę ÂČÆõ Œþ π ÂðŘ 1.2 Ýó

.ťĺŘ ťĺŘď ÍąùďŚŢ Œþ E

ÀœŘĄŮüÞœ üþŚúţœŘ ŕŚÖœ ÃŻ ĆŞ ,ÀłŚŞ ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİ Œþ ýøď ŒþěćĄŐę ÂČÆõ Œþ π ÂðŘ 2.2 Ýó

.ÀłŚŞ üúŻøÀĂİ ýŚûğŘbď ÛõŚł

Ďf ŚÞţ§Ř ý)ŚûñŚþĆóŚśœć ø ŚûğŘbď ěŘ ŠøŚĂŮ ĆŞ Ćî ťĺŘ ýÂČÆõ ŒþěćĄŐę ÂČÆõ Œþ üÜî ÛØł 3.2 Ýó

ťĺŘď ÍąùďŚŢ Œþ ŚûñŚþ ĆóŚśœć ěŘ Œþ Âû ýùÀł ŚŮüŞ ýøď ÂČÆõ ÂþĄÊŮ Ćî ýďĄÏ ćďÁðüõ (üúŮ

ěŘ ÂţÈČŞ Śþ π ýøŚÆõ ÀœÂČðüõ ďŘÂì ŚûğŘbď éÂÏ øć ďć Ćî ÂČÆõ Ç£Ş øć ýĆþøŘě ,ßČĂżÞû .ťĺŘ

ďć üóŚþ žČû Ćî ŰøŚÔŮ ßþŘ ŚŞ ťĺŘ ŒþěćĄŐę ÂČÆõ Œþ ÀĂœŚõ ĆĂČúŞ ÂČÆõ Œþ üÜî ÛØł .ťĺŘ öŊ

.ćďŘÀœ ýďŘÂØŮ ñŚþ ÃČœ üóŚþ ĆóŚśœć žČû ø ćĄłüÞœ ÂûŚÒ ñŚþ ĆóŚśœć Œþ ěŘ ÇČŞ

,ÀĂłŚŞ P ýĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ ýøď y ø x ĆŞ s ěŘ ĆĂČúŞ ÂČÆõ øć π(y) ø π(x) ÂðŘ 4.2 Ýó

ÂČÆõÂþě ñĄÏ ,v ğŘbď ďć âÏŚÖŮ ŰďĄň ďć ø ÀœďŘć âÏŚÖŮ öŚØõŘ P ýŚûğŘbď ďć ÍÖê ÂČÆõ øć ßþŘ

.ťĺŘ v ĆŞ s ěŘ π(y) ÂČÆõÂþě ñĄÏ ýøŚÆõ v ĆŞ s ěŘ π(x)

ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 2.2

üĺÀČÜìŘ ďŚČãõ ŚŞ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ öøďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýĆÜßÆõ üĺďÂŞ ĆŞ Ç£Ş ßþŘ ďć

:ćÂî ÕČÖ¡Ů Řď Âþě ýŚäćŘ øć ť¡ň öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ üůÜůõ ýøŚÆõŚœ ğŚĺŘ ÂŞ .ÝþěŘćÂŢüõ
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ĆźČţœ ďć .ťĺŘ ŚţØþ P ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ďć t ø s ĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 1.2 ùďŘÃð

.ťĺŘ ŚţØþ ÃČœ SPT(s, P )

ýÂ ČÆ õ ,P ýùćŚ ĺ üã ÜőÀ Ăİ Œþ ďć Ć Î Ö œ øć ß Č Ş Â ČÆ õ ß þÂ ŮùŚ ŮĄ î ü Ü î ÛØł 2.2 ùďŘÃð

ßþŘ ěŘ Œþ Âû ďć ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ÀĂØłüõ P üĺŚØãœŘ ýŚûğŘbď ďć ÍÖê Ćî ťĺŘ ĆœĄðüãÜőÀĂİ

.ťĺŘ 180◦ ěŘ ÂţðďÃŞ ćěŚĺüõ P ÛąŘć ďć ÂČÆõ Ćî ýŘĆþøŘě ,ŚûťÆØł

Œþ ßţłŘć ÂŞ üÚÞû ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýŘÂŞ ŘďŚî ýŚûÝţþďĄÚóŘ

ýÀĂŞűÜůõ öŚðøć éŘÂð .]47[ ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì üÎą öŚõě ďć Ćî ťĺŘ üãÜőÀĂİ ěŘ ýÀĂŞűÜůõ

ßþŘ ďć ÂČÆõ Œþ ,ÀĂţÆû t ø s ŕŚÖœ ÛõŚł Ćî üþŚûűÜůõ ßţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ .ćĄŞ ÀûŘĄą ťąďć Œþ

ďć .ÝČþĄðüõ 14ßČţĺŊ ÀĂţÆû ÂČÆõ ßþŘ ŚŞ ÂÒŚĂţõ Ćî üþŚûűÜůõ ĆóŚśœć ĆŞ .ćĄłüõÉ£Èõ ťąďć

ďć öŘĄŮüõ ßČţĺŊ ćŘÀţõŘ ďć řČŮÂŮ ĆŞ ŚûűÜůõ üĺďÂŞ ŚŞ ĆœĄÚİ Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ]52, 53[

.ćÂî ĆśĺŚ¡õ Řď ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî O(n) öŚõě

Řď ßČţĺŊ üÜśì ýŚûűÜůõ ĆóŚśœć .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Řď abcűÜůõ ,ÝţþďĄÚóŘ ěŘ üÜî ôÀì Œþ ďć

ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ěŘ ďŚţąŚĺ ßþŘ .ćŘć ÇûŚî ćĄłüõ ëĚÏŘ 15ÓČì öŊ ĆŞ Ćî ýďŚţąŚĺ ĆŞ öŘĄŮ üõ
øć ĆŞ Řď r Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ (ÂãÖõ) ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî øć ø (ÓČì ýĆÈþď) r Ûůõ ğŘbď Œþ ĆŞ s

,abcűÜůõ üĺďÂŞ ôŚÚĂû .(4 ÛØł) ćĄłüõ ùÀČõŚœ ÓČì ýĆœŚûć Ćî ÀĂîüõ Ûňø ab ÍąùďŚŢ ýŚúţœŘ

ÛÊţõ ŚŞ ďŚî ßþŘ .ÝČĂîüõ ĆþÃźŮ ÂÚþć ÓČì øć ĆŞ ,c ĆŞ r ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ Řď ÓČì

,ßþŘ ěŘ ÅŢ .ćĄłüõ ôŚźœŘ ćďŘć ďŘÂì ÓČì ÂãÖõ ýùďŘĄþć øć ěŘ üØþ ýøď Ćî u ÀĂœŚõ üĺŘbď ĆŞ c öćÂî

ýďŚî .ćďŘć ďŘÂì ßČţĺŊ ćŘÀţõŘ ďć ø ťĺŘ bc Śþ ac ďøŚźõ Ćî ÝČûć üõ ĆõŘćŘ üůÜůõ øć ěŘ üØþ ŚŞ Řď ďŚî

üĺďÂŞ Ćî üþŚûğŘbď ßţłŘÁð ďŚĂî ŚŞ ÝČœŘĄŮüõ üţ§Řď ĆŞ ÝČûćüõ ôŚźœŘ uğŘbď ßţêŚþ ýŘÂŞ Ćî Řď

sleeve14
funnel15
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c

ŚŞ ÓČì ,abcűÜůõ üĺďÂŞ ýĆÑ¡ó ďć - ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ :4 ÛØł
.ćĄłüõ ĆþÃźŮ ÓČì øć ĆŞ uc ÍąùďŚŢ ÍĺĄŮ Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ýÂţÆîŚą Ùœď

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì O(n) öŚõě ďć t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÝČĂî öŘÂśŻ Àł ÀĂûŘĄ£œ

ĆśĺŚ¡õ Řď s ŘbÀśõ ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ÀþŚŞ ĆÎÖœ-ŒŮ ýŚûĄŻøğÂŢ ĆŞ öćŘć ¿ĺŚŢ ýŘÂŞ

ćŘÀţõŘ ěŘ Ćî ÀĂţÆû P ýŚûÂŮø ĆÈÖœ ßþŘ ďć ŚûñĄÜĺ ßČŞ ěÂõ .ćďŘć ýŘùćŚĺ ďŚţąŚĺ ĆÈÖœ ßþŘ .ÝČĂî

ŚŞ üÞţþďĄÚóŘ ]54[ ďć öŘÂÚþć ø 16ğŚśþĄð .ÀĂþŊ üõ ťĺć ĆŞ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýŚûñŚþ ěŘ üąÂŞ
Řď ÓČì ÀœŘĄţŞ Ćî ßþŘ ýŘÂŞ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ÀœŘùćÂî ĆŐŘďŘ ĆÈÖœ ßþŘ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ O(n) ýŘÂŻŘ öŚõě

.À Ă îü õ ùćŚ Ô ţĺŘ ]55[ 17üţÈÚ œŘ ýĄźţÆŻ ťąďć ďŚ ţąŚĺùćŘć ěŘ À Ă îĆ þÃź Ů ü þŘďŚ î ďĄÏ Ć Ş
ÓČì éÂÏ øć ěŘ üØþ öŘĄŮüÞœ ťóŚ§ ßþŘ ďć Ćî ťĺŘ ßþŘ ÂÏŚą ĆŞ ýďŚţąŚĺùćŘć ßČĂİ ěŘ ùćŚÔţĺŘ

É£Èõ ľěŘćÂŢÇČŢ ôŚÚĂû ÀÊÖõ ýĆÎÖœ ,ĆÜßÆõ ßþŘ ďć Ćî ŚźœŊ ěŘ .ťłŘÁð ďŚĂî Řď ùÀłĆþÃźŮ

,öŊ ýŚŻ ĆŞ .ťÆČœ ÓþÂãŮ ÛŞŚì Àł ĆŐŘďŘ Ûśì ýĆÜßÆõ ďć Ćî ýÂČśãŮ Ć Ş ßČţĺŊ ôĄúÔõ ,ťÆČœ

ôŚÞŮ ø Àûćüõ ôŚźœŘ ýÀĂŞűÜůõ öŚðøć ťąďć ýøď ñøŘ-ÕÞä ÇþŚÞČŢ Œþ ĆÜßÆõ ßþŘ ÝţþďĄÚóŘ

.ćÂČðüõ ďŘÂì üĺďÂŞ ćďĄõ ÕþÂÏ ßþŘ ĆŞ "ßØÞõ ýŚûßČţĺŊ’

ø ćĄłüõ ùÂČąč ĆÎÖ œ üŞŚ þŚŻ ýŘÂ Ş řĺŚĂõ ďŚ ţąŚĺùćŘć Œþ ďć SPM (s) ,řČŮÂŮ ßþŘ Ć Ş

.ćŘć ¿ĺŚŢ O(log n) öŚõě ďć ŘbÀśõ-ŒŮ ýŚûĄŻøğÂŢ ĆŞ öŘĄŮüõ

Guibas16
finger search tree17

29



øğŚ ś þĄ ð .ť ĺŘ ùÀ ł ùćŘć Ý Č Þ ã Ů Ã Č œ ýŘĆ Î Ö œ øć ýĄ ŻøğÂ Ţ ť óŚ § Ć Ş ÿ þŚ ţ œ ß þŘ

O(n) öŚ õě ďć Řď ùćŚ ĺ ü ã Ü őÀ Ă İ Œ þ öŘĄ Ůü õ Ć œĄ Ú İ Ć î À œŘùćŘć öŚ È œ ]56[18Â ðÂ ś łÂ û
ĄŻøğÂŢ ćďĄõ ýĆÎÖœ øć Âû ýŘÂŞ Ćî ťąŚĺ O(n) ýùěŘÀœŘ ŚŞ ýďŚţąŚĺùćŘć ø ćÂî ľěŘćÂŢÇČŢ

ěŘ üäĄœ ĆŞ ĆźČţœ ßþŘ ÀĂİÂû .ÀœŘćÂðÂŞ Řď øć öŊ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ O(log n) öŚõě ďć ÀœŘĄţŞ

ěŘ üÞČÆÖŮÂþě Ćî ßþŘ ÛČóć ĆŞ ŚõŘ ,ćĄłüõ ŠĄÆ¡õ ÂŮýĄì ŘbÀśõ ŒŮ ýĄŻøğÂŢ ýŘÂŞ üÜśì ýĆźČţœ

řĺŚĂõ Śõ ýĄÚóŘ ďć ùćŚÔţĺŘ ýŘÂŞ ,(ÀĂîüÞœ ÀČóĄŮ ýŘĆÈÖœ ÂÚþć ÂČśãŮ ĆŞ) ÀĂîüÞœ ĆŐŘďŘ üãÜőÀĂİ

.ťÆČœ

ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 3.2

ćĄŻø üþŚţØþ üÜ¡õ ýĆĂČúŞ ÂČÆõ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ďć ,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ťóŚ§ éĚąÂŞ

ĆţłŘć ćĄŻø üÜ¡õ ýĆĂČúŞ ÂČÆõ üþŚÞœ ýćŘÀãŮ ĆÎÖœ øć Âû ßČŞ ťĺŘ ßØÞõ ťČÖČÖ§ ďć .ćďŘÀœ

üãÜőÀĂİ ťóŚ§ ěŘ ÂŮùÀČżČŢ Řď ĆĂõŘć ßþŘ ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ßţêŚþ ýĆÜßÆõ ÂõŘ ßČÞû .ÀłŚŞ

ĆÜßÆõ éÀû ø ťÆČœ ŚţØþ ŚfõøÃó ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťóŚ§ ßþŘ ďć Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ .ÀĂîüõ ùćŚĺ

ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ßţêŚþ ěŚČœ ŰďĄň ďć ø ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ñĄÏ ßţêŚþ ñøŘ ýĆŻďć ďć

.ťĺŘ ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ

ø Àþć ťČÜ ŞŚ ì éŘÂð ýĄźţÆŻ :ćĄłüõ ùćŚÔ ţĺŘ üÜî ľøď øć ěŘ ĆÜ ßÆõ ßþŘ Û§ ýŘÂ Ş

.19ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘćľøď ÂŞ üĂţśõ ýĄźţÆŻ
Hershberger18

continuous Dijkstra19
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Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýĄźţÆŻ 1.3.2

ďć) ÀĂţÆû P üãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć ěŘ ğŘbď øć t ø s ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ŕŚÖœ Ćî ćĄłüõ ŋÂê ľøď ßþŘ ďć

ýŘùćŚĺ ýŚûñĎÀţĺŘ ŚŞ .(ťêÂð ÂÑœ ďć ĆÎÖœ øć ßþŘ ďć ýŘĆÎÖœ âœŚõ øć öŘĄŮüõ ŰďĄň ßþŘ ÂČè

:ćÂî ÕČÖ¡Ů Řď Âþě ýùďŘÃð ť¡ň öŘĄŮüõ üÜ¡õ üÚĂČúŞ ÂŞ üĂţśõ

ýøď P ýĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ďć t ø s ýĆÎÖœ øć ßČŞ üÜ¡õ ýĆĂČúŞ ÂČÆõ Âû 3.2 ùďŘÃð

Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ üþŚûÍąùďŚŢ áŚÞţŻŘ ěŘ ýÂČÆõ ßČĂİ ;ćďŘć ďŘÂì V G(P ) Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð

.ÀĂĂîüõ Ûňø Ýû ĆŞ Řď Àþć ÛŞŚì ýŚûğŘbď ťÔŻ

üêŚî t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýŘÂŞ ćĄł ĆţąŚĺ P Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ÂðŘ ßþŘÂŞŚĂŞ

.ÝČĂî ñŚÞäŘ ùÀłćŚþ éŘÂð ýøď Řď ŘÂţÆØþŘć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝţþďĄÚóŘ ťĺŘ

ĆŞ öŘĄŮüõ ŚúœŊ ßČŞ ěŘ Ćî ÀœŘùÀł ĆŐŘďŘ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ťąŚĺ ýŘÂŞ ýćÀãţõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ

ýŚÌê ø O(EV G + n log n) ýĆĂČúŞ öŚõě ďć Řď ĆÜßÆõ ßþŘ Ćî ćÂî ùďŚłŘ ]57[ ďć ùÀł ĆŐŘďŘ ÝţþďĄÚóŘ

ďć ďŘÀÖõ ßþŘ .ťĺŘ Àþć ťČÜ ŞŚ ì éŘÂð ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ EV G ŚźĂþŘ ďć .ÀĂîüõ Û§ O(n) ýĆĂČú Ş

ěŘ ÅŢ .ťĺŘ Â ţÞî ďŘÀÖ õ ßþŘ ěŘ ,üÜÞä ŰĎŚ§ ěŘ ýďŚ ČÆŞ ďć ü óø ťĺŘ O(n2)ťóŚ§ ßþÂ ŮÀ Ş
ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî öŘĄŮüõ ŘÂţÆØþŘć ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ,Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ťąŚĺ

.ćďøŊ ťĺć ĆŞ O(EV G + n log n) öŚõě ďć Řď

éŘÂð ÂŞ ÃČœ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ÝČĂî ùďŚłŘ ]58[ ďć ùÀł ĆŐŘďŘ ÝţþďĄÚóŘ ĆŞ ťĺŘ ôěĎ ŚźĂþŘ ďć

üðÀČżČŢ .ťĺŘ øć ýĆŻďć h ĆŞ ø üÎą n ĆŞ öŊ ýŘÂŻŘ öŚõě üÚţÆŞŘø ŚõŘ ťĺŘ üØţõ Àþć ťČÜŞŚì

.ťĺŘ O(n) öŊ ýŘÂŻŘ ýŘÂŞ ôěĎ ýŚÌê ø O(n + h2 log n) ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ üœŚõě
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ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘć ľøď 2.3.2

ŚfÞČÖţÆõ ,ľøď ßþŘ ďć .ťĺŘ ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘć ýĄÚóŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ĆÜßÆõ ßþŘ Û§ ÂÚþć ýùĄČł20ŽĄõ ýĆúśŻŒþ ďŚÈţœŘ ÂŹŘ ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘć ýĄÚóŘ ďć .ćĄłüõ ĆţąŚĺ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ
ťĺŘ P ěŘ üÏŚÖœ ôŚÞŮ ÛõŚł s ěŘ δ ýĆÜňŚê ďć ŽĄõ ýĆúśŻ .ćĄłüõ ýěŚĺĆČśł s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ ěŘ

Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ üþŚûÝą ĆãÎì ěŘ ŽĄõ ýĆúśŻ ßþŘ .ÀœďŘć ďŘÂì s ěŘ δ ŒþěćĄŐę ýĆÜňŚê ďć Ćî

ñŚ§ ĆŞ ŚŮ Ćî ÀĂţÆû üĺĄŐď ÃîÂõ ĆŞ üþŚûùÂþŘć ěŘ üþŚûöŚÞî ŚûŒŻĄõ .ÀœĄłüõ ùÀČõŚœ 21ŒŻĄõ
.ÀœŘùÀł ŰŚìĚõ

Řď ŚûćŘÀąď ßþŘ .ÀĂîüõ üÞúõ ŰŘÂČ Čç Ů ŽĄõ ýĆúśŻ ďŚ ţąŚĺ üÊ£Èõ ýŚûćŘÀąď ďć

:ćÂî öŚČŞ Âþě ýĆţĺć ďŚúİ řóŚì ďć öŘĄŮüõ

.(ćøďüõ ßČŞ ěŘ ďøŚźõ ýŚûŒŻĄõ ÍĺĄŮ) ćĄłüõ ÀþÀŢŚœ ŒŻĄõ Œþ (1

.ÀĂîüõ ćďĄąÂŞ âœŚõ Œþ ğŘbď Œþ ŚŞ ŒŻĄõ Œþ (2

.ÀĂîüõ ćďĄąÂŞ ÂÚþć ŒŻĄõ Œþ ŚŞ ŒŻĄõ Œþ (3

.ÀĂîüõ ćďĄąÂŞ ñŚþ öŊ ŚŞ ,âœŚõ Œþ ñŚþ Œþ ěŘ üÜąŘć ýĆÎÖœ Œþ ďć ŒŻĄõ Œþ (4

SPM (s) ěŘ ñĄÜĺ Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ŒŻĄõ Âû Ćî ťĺŘ ßþŘ ĄÚóŘ ßþŘ ćďĄõ ďć ĆŻĄŮ ÛŞŚì ýĆţØœ

ĆÈÖœ ßþŘ ýŚûñŚþ ŚûŒŻĄõ âÏŚÖŮ ŕŚÖœ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ŒŻĄõ ÃîÂõ Ćî ťĺŘ üĺŘbď ýĆÈþď ĆŞ

.ÀĂĂîüõ ŠøďŚŻ Řď

öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ ćďŘć üÎą ýùěŘÀœŘ SPM(s) ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ýùěŘÀœŘ Ćî ßþŘ ěŘ

ĄÚóŘ ßþŘ ÂŞ üĂţśõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ü§ŘÂÏ ďć üÜňŘ ÇóŚİ .ťĺŘ O(n) ŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ Ćî ťêÂð ĆźČţœ

Ćİ Ćî ÀČÞúê üþŘďŚî ěÂÏ Ć Ş öŚ œŊ ÍĺĄŮ öŘĄţ Ş Ćî ťĺŘ üśĺŚ Ăõ ýŚûŠĄİďŚİ öćďøŊ ťĺć ĆŞ

wavefront20
wavelet21
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.ćĄł ôŚźœŘ Ýî ýŘĆĂþÃû ŚŞ ÃČœ ćŘÀąď Âû ľěŘćÂŢ ø ÀĂţÔČŞ ëŚÔŮŘ ťĺŘ ďŘÂì üþŚûćŘÀąď

Œþ ÝČûć ùěŚŻŘ Ćî ťĺŘ đÂł ßþŘ ĆŞ ,ťĺŘ ùÀł ùćŚÔţĺŘ ]60[ ø ]59[ ďć Ćî ťêŚČûď Œþ

ø ćĄł ćď ÂÚþć Ç£Ş ýøď ěŘ ŒŻĄõ øć ćďĄąÂŞ ćŘÀąď ßţêÂð ÂÑœ ďć öøÀŞ ŽĄõ ýĆúśŻ ěŘ Ç£Ş

ĆŞ . ÝþÂśeŞ Řď öŊ ÀĂî ćďĄąÂŞ ùÀł ýďŘÁð řÆİÂŞ ÇČŢ ěŘ Ćî ğŘbď Œþ ŚŞ ŒŻĄõ Œþ Ćî üõŚÚĂû

řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ ø ťÆČœ ÂÚþÀØþ ŚŞ ŚûŒŻĄõ ćďĄąÂŞ ýŚûćŘÀąď ßţêÂð ÂÑœ ďć ĆŞ ýěŚČœ řČŮÂŮ ßþŘ

.ćĄłüõ éÁ§ ÝţþďĄÚóŘ ěŘ üþŚûćŘÀąď ßČĂİ ÓÈî ýŘÂŞ ôěĎ ýŚûďŚţąŚĺùćŘć ýďŘÀúÚœ ýĆĂþÃû

.ťĺŘ O(n
32+ε) ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ üœŚõě üðÀČżČŢ

ÀĂîüõ ùćŚĺ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ Řď ĆÜßÆõ ,ťĺŘ ùÀł ùćŚÔţĺŘ ]62[ ø ]61[ ďć Ćî ýÂÚþć ťêŚČûď

Œþ ÀĂûćüõ ùěŚŻŘ Ćî ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ üþŚûĆČ§Śœ ĆŞ 22ÕśÎĂõ ÓþÂÑŮŒþ ÍĺĄŮ Řď P ýĆĂõŘć Ćî

ťĺŘ ßþŘ ÓþÂÑŮ ßþŘ ýÀČÜî ťČňŚą .ćĄł ÂÈţĂõ ÓþÂÑŮ ďć ĆČ§Śœ ĆŞ ĆČ§Śœ üśþÂÖŮ ŽĄõ ýĆúśŻ

ñŚþ ěŘ ŚúœŊ ýĆÜňŚê Ćî ÀœďŘć ćĄŻø ĆČ§Śœ üţŞŚŹ ćŘÀãŮ ŚúĂŮ ,ÓþÂÑŮ ěŘ (L ñĄÏ ĆŞ) ñŚþ Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî

ø O(n log n) ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ýŘÂŻŘ öŚõě .(ťĺŘ ťŞŚ Ź Ã Č œ ŚûĆČ§Ś œ ßþŘ ýùěŘÀ œŘ) ťĺŘ L ùÀłćŚ þ

.ťĺŘ O(n log n) ÃČœ öŊ ýŘÂŞ ôěĎ ýĆÑêŚ§ ýŚÌê

ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć (h = Ω(n)) ÀłŚŞ ćŚþě âœŘĄõ ćŘÀãŮ Ćî üõŚÚĂû ùÀł Âîč ÝţþďĄÚóŘ ĆİÂðŘ

üœŚõě üðÀČżČŢ ÂÑœ ěŘ ýÂÚþć ø üêÂÊõ ýŚÌê ÂÑœ ěŘ üØþ :ťÆČœ ĆĂČúŞ ÂÑœ øć ěŘ ŚõŘ ,ťĺŘ ĆĂČúŞ

öćďøŊ ťĺć ĆŞ ťĺŘ ĆŻĄŮ ćďĄõ ďŚČÆŞ Ćî ĆÎČ§ ßþŘ ďć ěŚŞ ÛŐŚÆõ ěŘ üØþ .h ø n ěŘ üãŞŚŮ öŘĄĂä ĆŞ

ěŘ ŚúĂŮ ø ÀłŚŞ Ω(n + h log h) ßČþŚŢ öŘÂî ŚŞ ÕśÎĂõ öŊ üœŚõě üðÀČżČŢ Ćî ťĺŘ ĆĂČúŞ ÝţþďĄÚóŘ Œþ

nřÆ§ÂŞ öŊ ýŘÂŻŘ öŚõě Ćî ùÀł ĆţąŚĂł ÝţþďĄÚóŘ ŚúĂŮ ÂÒŚ§ ñŚ§ ďć .ÀĂî ùćŚÔţĺŘ ĆÑêŚ§ O(n)

.]58[ ťĺŘ øć ýĆŻďć hřÆ§ÂŞ ,ťĺŘ üÎą

conforming subdivision22
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ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ ýøď ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 4.2

ùÀł ùćŘć üúŻøÀĂİ Œþ ĳÎĺ ýøď Ćî üþŚûÂČÆõ ĆŞ Řď ćĄą ĆŻĄŮ ÂðŘ ĆÜßÆõ ýÀãŞ Ćĺ ťóŚ§ ďć

Û§ùŘď öŊ ýŘÂ Ş öŘĄ Ůüõ ø ćĄłüõ ŽďŚą ť£ĺ-NP ťóŚ§ ěŘ Ć Ü ßÆõ ,ÝČ Ăî ćøÀ¡õ À œďŘć ďŘÂ ì

ßČÞû ýŘÂŞ .ÀĂîüÞœ Ýî üÜČą öŊ ýćÂŞďŚî ýĆśĂŻ ěŘ ĆÜßÆõ ěŘ ÀþÀ¡Ů ßþŘ .ćÂî ŘÀČŢ ýŘĆÜÞŻÀĂİ

ýĆÎČ§ ďć ĆÜßÆõ ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ÛČóć ßČÞû ĆŞ Ćî ťêŚþ öŘĄŮüõ ýćŚþě ýŚûćÂŞďŚî ÃČœ ĆÜßÆõ ěŘ ťóŚ§

.ťĺŘ ćŚþě ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ýøď Ć Ă Č ú Ş ýŚ ûÂ ČÆõ ýùÀłŚ Ůü Ş Ć Ş ŕĄ ŞÂ õ ńŘĄą ěŘ ]63[ ďć 24ďĄł ø 23Â þÂł ŘÀ ţ ŞŘ
ýŚûĆþøď ýŘÂŞ Řď O(n3 log n) üœŚõě ýĆśŮÂõ ěŘ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ø ÀœćÂî ùćŚÔţĺŘ üúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď

]64[ ďć (ŠÀ¡õ ŚfõøÃó Ćœ) üÜî ýŚûüúŻøÀĂİ ýøď ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ .ÀœćÂî ĆŐŘďŘ ŠÀ¡õ

ćĄłüõ ùćŚÔţĺŘ ĆÜßÆõ Û§ ýŘÂŞ ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘć ľøď ěŘ ]51[ ďć .ÀœŘùÀł üĺďÂŞ ]51[ ø ]65[ ø

ø 25ßİc .ťĺŘ ùÀł O(n2) ýĆÑêŚ§ ø O(n2 log n) üœŚõě ýĆśŮÂõ ěŘ üÞţþďĄÚóŘ ĆŞ ÂźĂõ ßþŘ ø

ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ÀœŘùćÂî ĆŐŘďŘ O(n) ýĆÑêŚ§ ø O(n2) üœŚõě ýĆśŮÂõ ěŘ üÞţþďĄÚóŘ ]64[ ďć 26öŚû
.ťĺŘ ÂŮĆČśł ]63[ ĆŞ Ćî ÀĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ĆÜßÆõ Û§ ýŘÂŞ ýÂÚþć ľøď ěŘ ø ćďŘć ÂŮùćŚĺ ýďŚţąŚĺ

ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ ĳÎĺ ěŘ üÞČÆÖŮÂþě ,O(n2) öŚõě ŚŞ ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆÜ§Âõ Œþ üÏ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ďć
ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÀĂĂîüõ âÎì Řď üœŚÆØþ ýŚûñŚþĆóŚśœć ,öŊ ěŘ ĆČ§Śœ Âû ŕŚÖœ ĆŞ ŘbÀśõ ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî

ŘbÀśõ ěŘ ĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî öŘĄŮüõ ĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ýĄŻøğÂŢ ÍĺĄŮ ,ùÀłćŚþ ÓþÂÑŮ ßţłŘć ŚŞ ø 1.2 Ýó

.ÝČŞŚČŞ üÞţþďŚÚó öŚõě ďć Řď ùŘĄ£óć ýĆÎÖœ Âû ŚŮ

ěŚŞ ýĆÜßÆõ Œþ ýćŚþě ŰÀõ ŚŮ øć ýĆŻďć ěŘ ÂţÞî öŚõě ŚŞ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ýĆŐŘďŘ ýĆÜßÆõ

Sharir23
Schorr24
Chen25
Han26
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.ćÂî Ć ŐŘďŘ O(n log2 n) ýĆśŮÂõ ěŘ üÞţþďĄÚóŘ ]65[ ďć 27ďĄŢŚî Ćî ßþŘ Ś Ů ćĄ Ş ĆŻĄŮ ćďĄõ ďŚ ČÆŞ
Ω(n2)ťĺŘ ßØÞõ ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİŒþ ýøď üţ§ Ćî ťĺŘ ťČãìŘø ßþŘ ùŘď ßþŘ ďć üÜňŘ ÛØÈõ
ÂðŘ ßþŘÂ ŞŚ Ă Ş .ÀłŚ Ş Ć ţłŘć ćĄŻø ğĄŐď Ć Ş ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ø üúŻøÀĂİ ýŚûñŚ þ ßČ Ş âÏŚÖ Ů

ÝţþďĄÚóŘ ďć ćŘÀąď öŘĄĂä ĆŞ Řď ùÀłćŚþ ýŚûâÏŚÖŮ ø ÀĂî ñŚśœć Řď ŚûÂČÆõ ßþŘ ÀûŘĄ£Ş üÞţþďĄÚóŘ

.ťłŘć ÀûŘĄą Řď Ω(n2) ßČþŚŢ öŘÂî ,ćÂČÚŞ ÂÑœ ďć ćĄą
øć ëĄê ÛØÈõ ŚŞ ĆÜŞŚÖõ ýŘÂŞ .ÀĂîüõ ýøÂČŢ ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘć ýĄÚóŘ ěŘ ďĄŢŚî ÝţþďĄÚóŘ

,ťÆČİ ýÀãŞ ćŘÀąď Ćî ßþŘ ÓÈî ýŘÂŞ Ćî ßþŘ ñøŘ :ťĺŘ ùÀł ùÀœŚźĂð ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ďć ĆţØœ

ýďŘÀúÚœ ťĺŘ w ŚúœŊ ĆŞ ŒŻĄõ ßþÂŮŒþćÃœ Ćî ýěÂõ üþŚûñŚþ ĆäĄÞźõ ,w ŒŻĄõ Âû ŚŞ ÂÒŚĂţõ

ĆŞ ýěÂõ ñŚþ ßþÂŮŒþćÃœ Ćî üþŚûŒŻĄõ ĆäĄÞźõ ,e ýěÂõ ñŚþ Âû ŚŞ ÂÒŚĂţõ ďĄÏ ßČÞû .ÀœĄłüõ

üÞţþďŚÚó öŚõě ďć Řď ñŚþ - ŒŻĄõ ťÔŻ ßþÂŮŒþćÃœ ßţêŚþ ÂõŘ ßþŘ .ÀœĄłüõ ýďŘÀúÚœ ťĺŘ w ŚúœŊ

ýďŘÀúÚœ ýŘÂŞ ŠÀ¡õ ÇþŚÞœ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ďć ĆŻĄŮ ÛŞŚì ýĆţØœ ßČõøć .ÀĂîüõ ßØÞõ

(ďøŚźõ ñŚþ ÀĂİ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ) ŚûñŚþÇ£Ş ø (ďøŚźõ ŒŻĄõ ÀĂİ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ) ŚûŽĄõÇ£Ş

ñŚþ Œþ ýĆÜňŚê ø ñŚþÇ£Ş Œþ ŚŮ ŒŻĄõ Œþ ýĆÜňŚê ýĆśĺŚ¡õ ,ÇþŚÞœ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ .ťĺŘ

.ťĺŘ ßØÞõ üÞţþďŚÚó 28ýùÀłßØłÂĺ ýĆĂþÃû ŚŞ ÃČœ ŽĄõÇ£Ş Œþ ŚŮ
üÞţþďĄÚóŘ ]38[ ďć .ťĺŘ ùÀł ďŚî ćŚþě ÃČœ üśþÂÖŮ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ýĆÎČ§ ďć ĆÜßÆõ ßþŘ ýøď

ÝţþďĄÚóŘ .ťĺŘ ĆĂČúŞ ÂČÆõ ÂŞŘÂŞ 7(1+ ε) ÂůîŘÀ§ ,ÀĂîüõ ŘÀČŢ Ćî ýÂČÆõ Ćî ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ üśþÂÖŮ

üÞţþďĄÚóŘ öŘĄŮüõ 15 ĆŞ ĆÜßÆõ řþÂÖŮ ďć 7 řþÂő ÇþŘÃêŘ ŚŞ .ćĄłüõ ŘÂŻŘ O(n
53 log

53 n) öŚõě ďć

ýŚûľøď ýĆÞû ďć .ťĺŘ ùÀł ùďŚłŘ öŊ ĆŞ ĆóŚÖõ ďć Ćî ćďøŊ ťĺć ĆŞ O(n
85 log

85 n) ýŘÂŻŘ öŚõě ŚŞ

ýŚûĄŻøğÂŢ ĆŞ öŘĄŮüõ öŊ ÍĺĄŮ Ćî ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ ÓþÂÑŮ Œþ ,ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ěŘ ÅŢ ,ëĄê

.ćďøŊ ťĺć ĆŞ üÞţþďŚÚó öŚõě ďć ĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ŚŞ ŚfêÂň ĆÎÖœ øć Âû ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

Kapoor27
amortized28
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Àþć ťČÜŞŚì 5.2

ÀãŞ øć ďć Àþć ťČÜŞŚì 1.5.2

ø ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ďć Àþć ťČÜŞŚì ŚŞ ÍśŮÂõ ĆþŚŢ ÝČûŚÔõ ø ÓþďŚãŮ üąÂŞ üĺďÂŞ ĆŞ ŚźĂþŘ ďć

ýŚûÝţþďĄÚóŘ ďŚţąŚĺ ĆŞ Śõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ üÚţÆŞŘø Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÝþěŘćÂŢüõ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć

ß þÂ ţ ú Ş Ć Ş ùďŚ łŘ Ć Ş Śf êÂň ø Ý Č Ă îü õ ýďŘććĄą Ś ú œŊ ŰŚ Č ŐÃŻ öŚ Č Ş ěŘ ťÆČ œ ćŚ þě À þć ťČ Ü ŞŚ ì

.ÝČĂîüõ ùÀĂÆŞ ŚûĆĂõŘć ěŘ Œþ Âû ýŘÂŞ ćĄŻĄõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ

ěŘ q ø p ýĆÎÖœ øć .ťĺŘ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ Śþ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ P ÀČĂî ŋÂê

,Vp ,p ýĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ .ćÂČÚŞ ďŘÂì P ÛąŘć Ěf õŚî pq ÍąùďŚŢ ÂðŘ ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚì P

üãÜőÀĂİ Œþ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ Œþ .ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚì p ěŘ Ćî ťĺŘ P ěŘ üÏŚÖœ ĆäĄÞźõ

ćŘÀţõŘ ěŘ ĆČÖŞ ø ÀĂţÆû P ýŚûñŚþ ěŘ üŮŚãÎì ŚúœŊ ěŘ üąÂŞ :ćďŘć ñŚþ áĄœ øć Ćî ťĺŘ ÛØłùďŚţĺ

Âû .ćĄłüõ ĆţÔð 29ùÂźĂŢ ôøć áĄœ ýŚûñŚþ ĆŞ .ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ P ğĄŐď ĆŞ p ÛňŘø ýŚûÍąùďŚŢ
Ćî ťÞÆì Œþ ø ťĺŘ Vp ÛõŚł ťÞÆì Œþ .ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ ťÞÆì øć ĆŞ Řď P üãÜőÀĂİ w ùÂźĂŢ

ćŚźþŘ w ýùÂźĂŢ ÍĺĄŮ Ćî ćĄłüõ ĆţÔð üãÜőÀĂİ 30řČŻ öŊ ĆŞ ø ÀĂţÆČœ Àþć ÛŞŚì p ěŘ öŊ ŕŚÖœ
.ťĺŘ ùÀł

ùŘÂÞû Ć Ş öŊ ýŚûğŘbď ěŘ ýĄÖÜ§ ťÆČó Œþ ÍĺĄŮ Àþć ťČÜ ŞŚ ì üãÜőÀĂİ Œþ ÇþŚÞœ

ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİŒþ öŘĄŮüõ ,ÀłŚŞ ùćŚĺ üãÜőÀĂİŒþ P ÂðŘ .ćÂČðüõ ŰďĄň ŚúœŊ ŰŚÊţ£õ

ø ŚûğŘbď ěŘ ýĄÖÜ§ üţĺÂúê ÛØł ĆŞ ÇþŚÞœ ßþŘ .ćŘć ÇþŚÞœ üŮŚČśČîÂŮ ŰďĄň ĆŞ Řď öŊ ďć Àþć

Œþ ŰŚÊţ£õ ŰŚäĚÏŘ ßþŘ ßţłŘć ŚŞ .ÀœĄłüõ ÂûŚÒ Vp ěÂõ ýøď Ćî üśČŮÂŮ ĆŞ ťĺŘ P ýŚûñŚþ

.ÝČþĄðüõ Vp üŮŚČśČîÂŮ ÇþŚÞœťÆČó ßþŘ ĆŞ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ O(1) öŚõě ďć öŘĄŮüõ Řď Vp ěŘ ğŘbď

ĆŞ ÀłŚŞ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ P Ćî üţóŚ§ ýŘÂŞ ÇþŚÞœ ýùĄ¡œ ßþŘ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ

window29
pocket30

36



.ÀĂîüÞœ ďŚî üţĺďć

ďć ]66, 67[ 31 üó ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄŮ ùćŚĺ üãÜőÀĂİŒþ ďć ĆÎÖœ Œþ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ
ø 32 öŚœÂÔû ÝţþďĄÚóŘ ěŘ öŘĄŮüõ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ýŘÂŞ .ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì O(n) öŚõě

ĆÜßÆõ ø ťĺŘ ĆĂČúŞ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ćÂî ùćŚÔţĺŘ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ ]68[ 33ÛżČõ
.ťĺŘ ĆĂõŘć ýŚûùÂÔ§ ćŘÀãŮ h Ćî ÀĂîüõ Û§ O(n + h logh) üœŚõě ýĆśŮÂõ ďć Řď

ÀãŞ øć ěŘ ÇČŞ ďć Àþć ťČÜŞŚì 2.5.2

üØþćÃœ ýĆÎŞŘď 34 öŚúĂŢ ýĆþøď ßţłŘćÂŞ ýùÀłĆţąŚĂł ýĆÜßÆõ ŚŞ ÀãŞ øć ěŘ ÇČŞ ďć Àþć ťČÜŞŚì
ĆŞ Řď ÀãŞ øć ěŘ ÇČŞ ďć Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ýĆãóŚÎõ Śõ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ćďŘć

ßČÞû ĆŞ ÃČœ Àþć ťČÜŞŚì ŚŞ ÍśŮÂõ ÝČûŚÔõ öŚČŞ ďć ,ÝþŘùćÂî ćøÀ¡õ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ýĆĂõŘć

.ÝČĂîüõ ùÀĂÆŞ ĆĂõŘć

ÛØł ĆŞ ŚfõøÃó ,ÀĂČŞüõ Àþć ýĆÎÖœ Œþ Ćî ĆĂõŘć ěŘ üÈ£Ş ,P ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ ďć

ýĆäĄÞźõ Ćî ÝČõŚœüõ p ýĆÎÖœ 35 Àþć ťČÜŞŚì ýĆČ§Śœ Řď Vp ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ťÆČœ üãÜőÀĂİ Œþ

,P öćĄśœ Śþ öćĄŞ ŠÀ¡õ ø P ĆŞ ťśÆœ pťČãìĄõ .ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚì p ěŘ Ćî ťĺŘ ĆĂõŘć ěŘ üÏŚÖœ

:ćďŘć ÂČŹŚbŮ Vp ďŚţąŚĺ ýøď

ùÀł âìŘø f Ûůõ P ýŚûĆŻø ěŘ üØþ ÛąŘć p ø ÀłŚŞ ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİ Œþ ýĆþøď P ÂðŘ •

,ĆäĄÞźõ ßþŘ ,ťĺŘ ŠÀ¡õ P öĄİ .ťĺŘ f ŚŞ Ć¡ÔňÝû ýŚûĆŻø ôŚÞŮ ø f ÛõŚł Vp ,ÀłŚŞ

.ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď P ěŘ ýÀĂśÞû ýĆČ§Śœ

Lee31
Heffernan32
Mitchell33

hidden surface removal34
visibility region35
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ôŚÞŮ ,ÀłŚ Ş üúŻøÀĂİ ýŚûğŘbď ěŘ üØþ p ø ÀłŚ Ş ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİ Œþ ýĆþøď P ÂðŘ •

ÃČœ ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď Vp ŚúœŊ ŚŞ Ć¡ÔňÝû ýŚûĆŻø ôŚÞŮ ø p ďøŚźõ ýŚûĆŻø

.ťĺŘ ÀĂśÞû Vp

öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ ,ÀłŚŞ P ĳÎĺ ěŘ ŽďŚą p ø ÀłŚŞ ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİ Œþ ýĆþøď P ÂðŘ •

Àþć ÛŞŚì p ěŘ ĆŻø ŕŚÖœ ôŚÞŮ ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì p ěŘ ĆŻø Œþ ěŘ ĆÎÖœ Œþ ÂðŘ Ćî ťêŚþďć

ùÀł ÛČØÈŮ P ýŚûĆŻø ěŘ ÀĂśÞû ýćŘÀãŮ ěŘ ŘfćÀźõ Vp ťóŚ§ ßþŘ ďć ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ÀĂţÆû

.ťĺŘ

ýĆČ§Śœ ýćŘÀãŮ ěŘ Vp ,P ĆŞ ťśÆœ p ťČãìĄõ ěŘ ÛÖţÆõ ,ÀłŚŞ ÂãÖõ üúŻøÀĂİ Œþ P ÂðŘ •

ĆŞ ßþŘ .ÀĂţÆû P ýŚûĆŻø ěŘ üþŚûÇ£Ş ÛõŚł ŚûĆČ§Śœ ěŘ ôŘÀî Âû .ćĄłüõ ÛČØÈŮ ÀĂśÞû

üðÀČżČŢ .ÀĂĂîüõ ćŚźþŘ ÂÚþć ýŚûĆŻø ýøď P ýŚûÇ£Ş ěŘ üąÂŞ Ćî ťĺŘ üþŚûĆþŚĺ ÂÏŚą

.ťĺŘ O(n) ÃČœ ü§ŘĄœ ćŘÀãŮ ø O(n) ÀĂśÞû ü§ŘĄœ ěŘ Œþ Âû

.]69, 70, 71[ ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚúĂŢ đĄÎĺ éÁ§ ýĆÜßÆõ Û§ ýŘÂŞ ýćŚþě ýŚûÝţþďĄÚóŘ

.ÀĂĂîüõ ÛÞä ]72[ n2 ýĆśŮÂõ ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ßČþŚŢ ćøÀ§ ŠĄİďŚİ ďć üÚÞû ŚûÝţþďĄÚóŘ ßþŘ
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3 ÛÊê

Œþ Àþć ťČÜŞŚì ŚŞ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî
ĆÎÖœ

ýŘĆÎÖœ Àþć éÀû Œþ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ Řď ĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ĆÜßÆõ ÛÊê ßþŘ ďć

,ùÀĂþŊ ýŚû Ç£Ş ďć .ťĺŘ üĺďÂŞ ÛŞŚì üŮøŚÔţõ üĺÀĂû ýŚûĆĂõŘć ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ÝČĂîüõ üĺďÂŞ

Śþ ŠÀ¡õ ŰĎŚ§ ďć Řď üúŻøÀĂİ Ćþøď ø âœŚõ ŚŞ üãÜőÀĂİ ,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ýŘÂŞ ĆÜßÆõ

,ťĺŘ ĆČśł Ýû ĆŞ ýćŚþě À§ ŚŮ ÛŐŚÆõ ßþŘ Û§ ľøď Ćî ŚźœŊ ěŘ .ćÂî ÝČûŘĄą üĺďÂŞ ŠÀ¡õÂČè

Řď ŚûĆĂõŘć ĆŞ ŕĄŞÂõ ŰŚČŐÃŻ ŕĄŞÂõ ýŚûÇ£Ş ďć ø ÝČĂî üõ öŚČŞ ĆĂõŘć ěŘ ÛÖţÆõ Řď ľøď ßþŘ ŘÀţŞŘ

.ÝČĂîüõ ĆãóŚÎõ ĆœŚðŘÀŻ ďĄÏ ĆŞ

üÜî ýĄÚóŘ 1.3

ßČŞ ĆĂČÞî ñĄÏ ŚŞ ÂČÆõ Œþ ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû .ÀłŚŞ ĆãóŚÎõ ćďĄõ ĆÜßÆõ üĺÀĂû ĆĂõŘć P ÀČĂî ŋÂê

p ýùÀł ùćŘć ýĆÎÖœ ěŘ ÂČÆõ ßþŘ ěŘ ĆÎÖœ Œþ ÛìŘÀ§ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ Pďć t ø s ùÀł ùćŘć ĆÎÖœ øć

Vp Řď öŊ Ćî p Àþć ÛŞŚì ýĆČ§Śœ ŚŞ ÂČÆõ ßþŘ íŘÂţłŘ Ćî ťĺŘ ßþŘ ñćŚãõ ŕÂł ßþŘ .ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì

ÂČÆõ ,ñøŘ ťóŚ§ ďć .ÀłŚŞ ĆÎÖœ Œþ ěŘ ÇČŞ Śþ Œþ ďć ťĺŘ ßØÞõ íŘÂţłŘ ßþŘ .ÀłŚŞ üúŮŚœ ÝČõŚœüõ

ÂČÆõ ěŘ üÈ£Ş ,ôøć ťóŚ§ ďć ø ććÂðüõÂŞ ø ÀĂîüõ ÅÞó Řď Àþć ÛŞŚì ýĆČ§Śœ íŘÂţłŘ ýĆÎÖœ ďć
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.ćÂČð üõ ďŘÂì Àþć ÛŞŚì ýĆČ§Śœ öøďć

.ÝČþĄðüõ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ Œþ ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì p ěŘ öŊ ěŘ ĆÎÖœ Œþ ÛìŘÀ§ Ćî ýÂČÆõ ĆŞ

ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ø ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ

ĆÎÖœ øć ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßþÀĂİ ťĺŘ ßØÞõ ŰĎŚ§ ßþŘďć ßþŘÂŞŚĂŞ .ÀĂţÆČœ ŚţØþ

.ÝČţÆû ŚúœŊ ěŘ üØþ ÍÖê ßţêŚþ ñŚśœć ĆŞ ŚźĂþŘ ďć Śõ .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø

Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ýøď t ĆŞ s ěŘ ťîÂ§ ďć Àþć ÛŞŚì ĆÎÖœ ßČţÆ£œ q ÀČĂî ŋÂê

.ÀĂţÆû ĆĂČúŞ t ĆŞ q ěŘ ø q ĆŞ s ěŘ ýŚûÂČÆõÂþě ø ćďŘć ďŘÂì Vp ěÂõ ýøď q Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÀłŚŞ p ěŘ

öŘĄŮüõ ýŘĆÎÖœ ßČĂİ öćÂî ŘÀČŢ Ś Ş .ćĄł üõ ÛþÀśŮ q ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ ßţêŚþ ĆŞ Śõ ĆÜßÆõ ßþŘÂŞŚĂ Ş

.ťêŚþ Řď ĆÜßÆõ ¿ĺŚŢ öŊ ñŚÊŮŘ ěŘ ø ćÂî ŘÀČŢ Řď öŊ ĆŞ t ø s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ĆŞ öŘĄţŞ ,I ÀĂœŚõ ùěŚŞ Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî ťĺŘ üþŚû ùěŚŞ ĆŞ Vp ěÂõ ěŘÂêŘ ,ÝţþďĄÚóŘ üÜňŘ ùÀþŘ

ĆŞ .ÀłŚŞ ĆĂČÞî t ø s ŚŮ öŊ ŒþěćĄŐę ýŚûĆÜňŚê áĄÞźõ Ćî ćÂî ŘÀČŢ Řď q(I) ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ ťäÂĺ

ýŚûùěŚŞ ôŚÞŮ ýŘěŘ ĆŞ öŘĄŮüõ ,ěŘÂêŘ ýĆśĺŚ¡õ ěŘ ÅŢ .ÝČþĄðüõ ÃČœ üÜ¡õ ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,ĆÎÖœ ßþŘ

áĄÞźõ ßþÂţÞî Ćî ýŘĆÎÖœ ŕŚÖœ ßþŘ ßČŞ .ćÂî ĆśĺŚ¡õ Řď ÂÒŚĂţõ ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,ěŘÂêŘ ďć ćĄŻĄõ

Vp ěÂõ ýøď ŕŚÖœ ýĆäĄÞźõ öŘĄĂä ĆŞ Bp ćŚÞœ ěŘ ,ýěŚĺĆňĚą ýŘÂŞ .ťĺŘ q ćďŘć Řď ŚûĆÜňŚê

.ťĺŘ ÍąùďŚŢ ýćŘÀãŮ ěŘ ÛØÈţõ Bp ,Àł ÀûŘĄą üĺďÂŞ Ćî üþŚûĆĂõŘć ôŚÞŮ ďć .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ

,ÂÑœ ćďĄõ ýŚûĆĂõŘć ďć Ćî ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ťČňŚą ßþŘ ěŘ ÂÑœ ćďĄõ ěŘÂêŘ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ

ďŚţąŚĺ ýŘďŘć ÓþÂÑŮ Œþ ŕŚÖœ ĆŞ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ôŚÞŮ Ćî ÀĂţÆû ÓþÂãŮ ÛŞŚì üþŚûÓþÂÑŮ

öŚÞû ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ø ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ďć ÓþÂÑŮ ßþŘ .ÀĂţÆû üţŞŚŹ üŮŚČśČîÂŮ

ßČĂİ ÃČœ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ýŘÂŞ ,Àþć ÝČûŘĄą Ćî ĆœĄðöŚÞû ø ťĺŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ

.ťĺŘ ÓþÂãŮ ÛŞŚì üÔþÂÑŮ

ĆŞ x Ś Ş ÂÒŚĂţõ ÓþÂÑŮ ÍĺĄŮ Řď Bp öŘĄŮüõ ,x ÀĂœŚõ P ěŘ ĆÎÖœ Âû ýŘěŘ ĆŞ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ

.ÀłŚŞ öŚÆØþ ùěŚŞ Âû ýøď ŕŚÖœ ĆŞ x ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî üŮŚČśČîÂŮ ďŚţąŚĺ Ćî ćÂî ÝČÆÖŮ üþŚûùěŚŞ
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Vp

u

s

v

t

q(I)

I

u .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÙœďÂŢ ÍąùďŚŢ ŚŞ I ∈ Ls,t üÚĂČúŞ ýùěŚŞ ,ýÀãŞøć ýĆĂõŘć Œþ ďć :1 ÛØł
ßþŘ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ğŘbď ßþÂąŊ v ø I ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ğŘbď ßþÂąŊ

.ťĺŘ ĆĂČÞî I ŕŚÖœ ôŚÞŮ ßČŞ t ø s ěŘ q(I) ýĆÎÖœ ŒþěćĄŐę ÛňŘĄê áĄÞźõ .ťĺŘ ŕŚÖœ

ŚŞ ŚûùěŚŞ ßþŘ ěŘ Œþ Âû ,üĺÀČÜìŘ ýÂČðùěŘÀœŘ ďŚČãõ ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄîńŚą ďŚţąŚĺ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ

.ťĺŘ ùěŚŞ ýøď ŕŚÖœ ĆŞ x ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťÆØł ýĆÎÖœ ßþÂąŊ Ćî ÀœÂÒŚĂţõ P ďć ĆÎÖœ Œþ

ýøď x ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ ø ÝČþĄðüõ x ŚŞ ÂÒŚĂţõ 1 üÚĂČúŞ ýùěŚŞ ýŘùěŚŞ ßČĂİ ĆŞ
ŚûťÆØł ŕŚÖœ ßþÂąŊ ýùÂČąč ø Lt ø Ls ýĆśĺŚ¡õ ŚŞ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÝČûć üõ öŚÈœ Lx ŚŞ Řď Bp

ĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî ø a ĆŞ s ěŘ ĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî ,ùěŚŞ Œþ ěŘ a ÀĂœŚõ ùŘĄ£óć ýĆÎÖœ Âû ýŘěŘ ĆŞ öŘĄŮüõ

.ćďøŊ ťĺć ĆŞ ťŞŚŹ öŚõě ďć Řď a ĆŞ t ěŘ

Ć Ş Řď Bp Śú œŊ ÍĺĄŮ ø ÝČĂî ôŚèćŘ Ýû Ś Ş Řď Lt ø Ls öøďć ýŚûùěŚ Ş ýŚúţ œŘ ŕŚÖ œ ÂðŘ ñŚ§

áĄÞźõ ,ùěŚ Ş Œþ ýøď ĆÎÖ œ Â û ýŘěŘ Ć Ş ,Ý Č Ă î Ý ČÆÖ Ů Ls,t À Ă œŚ õ Ś ûùěŚ Ş ěŘ ýÀ þÀŻ ĆäĄÞźõ

,ŚûùěŚ Ş ßþŘ Ć Ş .ćĄ Ş ÀûŘĄą ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚ ì ťŞŚ Ź öŚõě ďć t ø s ěŘ ĆÎÖ œ öŊ ýŚûĆÜňŚê ßþÂŮùŚ ŮĄî

ŰďŚśä ěŘ ,ÀĂØœ ćŚźþŘ üõŚúŞŘ Ćî üþŚŻ ďć .(1 ÛØł) ÝČþĄðüõ (s, t)ťÔŻ ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ

.ćÂî ÝČûŘĄą ùćŚÔţĺŘ "(s, t)ťÔŻ ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ’ ýŚŻ ĆŞ "üÚĂČúŞ ýùěŚŞ’

ÛŞŚì üðćŚĺ ĆŞ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ ýĆÎČ§ ďć üÜ¡õ ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ öćÂî ŘÀČŢ ,Âþě Ýó ÕśÏ

.ťĺŘ ôŚźœŘ

interval of optimality1
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ø s ěŘ ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ ßþÂţÞî Ćî Řď I ěŘ q(I) ýĆÎÖœ öŘĄŮüõ ,ÀłŚŞ Ls,t ďć ùěŚŞ Œþ I ÂðŘ 1.3 Ýó

.ćÂî ŘÀČŢ ťŞŚŹ öŚõě ďć ćďŘć t

ŕŚÖœ ĆŞ t ø s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťÆØł ýĆÎÖœ ßþÂąŊ Ćî ťĺŘ ťČňŚą ßþŘ ýŘďŘć I .ŰŚśŹŘ

ßþÂąŊ v ø s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ťÆØł ýĆÎÖœ ßþÂąŊ u ÝČĂî ŋÂê .ťĺŘ ťŞŚŹ öŊ ýøď

ýĆĂþÂì ÝČœŘĄŮ üõ q(I) öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ .ÀłŚŞ I ŕŚÖœ ĆŞ t ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ťÆØł ýĆÎÖœ

,ÀĂî âÎì Řď I ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÍąùďŚŢ ÂðŘ .ÝČĂî ÛÊţõ u ĆŞ ćÂČðüõ ÂŞďć Řď I Ćî üÎą ñĄ§ v

ÍąùďŚŢ Ćî ßþŘ ĆŞ ĆţÆŞ) ťĺŘ I ýŚúţœŘ ýĆÎÖœ øć ěŘ üØþ q(I) ĆœÂðø ťĺŘ q(I) âÏŚÖŮ ýĆÎÖœ

2 .(ÀĂî üõ âÎì I éÂÏ ôŘÀî ďć Řď I ýùÀœÂČðÂŞďć Íą ,ďĄîÁõ

ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ýĆśĺŚ¡õ üÜî ÝţþďĄÚóŘ Œþ đÂÏ ,ĎŚŞ ŰŚ¡ČőĄŮ ýŚĂśõ ÂŞ

:ćĄŞ ÀûŘĄą Âþě ŰďĄň ĆŞ t ø s ßČŞ p

.ßî ĆśĺŚ¡õ Řď Bp (1

.ßî ĆśĺŚ¡õ Bp ýøď Řď Ls,t ĆäĄÞźõ (2

.ßî ŘÀČŢ ćďŘć t ø s ěŘ Řď ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ ßþÂţÞî Ćî Řď q(I) ýĆÎÖœ ,I ∈ Ls,t ýùěŚŞ Âû ýŘÂŞ (3

.ćďŘć Řď ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ ßþÂţÞî Ćî ÀłŚŞ {q(I) | I ∈ Ls,t} ěŘ ýŘĆÎÖœ q ÝČĂî ŋÂê (4

s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ßţłŘÁð Ýû ñŚśœć ĆŞ ěŘ t ø s ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ (5

.ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ t ĆŞ q ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ø q ĆŞ

ĆŞ üÚţÆŞ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě ýĆśŮÂõ Ćî ťĺŘ ßþŘ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ďć ĆŻĄŮ ÛŞŚì ýĆţØœ

ĄÌä k ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć Lt ø Ls ýŚûĆäĄÞźõ ěŘ Œþ Âû ÝČĂî ŋÂê ÂðŘ .ćďŘć Ls,t ýŚûùěŚŞ ćŘÀãŮ

öŚõě O(k) ÀĂõěŚČœ ÝţþďĄÚóŘ ôďŚúİ ø ôĄĺ ýŚûôÀì .ćĄŞ ÀûŘĄą O(k) ÃČœ Ls,t ýùěŘÀœŘ ,ÀĂłŚŞ ĆţłŘć

ěŘ k ,ùÀł üĺďÂŞ ýŚûĆĂõŘć ďć Ćî ÀĂîüõ ŘÀČŢ ťČÞûŘ áĄőĄõ ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ĆţØœ ßþŘ .ÀĂţÆû
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z

p

x
y

w

Çł Ćî ťĺŘ Vp ýÂţÆîŚą ýĆČ§Śœ - öŊ ÛąŘć p Àþć ýĆÎÖœ Ś Ş ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ :2 ÛØł
Ýû p ěŘ Àþć ÛŞŚì ,z ø x ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî .(ÀČÔĺ ýŚûĆČ§Śœ) ÀĂîüõ ćŚźþŘ üãÜőÀĂİ ďć řČŻ

.ććÂðüõÂŞ ø ÀĂîüõ ÅÞó Řď w ýùÂźĂŢ ,y ø x ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî üóø ťÆû

üþŚûùěŚŞ öćÂî ćøÀ¡õ ÂŞ Śõ ľĚŮ ŚûĆĂõŘć ěŘ Œþ Âû ćďĄõ ďć ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ O(n2) ýĆśŮÂõ

.ÀœÂČÚŞ ďŘÂì üĺďÂŞ ćďĄõ ÀþŚŞ Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą

ŕŚÖœ ÂðŘ .ťĺŘ Lt ø Ls ýøď ěŘ Ls,t ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ ôěĎ öŚõě ÂÚþć ĆŻĄŮ ÛŞŚì ýĆţØœ

řŮÂõ ýŘÂŞ O(k log k) öŚõě éÂň ĆŞ ďŚİŚœ ,ÝČłŚŞ ĆţłŘć řŮÂõŚœ ďĄÏ ĆŞ Řď ĆäĄÞźõ øć ßþŘ ýŚúţœŘ

ĆœĄÚİ Ćî ćŘć ÝČûŘĄą öŚÈœ ŕĄŞÂõ ýŚûÇ£Ş ďć .ÝČţÆû Ls,t ťąŚĺ ø ĆäĄÞźõ øć ýŚÌäŘ öćÂî

ŚŞ ÍśŮÂõ Ç£Ş Śþ Bp ýøď řŮÂõ ďĄÏ ĆŞ ŚúœŊ ýŚûùěŚŞ Ćî ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ Řď Lt ø Ls ýŚûĆäĄÞźõ

.ÀĂþŊ ťĺć ĆŞ öŊ

ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ 2.3

ýŚûÝţþďĄÚóŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ŚŞ ÍśŮÂõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ěŘ ýďŚČÆŞ ,ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ťóŚ§ ýŘÂŞ

ďć ÃČœ Řď Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ÝþďŘć ÛþŚÞŮ ÃČœ Śõ ,ťÜä ßČÞû ĆŞ .ÀœďŘć üÎą

.ÝČĂî Û§ üÎą öŚõě

ÀĂţÆû ùÀł ùćŘć ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ŕŚÖœ t ø s .ÀłŚŞ ñŚþ n ŚŞ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ P ÀČĂî ŋÂê

,ÀĂłŚŞ Vp ďć t ø s ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ ÂðŘ .ťĺŘ p ýùÀł ùćŘć ýĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ Vp ø
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ěŚŞ ÀĂłŚŞ ŰøŚÔţõ řČŻ øć ďć t ø s ÂðŘ ßČĂżÞû .ťÆû Àþć ÛŞŚì p ěŘ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ßþŘ řČŻ Œþ ěŘ ÂČÆõ öÀł ŽďŚą ùŘď ŚúĂŮ Ćî ťĺŘ ßþŘ ÂõŘ ßþŘ ÛČóć .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ťČňŚą ßþŘ Ýû

Œþ ďć øć Âû t ø s ÝČĂî ŋÂê ÝČœŘĄŮ üõ ßþŘÂŞŚĂŞ .(2 ÛØł) ćĄł âÎì Vp ýŚûñŚþ ěŘ üØþ Ćî ťĺŘ

ĆŞ Âþě Ýó .ťĺŘ ùÀł ćŚźþŘ w ýùÂźĂŢ ÍĺĄŮ Ćî ÀłŚŞ P ′ řČŻ ßþŘ ôŚœ ÀČĂî ŋÂê .ÀœďŘć ďŘÂì řČŻ

.ÝČĂî ŒİĄî Řď q ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ñŚśœć ĆŞ ĄźţÆŻ ýùćøÀ¡õ Ćî ÀĂîüõ ŒÞî Śõ

P ′ ďć ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ÀĂłŚŞ P ′ řČŻ Œþ ďć øć Âû t ø s ÂðŘ 2.3 Ýó

.ćďŘć ďŘÂì öŊ ěÂõ ýøď Śþ

.ťĺŘ ùÀł ŽďŚą P ′ ěŘ ŚûťÞÆì üÌãŞ ďć Ćî ÀłŚŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ Œþ π ÝČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

ßþÂąŊ v ø ćĄłüõ ŽďŚą P ′ ěŘ π Ćî ÀłŚ Ş ýŘĆÎÖ œ ßČ óøŘ u ,t Ć Ş s ěŘ π ÇþŚÞČ Ţ öŚ þÂŻ ďć ÂðŘ

ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ Ćî ťĺŘ üÎąùďŚŢ w öĄİ .ÀœďŘć ďŘÂì w ýøď øć Âû v ø u ,ÀłŚŞ P ′ ĆŞ ćøďø ýĆÎÖœ

ĆÎÖœ øć ÛňŘø ÝČÖţÆõ ÍąùďŚŢ ŚŞ ćďŘć ďŘÂì v ø u ßČŞ Ćî Řď π ěŘ üÈ£Ş öŘĄŮ üõ ,ćďŘć ďŘÂì P ďć

2 .ćÂî ÂŮùŚŮĄî Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ÐÔ§ ŚŞ Řď ÂČÆõ ßþŘ ø ćě ÂŞöŚČõ

.ÝČĂî ćøÀ¡õ w ñŚþ ĆŞ Řď üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ ÝČœŘĄŮüõ ğŚĺŘ ßþŘ ÂŞ

ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì O(n) öŚõě ďć (P ′) t ø s ÛõŚł řČŻ ýùÀĂĂîŘÀŻ ñŚþ ýøď Ls,t ýĆäĄÞźõ 3.3 Ýó

.ťĺŘ

ùćŘć ]54[ öŘÂÚþć ø ğŚśþĄð ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝţþďĄÚóŘ ĆŞ ýćøďø öŘĄĂä ĆŞ P ′ ÝČĂî üõ ŋÂê .ŰŚśŹŘ

w ñŚþ ĆŞ ùÂąĎŚŞ ,ñøŘÕÞä ÇþŚÞČŢ öŚþÂŻ ďć .(ŘbÀśõ öŘĄĂä ĆŞ s ýĆÎÖœ ßţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ) ťĺŘ ùÀł

Ćî ýÀĂœŚõÓČì ďŚţąŚĺ ÀČĂî ŋÂê öĄĂîŘ .(ćĄŞ ÀûŘĄą ýÀĂŞűÜůõ ěŘ üŐÃŻ ñŚþ ßþŘ öĄİ) ÝČĺďüõ

Ćî ýďĄÏ ťĺŘ [ul, ul−1, . . . , a, v1, . . . , vk] ŰďĄň ĆŞ ,ťĺŘ ùÀł ýďŘÀúÚœ ÇþŚÞČŢ öŚþÂŻ ďć
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a

u1

u2

u3

u4

v1

v2

v3

w

ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ěŘ Ćî w ýùÂźĂŢ ýøď ùÀł ÛČØÈŮ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ :3 ÛØł
.ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ P ′ üãÜőÀĂİ

ø uiui+1 ýŚûÍąùďŚŢ ćŘÀţõŘ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .(3 ÛØł) w = ulvk ø ťĺŘ ÓČì íĄœ a = u0 = v0
ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ğŘbď ßþÂąŊ Âû Ćî ÀĂĂîüõ ÝČÆÖŮ ùěŚŞ k + l− 1 ĆŞ Řď w ,vjvj+1
ĆŞ .ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď Ls ýĆäĄÞźõ ŚûùěŚŞ ßþŘ .ťĺŘ (a Śþ) vj Śþ ui ýŚûğŘbď ěŘ üØþ ùěŚŞ Âû

ĆóŚśœć ťĺŘ üêŚî Ls,t ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ .ćĄŞ ÀûŘĄą ŰďĄň ßČÞû ĆŞ ÃČœ Lt ýĆäĄÞźõ öćďøŊ ťĺć

.ÀĂþŊ ťĺć ĆŞ Ls,t ýŚûùěŚŞ ŚŮ ÝČĂî ôŚèćŘ Ýû ŚŞ Řď Lt ø Ls ýŚûùěŚŞ ýŚúţœŘ ŕŚÖœ

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ďŚŞ øć ěŘ Àł ĆţÔð Ćî ŰďĄň ĆŞ Lt ø Ls öćďøŊ ťĺć ĆŞ

ťąďć ďŚţąŚĺùćŘć ďć ÓČì ,ùÀłćŚþ ÝţþďĄÚóŘ ďć .ćďŘć ěŚČœ O(n) öŚõě ĆŞ Ćî ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ P ′ ďć

,ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ 2üŞ ťc ąďć ÂŞ üĂţśõ ďŚţąŚĺùćŘć ßþŘ Ćî ćĄłüõ ýďŘÀúÚœ üţÈÚœŘ ýĄźţÆŻ
ćĄłüõ řŻĄõ ßþŘ ø ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì üÎą öŚõě ďć řŮÂõ ďĄÏ ĆŞ ÓČì ýùďŘĄþć ýŚûğŘbď üŞŚþěŚŞ

2 .ÀĂłŚŞ ôŚèćŘ ÛŞŚì O(n) öŚõě ďć ýěŚĺřŮÂõ ýŘÂŞ ôěĎ ýĆĂþÃû öøÀŞ Lt ø Ls ýŚûùěŚŞ

.ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ Âþě Ýó ýĆźČţœ ěŘ ,w ýùÂźĂŢ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ

öŚõě ďć ,ÀĂîüõ ŘÀŻ Vp ěŘ Řď s Ćî w ýùÂźĂŢ ,SPM (s) ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ßţłŘć ŚŞ 4.3 Ýó

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì O(log n)

B-tree2
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p

x

y

w

s

ýùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ Ćî ťĺŘ p ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď üãÜőÀĂİ ğŘbď ßþÂąŊ x :4 ÛØł
.ÀĂîüõ ßČČãŮ Řď P ′ ěŘ Vp

ďć Řď p ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ŰďĄň ßþŘ ďć .ÀĂţÆČœ Àþć ÛŞŚì p ø s Ćî ťĺŘ ßþŘ ÂŞ ŋÂê .ŰŚśŹŘ

ğŘbď ßþÂąŊ x ÀČĂî ŋÂê .ćĄłüõ ćďŘø Vp ĆŞ ďŚŞ Œþ ŚfÖČìć ÂČÆõ ßþŘ .ÀČõŚĂŞ π Řď öŊ ø ÀþÂČÚŞ ÂÑœ

ďć x ěŘ Ûśì ğŘbď y ÂðŘ .ťĺŘ Àþć ÛŞŚì p ěŘ ĆÎÖœ ßþŘ Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÀłŚŞ p ĆŞ s ěŘ ÇþŚÞČŢ ďć π

ÕśÏ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć) ćĄŞ ÀûŘĄ£œ Àþć ÛŞŚì p ěŘ y Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ ,ÀłŚŞ ÂČÆõ ßþŘ

.(ćÂî ÂŮùŚ ŮĄî Řď π ø ćÂî ßþÃÚþŚŻ yp ÍąùďŚ Ţ Ś Ş Řď p Ć Ş x Ć Ş y ÂČÆõ öŘĄŮüõ üůÜ ůõ ýøŚÆõŚ œ

ÛØł) ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ px ÍąùďŚŢ ćŘÀţõŘ ěŘ w ťóŚ§ ßþŘ ďć .ťĺŘ Vp ĆŞ π ćøďø ýĆÎÖœ x ßþŘÂŞŚĂŞ

.(4

,ĆÈÖœ ßþŘ ďć p ýĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ŚŞ ÀłŚŞ ùÀł ĆśĺŚ¡õ SPM (s) Ćî üţóŚ§ ďć řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ

ßþŘ öÀõŊ ťĺć ĆŞ ŚŞ .ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ O(log n) öŚõě ďć p ÛõŚł ñĄÜĺ ýĆÈþď öŘĄĂä ĆŞ x ýĆÎÖœ

ŒČÜł ýŚûÝţþďĄÚóŘ ŚŞ Śþ ďŚî ßþŘ .ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď P ěÂõ ø px ćŘÀţõŘ âÏŚÖŮ Û¡õ ťÆČêŚî ,ĆÎÖœ

2 .ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(log n) öŚõě ďć P ěÂõ ýøď üþøćøć ýĄźţÆŻ Œþ ŚŞ Śþ ĄŮÂŢ

:ćĄŞ ÀûŘĄą řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ ĆÜßÆõ Û§ ýŘÂŞ ùÀł ôŚźœŘ Û§ŘÂõ ,ùÀłćŚþ ŰŚØœ ÕśÏ

ÓìĄŮ ø ťĺŘ ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì t Śþ s ěŘ p ÂðŘ (1

.ßî
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.ßî ĆśĺŚ¡õ Řď SPM (t) ø SPM (s) ýŚûĆÈÖœ (2

.ßî ĆśĺŚ¡õ ÀĂĂîüõ ŘÀŻ p ěŘ Řď t ø s Ćî Řď üþŚûùÂźĂŢ 4.3 Ýó ÕśÏ (3

.ßî ÓìĄŮ ø ťĺŘ ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ùŚÚœŊ ,ÀĂłŚŞ ÃþŚÞţõ ùÂźĂŢ øć ÂðŘ (4

.ßî ĆśĺŚ¡õ Řď Ls,t ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ 3.3 Ýó ÕśÏ (5

Řď p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 1.3 Ç£Ş ďć ùÀł ĆŐŘďŘ üÜî ýĄÚóŘ ÂąŊ ýĆÜ§Âõ Ćĺ ÕśÏ (6

.ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ t ø s ßČŞ

üþŚúœ ýĆźČţœ öŘĄŮüõ ,ÀĂõŚźœŘ ÛŞŚì üÎą öŚõě ďć ÝţþďĄÚóŘ ýŚûôÀì ôŚÞŮ Ćî ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ

.ćÂî öŚČŞ Âþě ýĆČÌì ŰďĄň ĆŞ Řď ĆÜßÆõ ßþŘ ýùďŚŞďć

öŘĄŮüõ ,üãÜőÀĂİ ÛąŘć p ø t ,s ŕŚÖœ ø ñŚþ n Ś Ş P ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ßţłŘć Ś Ş 1.3 ĆČÌì

.ćÂî ĆśĺŚ¡õ O(n) ýĆÑêŚ§ ø O(n) öŚõě ďć ťĺŘ Àþć ÛŞŚì p ěŘ Ćî Řď t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć 3.3

,n řÆ§ÂŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ýĆÜßÆõ ßČþŚ Ţ À§ ,ñŚþ n Ś Ş P ýĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ďć

Ćî ýďĄÏ ťĺŘ üœŚõě ýĆśŮÂõ ßČÞû ŚŞ üÞţþďĄÚóŘ ßţêŚþ Śõ éÀû ,ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ Ω(n log n)

ďć Ćî ÀœďŘć ćĄŻø ýŘĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ .ÀłŚŞ ÛõŚł Ýû Řď Àþć ťČÜŞŚì ÀČì

řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ O(n2) ýĆśŮÂõ ěŘ Ls,t ýùěŘÀœŘ ĆźČţœ ďć ø Lt ø Ls ýŚûĆäĄÞźõ ýùěŘÀœŘ ŚúœŊ

ßþŘ ěŘ .ÀõŚźœŘüõ O(n2) ýŘÂŻŘ öŚõě ĆŞ 1.3 Ç£Ş ďć ùÀł đÂÎõ üÜî ýĄÚóŘ ťĺŘďÂĺ ýÂČðďŚîĆŞ

ŚûùěŚ Ş ßþŘ ôŚÞŮ üĺďÂŞ Àûćüõ öŚÈœ Ćî ÝČĂîüõ ùćŚÔ ţĺŘ üňŘĄą ěŘ ùÀł ĆŐŘďŘ Ýţ þďĄÚóŘ ďć øď

.ťÆČœ ýďøÂő

47



s t

p

Ç£Ş ø ÀĂţÆû âœŘĄõ ÙœďùÂČŮ ýŚûüãÜőÀĂİ - ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ěŘ üÈ£Ş :5 ÛØł
Vp ,(ßČİĆÎÖœ ÂČÆõ) t ø s ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî .ťĺŘ Vp ěŘ üţÞÆì ,Ùœď ýÂţÆîŚą
ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ø ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚìÂČè ýĆČ§Śœ Œþ ďć øć Âû t ø s Ćî üóŚ§ ďć ÀĂîüõ âÎì Řď

.ÀĂîüÞœ âÎì Řď Vp (ßČİÍą ÂČÆõ)ŚúœŊ

p ěŘ üÚÞû Ćî Řď ŕŚÖœ ěŘ ýÀĂśÞû ýŚûĆäĄÞźõ ,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ďć řČŻ ôĄúÔõ ÀĂœŚÞû

Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ ÃČœ ŚźĂþŘ ďć .ÝČõŚœüõ Àþć ÛŞŚìÂČè ýŚûĆČ§Śœ ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚìÂČè

.ťĺŘ Àþć ÛŞŚì p ěŘ ŚúœŊ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ÀĂłŚŞ Àþć ÛŞŚìÂČè ýĆČ§Śœ øć ďć t ø s Ćî üţóŚ§ ďć

Řď üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ťóŚ§ ÀĂœŚÞû Ćî ÀĂîüõ üþŚÞĂûŘď ťÞĺ ßþŘ ĆŞ Řď Śõ ĆÜßÆõ ßþŘ

.ÝþěŚÆŞ ćĄłüõ ÛõŚł Řď t ø s Ćî ýÀþć ÛŞŚìÂČè ýĆČ§Śœ ŚŞ Vp ěÂõ ýøď

öŚÞû Ś þ ćĄłüÞ œ Vp ćďŘø Ś þ Ć Ă Č ú Ş Â ČÆ õ ćŘć öŚÈ œ öŘĄ Ůü õ ùćŚĺ üã ÜőÀ Ăİ ťóŚ§ ďć

ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ Ś Ş Ćî ÀĂîüõ ŒÞî ťČňĄÊą ßþŘ .(2.3 Ýó) ťĺŘ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî

ýùěŘÀœŘ Ćî ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď Lt ø Ls ýŚûĆäĄÞźõ ,ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ťąŚĺ

ÛČØÈŮ ýŚûùěŚŞ ćŘÀãŮ Ćî ťêÂð ĆźČţœ öŘĄŮüõ ,ťĺŘ O(n) ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ďć ŚûĆÈÖœ ßþŘ

ĆźČţœ ďć ø âœŘĄõ ćĄŻø ÂÏŚą ĆŞ Ćî ťĺŚźĂþŘ ďć ÛØÈõ .ÀłŚŞ O(n) ÃČœ ùÀł ùďŚłŘ ěÂõ ýøď ùÀł

s Ćî ćÂî ćŚźþŘ Řď üŮĎŚ§ öŘĄŮüõ ,ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ďć üÜ¡õ ýĆĂČúŞ ýŚûÂČÆõ öćĄśœ ŚţØþ

ďć ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ ÃČœ ŚúœŊ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ø ÀĂłŚŞ âìŘø Àþć ÛŞŚìÂČè ýĆČ§Śœ Œþ ďć øć Âû t ø

ěŘ üÌãŞ ďć .ćĄł ŽďŚą öŊ ěŘ ùďŚŞøć ø Vp ćďŘø p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ŚõŘ ÀłŚŞ ĆČ§Śœ öŚÞû

ěŘ ÃČœ Řď öćě ÂŞöŚČõ öŚØõŘ Ćî ćÂČðüõ ŰďĄň Vp ěŘ üŮøŚÔţõ ýŚûñŚþ ěŘ ŽøÂą ø ćøďø ßþŘ ,ŰĎŚ§

.(5 ÛØł) ćÂŞüõ ßČŞ
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Àþć ťČÜŞŚì ýùěŘøďć 1.3.3

Ls ýùěŚŞ O(n2) ôŚÞŮ üĺďÂŞ ø ÀČóĄŮ ĆŞ ýěŚČœ Ćî ÀĂîüõ ŒÞî Śõ ĆŞ ùěŘøďć ôŚœ ĆŞ üõĄúÔõ ÓþÂãŮ
ôŚÞŮ ÀÊÖõ ĆŞ s ŘbÀśõ ěŘ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ôŚÞŮ ěŘ Π ýĆäĄÞźõ .ÝČłŚŞ ĆţłŘÀœ Lt ø

ěŘ Àþć ÛŞŚì ýĆÎÖœ ßČóøŘ qπ ÀČĂî ŋÂê ,π ∈ Π ÂČÆõ Âû ýŘěŘ ĆŞ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ćŘěŊ ýŚÌê ŕŚÖœ

ŒþěćĄŐę ýĆÜňŚê ßþÂţÞî ŚŞ ýŘĆÎÖœ qπ ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ) ÀłŚŞ ÀÊÖõ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ÇþŚÞČŢ ôŚÚĂû p

Śþ) Vp ĆŞ s ýùěŘøďć Řď {qπ | π ∈ Π} ýĆäĄÞźõ .(ťĺŘ π ýøď p ěŘ Àþć ÛŞŚì ŕŚÖœ ôŚÞŮ ßČŞ ěŘ s ěŘ

p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ýŘÂŞ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ .ÝČõŚœüõ (s ýùěŘøďć ,ĆňĚą ďĄÏ ĆŞ

ÂČÆõÂþě ćďĄõ ďć ťČňŚą ßČÞû .ťĺŘ ĆÎÖœ øć ßþŘ ßČŞ ĆĂČúŞ ÂČÆõ Œþ qπ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõÂþě ,π Ûůõ

.ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ÀÊÖõ ýĆÎÖœ ĆŞ qπ ěŘ

Ś ûÍąùďŚ Ţ ß þŘ .Àûćüõ ÍąùďŚ Ţ ýćŘÀã Ů Û ČØÈŮ Bp ýøď s ýùěŘøďć ŕŚÖ œ ýĆäĄÞźõ

ýùěŘøďć ýùěŘÀœŘ Řď ŚûÍąùďŚŢ ßþŘ ćŘÀãŮ .ÀœŘùÀł ćøÀ¡õ s ýùěŘøďć ĆŞ Ćî ÀĂţÆû s üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ

ùěŘøďć ýùěŘÀœŘ Àûćüõ öŚÈœ Âþě Ýó .ťĺŘ ĆäĄÞźõ ßþŘ üðÀČżČŢ ÂÚœŚþŚÞœ ćŘÀãŮ ßþŘ .ÝČõŚœüõ s

.ťĺŘ üÎą

.ťĺŘ O(n) ýĆśŮÂõ ěŘ Vp ĆŞ s ýùěŘøďć ýùěŘÀœŘ 5.3 Ýó

ĆŞ Íą ùďŚŢ Ćţĺć øć öćÂî ĆêŚőŘ ŚŞ .ÀłŚŞ r ýĆÈþď ĆŞ SPM(s) ěŘ ñĄÜĺ Œþ f ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

.ćÂî ĆþÃźŮ ÀĂœŚõűÜůõ ýĆČ§Śœ ýćŘÀãŮ ĆŞ Řď f öŘĄŮüõ Âþě đÂł

.ÝČĂîüõ Ûňø f ěÂõ ø Bp âÏŚÖŮ ŕŚÖœ ĆŞ Řď r (1

.ÝČĂîüõ Ûňø f ÂÚþć ýŚû ğŘbď ĆŞ Řď r (2

Řď r ø ÀœÂČðüõ ďŘÂì f öøďć ŚûÍąùďŚŢ ßþŘ ôŚÞŮ ,ťĺŘ r ýĆţÆû ŚŞ ÛØłùďŚţĺ f Ćî ŚźœŊ ěŘ

ÍąùďŚŢ øć ěŘ Ćî üÜØł Śþ ,ÀĂţÆû űÜůõ Śþ ùÀł ćŚźþŘ ü§ŘĄœ .ÀĂĂîüõ Ûňø f ěÂõ ěŘ ĆÎÖœ Œþ ĆŞ
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f ěÂõ Ç£Ş øć Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ) ÀœŘùÀł ÛČØÈŮ ýĄóĄóÁû Ýą Œþ ø r ĆŞ ŸćŚ§

,ťĺŘ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ Œþ Vp Ćî ŚźœŊ ěŘ .(ÀĂţÆû ÝČÖţÆõ ýŚûÍąùďŚŢ ÀĂţÆû r ĆŞ ŸćŚ§ Ćî

âÏŚÖŮ Bp ýŚûñŚþ ěŘ ýćŘÀãŮ ŚŞ ŚûĆČ§Śœ ßþŘ ěŘ Œþ Âû .ÀœďŘć ďŘÂì P ěÂõ ýøď üÚÞû öŊ ýŚûğŘbď

ßþŘ ĆŞ .ťÆČœ ŚúœŊ ÛąŘć ďć f Śþ Bp ěŘ üĺŘbď žČû üóø ,(ÀłŚŞ ÂÔň ćŘÀãŮ ßþŘ ťĺŘ ßØÞõ) ÀœďŘć

ýøď ŚúœŊ ýŚúţœŘ ŕŚÖœ Ćî ćďøŊüõ ćĄŻø ĆŞ ÍąùďŚŢ ýćŘÀãŮ Bp ýŚûñŚþ ŚŞ ĆČ§Śœ Œþ âÏŚÖŮ ,řČŮÂŮ

,ťÆČ œ Ć Č§Ś œ ÛąŘć Bp ěŘ üĺŘbď ž Čû öĄİ .À œÂ Č ðüõ ďŘÂ ì Ć Č§Ś œ öŊ ďć r Ć Ş ďøŚźõ â Üő øć

ßþŘ ÝČĂî ŋÂê ùŘĄ£óć ýĆČ§Śœ Œþ ýŘÂŞ .ćÂî řŮÂõ r ěŘ ĆÜňŚê řČŮÂŮ ĆŞ öŘĄŮüõ Řď ŚûÍąùďŚŢ

ŔÃŻ ŚûÍąùďŚŢ ßþŘ ěŘ üØþ ÍÖê Ćî ÝČĂîüõ ŚäćŘ Śõ .ÀĂłŚŞ σ0, σ1, . . . , σk řČŮÂŮ ĆŞ Śû ÍąùďŚŢ

ýĆÎÖ œ ,ďĄÑ Ă õ ß þŘ Ć Ş .ťĺŘ σ0 üĂã þ r Ć Ş Ś ú œŊ ß þÂ ŮŒþćÃ œ Ć î ćĄłüõ ŠĄÆ¡õ s ýùěŘøďć

ßþÂŮùŚŮĄî ÀþŚŞ ßþŘÂŞŚĂŞ .ÀłŚŞ ùěŘøďć Œþ ĆŞ ÕÜãţõ Ćî ÀČĂî ŋÂê ø ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď x ∈ f ∩ Vp

ÂČÆõ ßþŘ ýøď p ěŘ Àþć ÛŞŚì ýĆÎÖœ ßČóøŘ x Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø π ÀĂœŚõ p ěŘ ýÀþć ÛŞŚì ÂČÆõ

ßþŘ ğŘbď ßþÂąŊ r ÅŢ .ćĄŞ ÀûŘĄą ĆĂČúŞ ÃČœ x ĆŞ s ÂČÆõÂþě ,ťĺŘ ĆĂČúŞ ÂČÆõ Œþ π öĄİ .ťĺŘ

.ÀłŚŞ ĆţłŘć âÏŚÖŮ σ0 ŚŞ ÀþŚŞ rx .ťĺŘ rx ÝČÖţÆõ ÍąùďŚŢ ÃČœ öŊ ñŚþ ßþÂąŊ ø ćĄŞ ÀûŘĄą ÂČÆõÂþě
ćŘÀã Ů .À ĂłŚ Ş s ýùěŘøďć ŔÃŻ ÀĂ œŘĄ Ůüõ σ0 ýøď ŕŚÖ œ Ś ú Ă Ů ß þŘÂ ŞŚ Ă Ş .ćďŘć ďŘÂ ì σ0 ýøď x ÅŢ

.ťĺŘ ŚûĆČ§Śœ ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ ÂůîŘÀ§ ÀĂłŚŞ s ýùěŘøďć ŔÃŻ ÀĂœŘĄŮüõ ÛØł ßþŘ ĆŞ Ćî üþŚûÍąùďŚŢ

2 .ćĄŞ ÀûŘĄą O(n) ÃČœ s ýùěŘøďć ýùěŘÀœŘ ÅŢ ,ťĺŘ O(n) ŚûĆČ§Śœ ćŘÀãŮ öĄİ

ďć ćĄŻĄõ ýùěŚŞ O(n2) üĺďÂŞ ýŚŻ ĆŞ ŚŮ ÀĂîüõ ŒÞî Śõ ĆŞ ùěŘøďć ÓþÂãŮ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ
ßþÂŮùŚŮĄî ćďĄąÂŞ ßČţÆ£œ ŚŞ ÂÒŚĂţõ üþŚûùěŚŞ ŚúĂþŘ .ÝČłŚŞ ĆţłŘć ďŚîøÂĺ ŚúœŊ ěŘ ŚŮ O(n) ŚŞ ÍÖê ,Ls

ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ÝČûŘĄ£Ş ÂðŘ Ćî ťĺŘ ßþŘ ćďŘć ćĄŻø Ćî üÜØÈõ .ÀĂţÆû Vp ŚŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ

ßØÞõ ÝČĂî ôŚèćŘ Ls,t ýĆäĄÞźõ řóŚì ďć Řď ŚúœŊ ÀãŞ ø ÝČĂî ćøÀ¡õ ŚúœŊ ýŚûùěŘøďć ĆŞ Řď t ø s

ŠĄİďŚİ ďć Ćî q ýĆÎÖœ Ćî ćďŘÀœ üõøÃó ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ .ÝČĂØœ üĺďÂŞ Řď ŰĎŚ§ ěŘ üÌãŞ ťĺŘ
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ěŘ Ćî ÀłŚŞ ýŘĆÎÖœ ßČóøŘ éÂÏ øć Âû ěŘ ĆĂČúŞ ÂČÆõ ÇþŚÞČŢ ďć ÝþćÂðüõ öŊ ñŚśœć ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ üÜî

Ýó .ÀĂłŚŞ ĆţłŘÀœ íŘÂţłŘ Ěf ňŘ t ø s ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ťĺŘ ßØÞõ üţ§ .ťĺŘ Àþć ÛŞŚì p

.ćěŘćÂŢüõ ÛØÈõ ßþŘ Û§ ĆŞ Âþě

Řď t üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ťĺŘ üêŚî t ø s ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ 6.3 Ýó

.ÝČĂî üĺďÂŞ Vp ĆŞ s ýùěŘøďć ýøď

ďŚŞ Œþ ŚfÖČìć ÂČÆõ ßþŘ .ÀłŚŞ t ø s ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ π ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

ĆĂČúŞ t ĆŞ x ěŘ ø x ĆŞ s ěŘ ÂČÆõÂþě øć đĄőø ĆŞ .(x ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ ďć) ÀĂîüõ âÎì Řď s ýùěŘøďć

s üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ŚŞ ø ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ s ýùěŘøďć ýøď Řď t üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ÂðŘ ÂÏŚą ßþŘ ĆŞ .ÀĂţÆû

üÜî ýĄÚóŘ ďć Ls,t ýĆäĄÞźõ öŘĄĂä ĆŞ Řď ùÀł ôŚèćŘ ýĆäĄÞźõ ø ÝČĂî ôŚèćŘ ùěŘøďć ßČÞû ýøď

2 .ÝČţÆû t ø s ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ßţêŚþ ĆŞ ďćŚì ,ÝþÂČð ďŚîĆŞ 1.3 Ç£Ş

üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ 2.3.3

:ÝþďŘćÂŞ Řď Âþě ýŚûôÀì ÀþŚŞ ,Ls,t ýĆäĄÞźõ ßţąŚĺ ýŘÂŞ ,ùÀłćŚþ ŰŚ¡ČőĄŮ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ

(Ls) üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ ĆŞ öŊ ýĆþÃźŮ ø s ýùěŘøďć ýĆśĺŚ¡õ •

s ýùěŘøďć ýøď Lt üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ •

Ls,t öćďøŊ ťĺć ĆŞ ø ùěŚŞ ĆäĄÞźõ øć ôŚèćŘ •

Âû ,ÀĂłŚ Ş ŰøŚÔţõ Àþć ÛŞŚìÂČè ýĆČ§Śœ øć ďć t ø s ÂðŘ ,Àł ćŚþ ÇČŢ ďć Ćî ĆœĄðöŚÞû

ýĆČ§Śœ Œþ ďć øć Âû t ø s ÝČĂîüõŋÂê ßþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ Àþć ÛŞŚì p ěŘ ŚúœŊ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

Vp ŚŞ öŊ ýŚûñŚþ ěŘ üąÂŞ Ćî ťĺŘ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ P ′ .ÀĂţÆû P ′ Ûůõ Àþć ÛŞŚìÂČè
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s ýùěŘøďć ÛõŚł A Ćî Àþć öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ .ÝČõŚœüõ A Řď ŚûñŚþ ßþŘ ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ .ťĺŘ íÂţÈõ

ěÂõ ýøď ÀþŚŞ s ŘbÀśõ ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď p ěŘ Àþć ÛŞŚì ŕŚÖœ ßČóøŘ Ćî ÂÏŚą ßþŘ ĆŞ) ťĺŘ

.(ÀĂłŚŞ s ÛõŚł Àþć ÛŞŚìÂČè ýĆČ§Śœ

s üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ

ÝČÆÖŮ ÍąùďŚŢ O(n) ĆŞ ĆÈÖœ ßþŘ ýŚû ñŚþ ÍĺĄŮ A ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď SPM (P ′, s) ýĆÈÖœ ÂðŘ

ŔÃŻ ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ ŚúœŊ ŕŚÖœ Ćî ÀĂţÆû üþŚûÍąùďŚŢ ñøŘ ýĆţĺć .ÀœŘĆţĺć øć ŚûÍąùďŚŢ ßþŘ .ćĄłüõ

.ÀœďŘÀœ ďŘÂì s ýùěŘøďć ďć ŚúœŊ ŕŚÖœ ěŘ ŒþžČû Ćî ÀĂţÆû üþŚúœŊ ôøć ýĆţĺć ø ÀĂţÆû s ýùěŘøďć

ŚûÍąùďŚŢ ßþŘ ěŘ Œþ Âû Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ĆţØœ ßþŘ ĆŞ ÍąùďŚŢ Ćţĺć øć ßþŘ ŒČØÔŮ ýŘÂŞ

ÀČĂî ŋÂê ø ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ŚûÍąùďŚŢ ßþŘ ěŘ üØþ .ÀĂţÆûM ′ ýĆÈÖœ ñĄÜĺ Œþ ěŘ üÈ£Ş

ćďĄõ ÍąùďŚŢ Ćî ßþŘ ÉČ£ÈŮ ýŘÂŞ .(ťĺŘ Q ğŘbď Œþ ŚfÞţ§ r) ÀłŚŞ r öŊ ÂÒŚĂţõ ñĄÜĺ ýĆÈþď

öŚÞû Q ÛąŘć öŊ ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ŚþŊ Ćî ÝČĂČśŞ ÀþŚŞ Ćœ Śþ ťÆû ùěŘøďć ŔÃŻ ÂÑœ

ßþŘ ÂČČçŮ űäŚŞ Vp öćÂî ŋÂê âœŚõ Ćî ßþŘ Śþ ÀĂţÆû P ÛąŘć öŊ ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

T ′ = SPT (P ′, s) ø T = SPT (P, s) ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťąďć øć ďĄÑĂõ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ùÀł ŚûÂČÆõ

,Vp öćÂî ŋÂê âœŚõ ,ÀłŚŞ T ďć r ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ öŚÞû T ′ ďć r ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ÂðŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď

ďć ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ ÂÑœ ćďĄõ ÍąùďŚŢ üţóŚ§ ßČĂİ ďć .ťĺŘ ĆţłŘÀœ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ďć ýÂČŹŚbŮ

.ťĺŘ ùěŘøďć ěŘ ŽďŚą ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ø ćÂČðüõ ďŘÂì s ýùěŘøďć

ÛÞä řČŮÂ Ů ßþŘ Ć Ş s ýùěŘøďć ýøď Ls üÚĂČú Ş ýŚûùěŚ Ş ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂ Ş řČ ŮÂ Ů ßþŘ Ć Ş

:ćĄłüõ

.ßî ĆśĺŚ¡õ Řď s ÛõŚł P ′ Àþć ÛŞŚìÂČè ýĆČ§Śœ (1

.ßî ĆśĺŚ¡õ P ′ ø P ďć řČŮÂŮ ĆŞ Řď s ŘbÀśõ ěŘ T ′ ø T ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýŚûťąďć (2
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.ßî ĆśĺŚ¡õ Řď SPM (P ′, s) ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ (3

:r ýĆÈþď ĆŞ Vp ø P ′ íÂţÈõ ěÂõ ýøď ùÀł ćŚźþŘ ÍąùďŚŢ Âû ýŘěŘ ĆŞ (4

.ßî ĆśĺŚ¡õ T ′ ø T ťąďć øć ďć Řď r ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ •

.ßî ĆêŚőŘ Ls ĆŞ Řď ÂÑœ ćďĄõ ÍąùďŚŢ ,ÀœćĄŞ öŚÆØþ ÂČÆõ øć ÂðŘ •

P ′ ěÂõ ÇþŚÞČŢ ø Vp ýĆśĺŚ¡õ ÂŞ ÛõŚł Ćî ťĺŘ O(n) ñøŘ ôÀì ôŚźœŘ ýŘÂŞ ěŚČœ ćďĄõ öŚõě

ø ÂðÂśłÂû ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ďŚŞ øć ŚŞ ôĄĺ ø ôøć Û§ŘÂõ .ÀĂţÆû ôŚźœŘ ÛŞŚì üÎą öŚõě ďć Ćî ťĺŘ

ø öŚõě Ýţ þďĄÚóŘ ßþŘ ýŘÂŻŘ ďŚ Ş Âû .ÀœĄłüõ ôŚźœŘ P ′ ďć ďŚ Ş Œþ ø P ďć ďŚ Ş Œþ ,]73[ ýďĄĺ

,üĺďÂŞ ćďĄõ ýĆÈþď O(n) ýŘěŘ ĆŞ ,ôďŚúİ ýĆÜ§Âõ ďć .ćďŘć ěŚČœ O(n log n) ýĆśŮÂõ ěŘ üþŚÌê

Ûî ,řČŮÂŮ ßþŘ Ć Ş .ćĄłüõ ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ťąďć øć ďć ÂČÆõ üŞŚ þěŚ Ş éÂň öŚõě O(log n)

.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(n log n) öŚõě ďć ĆśĺŚ¡õ

t ø s üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ

ÂÑœ ďć âœŚõ öŘĄĂä ĆŞ Řď Vp ÛąŘć öŘĄŮüÞœ ÂÚþć s ýùěŘøďć ýøď t üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ

ÂŞ ÛØÈõ ĆŞ üłøď ßČĂİ Ćî ťĺŘ üţóŚ§ ýùÀĂûć öŚÈœ 5 ÛØł .ćÂî ćøÀ¡õ P ′ ĆŞ Řď ĆĂõŘć ø ťêÂð

.ćÂČðüõ ôŚźœŘ Âþě ýŚûôÀì ŚûùěŚŞ ßþŘ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ .ćďĄąüõ

DCEL ďŚţąŚĺùćŘć Œþ ďć Řď öŊ ø ßî ĆśĺŚ¡õ Řď M = SPM (P, t) ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ (1

.ßî ľěŘćÂŢÇČŢ ĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ýĄŻøğÂŢ ýŘÂŞ Řď M ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ßî ùÂČąč

:σ ∈ Ls ÍąùďŚŢ Âû ýŘěŘ ĆŞ (2

.ßî üŞŚþŚŻ M ďć Řď σ üþŚúţœŘ ýĆÎÖœ øć ěŘ üØþ •
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âÎì Řď σ Ćî Řď M ýŚûñĄÜĺ , 3DCEL ďŚţąŚĺ ďć ùÀł ùÂČąč ŰŚäĚÏŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ •

Řď Ls,t ďć ùěŚ Ş Œþ ,M ěŘ ñĄÜĺ Œþ Ś Ş σ âÏŚÖŮ Âû) ßî ÇþŚÞČŢ řČŮÂŮ Ć Ş ÀĂĂîüõ

.(ÀĂîüõ É£Èõ

ø ÀœĄłüõ üĺďÂŞ Œþ ĆŞ Œþ (σ Ûůõ) s üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ öĄİ ,ÂąŊ ôÀì ďć Ćî ßþŘ ĳČőĄŮ

.ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ ùďŚŞŒþ ĆŞ Ls,t ýŚûùěŚŞ ,ćĄłüõ ĆśĺŚ¡õ M ŚŞ ôŘÀî Âû âÏŚÖŮ

ľěŘćÂŢÇČŢ .ťĺŘ O(n log n) öŊ ýďŘÀúÚœ ø M ýĆÈÖœ ćŚźþŘ ýŘÂŞ ôěĎ ýĆÑêŚ§ ø öŚõě

O(log n) ,σ ÍąùďŚŢ Âû ýŘěŘ ĆŞ .ćďŘć ěŚČœ ĆÑêŚ§ ø öŚõě O(n log n) ÃČœ ĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ýŘÂŞ ĆÈÖœ

öŚ õě öŊ ýøď ùÀł ćŚźþŘ ýŚûùěŚ Ş ćŘÀã Ů Ć Ş öŊ ěŘ Àã Ş ø ćĄłüõ M ďć öŊ ýŚú ţ œŘ ü ŞŚ þŚŻ éÂň

ýĆĂþÃû ,ťĺŘ O(n) ŚûùěŚŞ ßþŘ Ûî ćŘÀãŮ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ćĄłüõ öŊ ŚŞ âÏŚÖţõ ýŚûñĄÜĺÇþŚÞČŢ éÂň

.ćĄŞ ÀûŘĄą O(n log n) ÂŞŘÂŞ Ûî üœŚõě

ĆŐŘďŘ üÜî ýĄÚóŘ ÕŞŚÎõ ,Àł ĆţÔð ĆżœŊ ÕśÏ Ls,t öŊ ýøď ěŘ ø Ls ýĆśĺŚ¡õ ŚŞ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ

üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ćŘÀãŮ Ćî ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ćĄłüõ ßØÞõ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ 1.3 Ç£Ş ďć ùÀł

öŘĄŮüõ ,áĄÞźõ ďć .ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚ ì üÎą öŚõě ďć ÃČ œ Ć Ă Čú Ş ýĆÎÖ œ ßţêŚ þ ,ťĺŘ O(n) ,Ls,t

.ćÂî ĆňĚą Âþě ýĆČÌì ďć Řď Ç£Ş ßþŘ ďć ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ýĆźČţœ

p Àþć ýĆÎÖœ ø t ø s ýĆÎÖœ øć ø ğŘbď n ŚŞ P ýĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ßţłŘć ŚŞ 2.3 ĆČÌì

O(n log n) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć Řď t ø s ßČŞ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ öŘĄŮüõ ,öŊ öøďć

k Ćî ťĺŘ ßţêŚþ ÛŞŚì O(k) üêŚőŘ öŚõě ďć ÃČœ p ěŘ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ

.ťĺŘ ÂČÆõ ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ

doubly connected edge list3
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ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď 4.3

ŽďŚą Śþ Ćþøď ýøď Ćî p Àþć ýĆÎÖœ Œþ ßţłŘć ŚŞ .ÀłŚŞ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ P ÀČĂî ŋÂê

Ćî ýďĄÏ ťĺŘ t ø s ýùÀł ùćŘć ýĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ Śõ éÀû ,ćďŘć ďŘÂì öŊ ěŘ

ßţêŚþ ,Àł ùďŚłŘ ßþŘ ěŘ ÇČŢ Ćî ďĄÏ öŚÞû .ťĺŘ Àþć ÛŞŚì p ěŘ Ćî ÀłŚŞ ÂČÆõ ďć ĆÎÖœ Œþ ÛìŘÀ§

öŚõě O(n2)ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć ÝČûćüõ öŚÈœ Bp ŚŞ Řď öŊ ěÂõ ø Vp ŚŞ Řď öŊ Ćî p ěŘ Àþć ÛŞŚì ýĆČ§Śœ

ĆŞ .ÀŞŚþüõ ÇûŚî O(n) ĆŞ öŚõě ßþŘ ,ÀłŚŞ ŠÀ¡õ üĺďÂŞ ćďĄõ üúŻøÀĂİ Ćî üŮďĄň ďć .ćďŘć ěŚČœ

ďć ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ťĺŘ O(n2) ÂãÖõ ťóŚ§ ďć ø O(n) ŠÀ¡õ ťóŚ§ ďć Vp üðÀČżČŢ ,ťśÆœ ßČÞû

üðÀČżČŢ ßþŘ .ÀĂłŚŞ üúŻøÀĂİ ýŚûĆŻø öøďć üþŚûÍąùďŚŢ ÀĂœŘĄŮüõ Vp ýŚûñŚþ ,ÂãÖõ ťóŚ§

ÛŞŚì ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ÝţþďĄÚóŘ ěŚČœ ćďĄõ ýĆÑêŚ§ ýŚÌê ø üœŚõě ýĆśŮÂõ Ćî ćĄłüõ űäŚŞ

.ÀłŚŞ ĆţłŘć ÂţÈČŞ n ýĆśŮÂõ ěŘ üśþÂő ŠÀ¡õ ťóŚ§ ĆŞ ťśÆœ ÂãÖõ ťóŚ§ ďć p ěŘ Àþć

üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ 1.4.3

ŚõŘ ,ćďŘÀœ ćĄŻø ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ÀĂœŚõ üõĄúÔõ ÝČÖţÆõ ďĄÏ ĆŞ ,ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ďć

öŘĄŮüõ ùÀł ćŚúĂÈČŢ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ďć Ćî üþŚûďŚţąŚĺ ěŘ ĆœĄÚİ Àþć ÝČûŘĄą

.ÝČĂî ŘÀČŢ Řď üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ŚŮ ćÂî ùćŚÔţĺŘ

ßþÂŮùŚŮĄî üŮŚČśČîÂŮ ďŚţąŚĺ ýŚĂśõ ÂŞ ýÀãŞ øć ťóŚ§ ÀĂœŚÞû Řď üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ÓþÂãŮ

2.1.2 Ç£Ş ďć ùÀł Âîč ńŘĄą ěŘ öŊ ýŘÂ Ş ø ÝČûćüõ ďŘÂ ì Vp ýěÂõ ŕŚÖ œ Ć Ş t ø s ěŘ ŚûÂ ČÆõ

ø ÝČĂîüõ ĆŐŘďŘ ŠÀ¡õ ýŚûüãÜőÀĂİ ýŘÂŞ Řď ŚûùěŚŞ ßþŘ ÓþÂãŮ ŘÀţŞŘ ,üðćŚĺ ýŘÂŞ .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ,3.2 ø 2.2 ýŚûÝó ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÝČûćüõ ÝČÞãŮ ÂãÖõ ýŚûüãÜőÀĂİ ĆŞ Řď öŊ ÀãŞ

ÍĺĄŮ ĆźČţœ ďć ø ćďÁðüÞœ üúŻøÀĂİ ğĄŐď ěŘ Œþ žČû ěŘ ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİ Œþ ýĆþøď ýøď

.ćĄłüõÉ£Èõ ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď öŊ Ćî üóŚþ ĆóŚśœć
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a b

s

Vp ěŘ üţÞÆì ,ýÂţÆîŚą Ç£Ş) ťĺŘ Bp ñŚþ Œþ ýøď s ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ ab :6 ÛØł
ÂþĄÊŮ ýøď ŕŚÖ œ öŊ Ć Ş s öćÂî Ûňø ěŘ ùěŚ Ş ßþŘ ýøď ŕŚÖ œ Ć Ş s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî .(ťĺŘ

.ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ ÛØł ďć ùÀł Ýĺď ñŚþ ĆóŚśœć ýùÀłŚŮüŞ

f

e

f 21

x

x’

a c b

ďć ŘbÀśõ ÂþĄÊŮ x′ .ÀĂţÆû x ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ ěŘ ĆÎÖœ øć b ø a - 7.3 Ýó ŰŚśŹŘ :7 ÛØł
.ťĺŘ ÂÚþć ýùÀłŚŮüŞ Œþ

üœŚÆØþ ñŚþ ĆóŚśœć öŊ ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî Bp ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ďĄÑĂõ ßþŘ ĆŞ

ĆŞ ÃČœ t ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ .(6 ÛØł) ÝČõŚœüõ s ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ ,ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď

.ťĺŘ ùěŚŞ Œþ ŚfãìŘø ýŘĆäĄÞźõÂþě ßČĂİ Ćî Àûćüõ öŚÈœ Âþě Ýó .ćĄłüõ ÓþÂãŮ üúŞŚÈõ Ą¡œ

Ćî Bp ñŚþ Œþ ěŘ üÏŚÖœ ĆäĄÞźõ ,ĆœĄðüúŻøÀĂİ ĳÎĺ ýøď x ùŘĄ£óć ýĆÎÖœ Œþ ýŘěŘ ĆŞ 7.3 Ýó

.ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď ÀĂśÞû ýùěŚŞ Œþ ,ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď üœŚÆØþ ñŚþ ĆóŚśœć ŚúœŊ ĆŞ x ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ĆóŚśœć I ŕŚÖœ ĆŞ x ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî ÀłŚŞ Bp ñŚþ Œþ ýøď üÏŚÖœ ĆäĄÞźõ I ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

Œþ .ÀĂłŚ Ş I ěŘ ĆÎÖœ øć b ø a ÀČĂî ŋÂê .ÀĂĂîüõ ÛÊţõ Řď E = (e1, e2, . . . , ek) öŚÆØþ ñŚþ
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,c 6∈ I ÂðŘ .ÀłŚŞ ùÀł âìŘø b ø a ßČŞ Bp ěŘ üĺďÂŞ ćďĄõ ñŚþ ýøď Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď c ýĆÎÖœ

ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď E′ = (e′1, e′2, . . . , e′l) ÀĂœŚõ E ěŘ üŮøŚÔţõ ñŚþ Ć óŚ ś œć c ĆŞ x ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî

Âû öĄİ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ŚûĆóŚśœć ýŚúţœŘ ěŘ Řď E′ ø E íÂţÈõ ýĆóŚśœćÂþě ßþÂŮüœĎĄÏ .(7 ÛØł)

ßČţÆ£œ e ÀČĂî ŋÂê .ťĺŘ üúŮŚœ ĆóŚśœćÂþě ßþŘ ,ÀœďŘć ďŘÂì Bp ěŘ ñŚþ Œþ ýøď c ø b ,a ýĆÎÖœ Ćĺ

I ŕŚÖœ ÛŞŚÖõ éÂÏ ďć Ćî ÀĂłŚŞ e ďøŚźõ ĆŻø ěŘ ÂÚþć ñŚþ øć f2 ø f1 ø ÀłŚŞ ĆóŚśœćÂþě ßþŘ ěŘ ñŚþ
ø f1 ∈ E ,ÀĂŮøŚÔţõ Ýû ŚŞ e ěŘ Ûśì ýŚûñŚþ ďć E′ ø E Ćî ŚźœŊ ěŘ .ťĺŘ ùÀł âìŘø e ĆŞ ťśÆœ (c ø)

ßþÂŮùŚŮĄî ø ñŚþ øć ßþŘ ěŘ üØþ I ŕŚÖœ ĆŞ x ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ßþŘÂŞŚĂŞ .ÅØäÂŞ Śþ f2 ∈ E′

ýŚŮüŞ ÂþĄÊŮ ø ÀœďŘć ďŘÂì c éÂÏ øć ďć b ø a öĄİ .ÀĂĂîüõ âÎì Řď ÂÚþć ñŚþ c ĆŞ x ěŘ ÂČÆõ

âÎì Řď b Śþ a ĆŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,c ĆŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ťĺŘ ÍąùďŚŢ ÛØł ĆŞ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

I ďć ÃČœ ŚúœŊ ßČŞ ŕŚÖœ ôŚÞŮ ,I ěŘ ĆÎÖœ øć Âû ýŘěŘ ĆŞ ßþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ 4.2 Ýó éĚą ßþŘ Ćî ÀĂîüõ

2 .ÀĂîüõ ťŞŚŹ Řď ĆäĄÞźõ ßþŘ ýÀĂśÞû ßþŘ ø ťĺŘ

ĆŞ t Śþ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî ŋÂê ßþŘ ,ÀłŚśœ ŠÀ¡õ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Ćî üţóŚ§ ďć

Ýó ÕśÏ ýÂČÆõ ßČĂİ ťÖČÖ§ ďć .ćĄŞ ÀûŘĄ£œ ťĺďć ťĺŘ ÍąùďŚŢ Œþ ĆŞ öćÂî ŚŮüŞ ÛŞŚì ĆÎÖœ Âû

,P ěŘ a ùŘĄ£óć ýĆÎÖœ Œþ ýŘÂŞ .ćďÁðüõ ŚûñŚþ Ć óŚ ś œć ø Ćþøď ýŚûğŘbď ěŘ ŠøŚĂţõ ďĄÏ ĆŞ 3.2

É£Èõ (s = v1, E1, v2, E2, . . . , vk, Ek, vk+1 = a) ýĆóŚśœć ÍĺĄŮ P ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

vi+1 ø vi ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ěŘ üÈ£Ş ÍĺĄŮ Ćî ťĺŘ (üúŮ Ďf ŚÞţ§Ř) ñŚþ ĆóŚśœć Œþ Ei Ćî ćĄłüõ

öŚÆØþ ŚúœŊ ýŘÂŞ Ek ø vk Ćî Řď Bp ěŘ ñŚþ Œþ ýøď a ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ ťóŚ§ ßþŘ ďć .ćĄłüõ ÛÊţõ

ÛČØÈŮ Řď ùÀłćŚþ ñŚþ ýøď ùěŚŞ Œþ ĆäĄÞźõ ßþŘ 7.3 Ýó ĆŞŚÈõ üóĎÀţĺŘ ŚŞ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ťĺŘ

.ÝČõŚœüõ s ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ Řď ýŘùěŚŞ ßČĂİ .Àûćüõ

ÓþÂãŮ ÛŞŚì Ûśì ĆŞŚÈõ ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď Ls,t ýĆäĄÞźõ Ćî t ø s ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ

ÀĂœŚõ ÃČœ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ďć üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ Àûćüõ öŚÈœ Âþě Ýó .(8 ÛØł) ÀĂţÆû
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a

s

dc b

t

øć ßþŘ íŘÂţłŘ .ťĺŘ Lt ďć ùěŚŞ Œþ cd ÍąùďŚŢ ø Ls ďć üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ ab ÍąùďŚŢ :8 ÛØł
.ćĄŞ ÀûŘĄą Ls,t ďć cb üĂãþ ÍąùďŚŢ

.ÀĂĂîüõ ŒÞî ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ßţêŚþ ĆŞ ýÀãŞ øć ýŚûĆĂõŘć

ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ ßþÂţÞî Ćî Řď I ěŘ q(I) ýĆÎÖœ öŘĄŮüõ ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ Ls,t ďć ùěŚŞ Œþ I ÂðŘ 8.3 Ýó

.ćÂî ŘÀČŢ ťŞŚŹ öŚõě ďć ćďŘć t ø s ěŘ Řď

ø u ÀœďÁðüõ öŊ ěŘ I ŕŚÖœ Ć Ş s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî Ćî P ěŘ üĺŘbď ßþÂąŊ ÀČĂî ŋÂê .ŰŚś ŹŘ

üúŻøÀĂİ ýŘÂŞ) ÀłŚŞ v ÀœďÁðüõ öŊ ěŘ I ŕŚÖœ ĆŞ t ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî P ěŘ üĺŘbď ßþÂąŊ

ÛÊţõ I Ś Ů u ěŘ ñøŘ ýĆţĺć ýŚûÂČÆõ Ćî üóŚ þ Ć óŚ ś œć øć öćÂî ŚŮüŞ Ś Ş .(v = t ø u = s ,ŠÀ¡õ

.ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ Ć¡Ôň øć ,ÀĂĂîüõ ÛÊţõ I ŚŮ v ěŘ ôøć ýĆţĺć ýŚûÂČÆõ Ćî üóŚþ ĆóŚśœć ø ÀĂĂîüõ

ÍĺĄŮ ø ťĺŘ üØþ Ýû ŚŞ Ć¡Ôň øć ßþŘ ,ÀĂĺÂŞ I ĆŞ éÂÏ Œþ ěŘ ÂČÆõ Ćţĺć øć ßþŘ Ćî üţóŚ§ ďć

ßţêŚþ ťóŚ§ ßþŘ ďć .ćĄłüõ ßČČãŮ ÀĂĺÂŞ I ĆŞ ŚŮ ÀĂĂîüõ ŰŚìĚõ ÂČÆõ Ćţĺć øć Ćî üúŻø ßþÂąŊ

Ćţĺć øć ÂðŘ .ťĺŘ ŘÂŻŘ ÛŞŚì ťŞŚŹ öŚõě ďć 1.3 Ýó ÕśÏ ýÀãŞ øć ťóŚ§ ÀĂœŚõ q(I) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ

ÕśÎĂõ ñøŘ ýĆ¡Ôň ŚŞ ŚŮ ÝČûć öŘďøć Řď ŰŚ¡Ôň ěŘ üØþ ťĺŘ üêŚî ,ÀĂĺÂŞ I ĆŞ éÂÏ øć ěŘ ÂČÆõ

ßČČãŮ ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ýĆ¡Ôň ďć I ÛõŚł Íą ø uv ÍąùďŚŢ âÏŚÖŮ ěŘ q(I) ťóŚ§ ßþŘ ďć .ćĄł

øć ťóŚ§ ÀĂœŚõ ĆœÂðø ťĺŘ âÏŚÖŮ ýĆÎÖœ öŚÞû q(I) ,Àûć ăď I ÛąŘć âÏŚÖŮ ßþŘ ÂðŘ .ćĄłüõ

2 .ćĄŞ ÀûŘĄą I ýŚúţœŘ øć ěŘ üØþ ýÀãŞ
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üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ 2.4.3

ýĆþøď ÓþÂÑŮ ťąŚĺ ýŘÂŞ ]64[ öŚû ø ßİľøď ěŘ ,s ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ

ýĆþøď Œþ ýŘÂŞ ĆœĄÚİ Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ľøď ßþŘ ďć .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ĆœĄðüúŻøÀĂİ

ýĆÑêŚ§ ø O(n2) öŚõě ďć Řď ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťąďć öŘĄŮüõ ,s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ ø P ýĆœĄðüúŻøÀĂİ

ÍĺĄŮ Ćî üóŚþ ĆóŚśœć P ğŘbď Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî ćĄłüõ ùÂČąč üŮŚäĚÏŘ ťąďć ßþŘ ďć .ťąŚĺ O(n)

ÛŞŚì ñŚþ ĆóŚśœć ßþŘ ýùěŘÀœŘ ŚŞ řĺŚĂţõ üœŚõě ďć ,ćĄłüõ ÛÊţõ ğŘbď öŊ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

.ťĺŘ üŞŚþěŚŞ

ŠÀ¡õ ťóŚ§ ĆŞ ŘÀţŞŘ ø ÝČĂîüõ ŒČØÔŮ Řď P ÂãÖõ ø ŠÀ¡õ ýŚûťóŚ§ ùďŚŞøć ŚŻ ßþŘ ďć

.ÝČĂîüõ üĺďÂŞ ÃČœ Řď ÂãÖõ ťóŚ§ Åşĺ ø ÝþěŘćÂŢüõ

ŠÀ¡õ ýŚûĆþøď

ćĄłüõ ÛňŚ§ ýŘĆþøď ,ÝČûć ľÂŞ P ýŚûğŘbď ôŚÞŮ ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ćŘÀţõŘ ďć Řď P ÂðŘ

ÛňŚ§ ĳÎÆõ ÛØł .ćÂČð ďŘÂì Ć¡ÔňŒþ ďć ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ Ćî ćÂî ŚŮüŞ ýďĄÏ Řď öŊ öŘĄŮüõ Ćî

ÛØł ßþŘ ěÂõ .(ćĄłüõ ĆţÔð ÃČœ ýŘùďŚţĺ ýùÀłŚŮüŞ öŊ ĆŞ ]74[ ďć) ćďŘć ôŚœ P 4ÛąŘćĆŞøď öŚõÀČİ
ýùÀłŚŮüŞ ÂþøŚÊŮ ùŘÂÞû ĆŞ P ýŚûğŘbď ,üãÜőÀĂİ ßþŘ ýŚûğŘbď .ťĺŘ ÛØłùďŚţĺ üãÜőÀĂİ Œþ

.ÀĂţÆû P ýŚûğŘbď ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýùÀłŚŮüŞ ,üãÜőÀĂİ ßþŘ ýŚûñŚþ .ÀĂţÆû s

Ćî ćÂî ÝČÆÖŮ üþŚûĆČ§Śœ ĆŞ Řď P ýĆþøď öŘĄŮüõ P ÛąŘćĆŞøď öŚõÀČİ ěŘ üÔþÂÑŮ ÓþÂãŮ ŚŞ

ĆŞ ĆČśł üÈÖœ ÓþÂÑŮ ßþŘ .ÀĂłŚŞ ĆţłŘć üţŞŚŹ üŮŚČśČîÂŮ ďŚţąŚĺ ŚúœŊ ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ďŘćĄÞœ ,ÓþÂÑŮ ßþŘ öćďøŊ ťĺć ĆŞ ýŘÂŞ .ÀĂîüõ ýěŚŞ ýÀãŞ øć ýŚûĆĂõŘć ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄîĆÈÖœ

ŠĄÆ¡õ ýĄœøďøø ýŚûÛ¡õ s ýŚûÂþĄÊŮ Ćî ýďĄÏ ÝČĂîüõ Ýĺď Řď ÛąŘćĆŞøď öŚõÀČİ ýĄœøďøø

inward layout4
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ùÀłÉ£Èõ ßČİĆÎÖœ ŚŞ ÛČÎţÆõ řãØõ Œþ ğĄŐď ĆŞ s ŘbÀśõ ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî - ĎŚŞ :9 ÛØł
s1, . . . , s8 - ĎŚ Ş ÛØł ÛąŘć Ć Ş øď öŚ õÀČİ - ßČ þŚ Ţ .(ťĺŘ ùÀł âìŘø ßþÂ þě ĆŻø ýøď s) À œŘ
ø ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆţêŚþľÂŞ ßČİĆÎÖœ ýŚûñŚþ .ÀĂţÆû ÓÜţ£õ ýŚûùÀłŚŮüŞ ýøď ŘbÀśõ ÂþøŚÊŮ

.ÀĂţÆû ýĄœøďøø ďŘćĄÞœ ýŚûñŚþ ,ßČİÍą ýŚûÍąùďŚŢ

ĆŞ ,ñĄÜĺ Œþ ŕŚÖœ ôŚÞŮ Ćî ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ üþŚûñĄÜĺ ĆŞ Řď P ĳÎĺ ďŘćĄÞœ ßþŘ .(9 ÛØł) ÀœĄł

ĆóŚśœć Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .s ÂÚþć ÂþøŚÊŮ ŚŮ ÀœÂŮŒþćÃœ ñĄÜĺ öŊ ŚŞ ÂÒŚĂţõ s ÂþĄÊŮ

ĆŞ .ÀĂîüõ ÛÊţõ Řď üţŞŚŹ ñŚþ ĆóŚśœć ÃČœ ŕŚÖœ ßþŘ ôŚÞŮ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÍĺĄŮ ùÀł ÛÊţõ ñŚþ

.ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ ÓþÂÑŮ ßþŘ ýŚûñŚþ Ś Ş Bp âÏŚÖŮ ěŘ Ls üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ ,řČŮÂŮ ßþŘ

.ÀĂţÆû öćďøŊ ťĺć ĆŞ ÛŞŚì ĆŞŚÈõ üłøď ŚŞ Ýû Lt üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ

ĆţąŚĺ ÓþÂÑŮ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ,Lt ø Ls ýŚûĆäĄÞźõ ýùěŘÀœŘ ýĆśŮÂõ öćďøŊ ťĺć ĆŞ ýŘÂŞ

ďŘćĄ Þ œ Ć Ş ŕĄ ŞÂ õ ñŚ þ O(n) ø Ś ûÂ ČÆ õ ß þÂ ŮùŚ ŮĄ î ýùÀłŚ Ůü Ş ñŚ þ O(n)) ćďŘć ñŚ þ O(n) ùÀł

ýùěŚŞ O(n2) ćĄŻø üÜî ťóŚ§ ďć ø ťĺŘ O(n) ťóŚ§ ßþŘ ďć ÃČœ Bp ýùěŘÀœŘ .(ÀĂţÆû ýĄœøďøø

ßČĂİ ĆŞ öÀČĺď Ćî Àûćüõ öŚÈœ Řď üţóŚ§ 10 ÛØł .ťĺŘ ßØÞõ t ø s ěŘ Œþ Âû ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚČĂúŞ

.ćďŘć ćĄŻø üÚĂČúŞ ýùěŚŞ O(n2) Ûî ďć ßþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ßØÞõ ýÀ§

ßþŘ öĄİ ,ťĺŘ ßØÞõ O(n2) öŚõě ďć öŚû ø ßİ ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ŚûùěŚŞ ßþŘ ýĆśĺŚ¡õ
ýďŘÀúÚœ Řď P ýŚûñŚþ ø P ğĄŐď Ć Ş ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî âÏŚÖ Ů ŕŚÖ œ ŘÂŻŘ öŚ þÂŻ ďć ÝţþďĄÚóŘ

ďŘćĄÞ œ ß ţąŚĺ öŚ õě ďć Ã Č œ Bp ěÂ õ ø ýĄ œøďøø ďŘćĄÞ œ ýŚûñŚ þ ŕŚ Ö Ů öćďøŊ ťĺć Ć Ş .À Ă îüõ
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p

(b)(a)

x

ÛČØÈŮ Řď Vp ,p ďøŚźõ ýŚûĆŻø ôŚÞŮ - ŠÀ¡õ ýĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď Œþ - šİ :10 ÛØł
ćŘÀãŮ ,šİ ťÞĺ ýĆþøď üĂČþŚŢ ýŚûĆŻø ěŘ üØþ ĆŞ ĆŻø O(n) öćÂî ĆêŚőŘ - ťĺŘď .ÀĂûćüõ

.ćÂî ÀûŘĄą O(n2) Řď x üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ

ĆŞ Řď ğĄŐď ĆŞ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ùÀłćŚþ ÝţþďĄÚóŘ ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ćĄŞ ÀûŘĄą ßØÞõ ýĄœøďøø

ďć Lt ø Ls ýŚûùěŚŞ öćÂî ôŚèćŘ ÂÏŚą ßČÞû ĆŞ .ÀĂîüõ ýďŘÀúÚœ řŮÂõ s ñĄ§ ýŘĆþøŘě řČŮÂŮ

.ťĺŘ ßØÞõ O(n2) öŚõě
.ćĄłüõ ôŚźœŘ üÜî ýĄÚóŘ ÕśÏ ŰŚśĺŚ¡õ ÂþŚĺ ,8.3 Ýó ĆŞ ćŚĂţĺŘ ø Ls,t ýĆäĄÞźõ ßţłŘć ŚŞ

öŊ ŽďŚą Śþ P ýøď ùŘĄ£óć ĆÎÖœ Œþ p ø ÀłŚŞ ŠÀ¡õ üúŻøÀĂİ Œþ ýĆþøď P ÂðŘ 3.3 ĆČÌì

ø öŚõě ďć ÀłŚŞ öÀþć ÛŞŚì öŊ ěŘ p Ćî ýďĄÏ t ø s ýĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ

.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(n2) ýĆÑêŚ§
ÂãÖõ ýŚûĆþøď

ßØÞõ ÂãÖõ ýĆþøď Œþ ýøď ĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,Àł đÂÎõ ßþŘ ěŘ ÇČŢ Ćî ĆœĄðöŚÞû

x ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ğŘbď ßþÂąŊ v ÀČĂî ŋÂê .ćďÁÚŞ ÃČœ üúŻøÀĂİ ğĄŐď ěŘ ťĺŘ

ñĄÏ Â ŞŘÂ Ş ýŘĆ Č óøŘ ďŘÀÖ õ Ćî ťłŚÚ œŘ ŘbÀ ś õĆ śłŒþ öŘĄ Ăä Ć Ş Řď v ğŘbď öŘĄ Ůüõ ŚźĂ þŘ ďć .ÀłŚ Ş

ŠÀ¡õ ťóŚ§ ŚŞ üîÀœŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťąďć ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀłŚŞ ĆţłŘć v ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ñŚ§ ßþŘ ŚŞ .ćĄŞ ÀûŘĄą P ýŚûğŘbďĆśł ŚŞ ÂÒŚĂţõ üþŚûùÂð ýŘďŘć ø ťĺŘ ŰøŚÔţõ
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ďć ťĺŘ ôěĎ ,Ćþøď ÓþÂÑŮ ßţąŚĺ ýŘÂŞ .ćďŘÀœ ŠÀ¡õ ťóŚ§ ŚŞ üŮøŚÔŮ ťąďć ťąŚĺ ýŘÂŞ ôěĎ

ĆţêÂð ÂÑœ ďć ýĄœøďøø ýŚûÛ¡õ öŘĄĂä ĆŞ ŚûŘbÀśõĆśł ø ŘbÀśõ ÂþøŚÊŮ ,ýĄœøďøø ďŘćĄÞœ ťąŚĺ

Ć¡Ôň Œþ ýøď Ćî üõŚÚĂû P ÛąŘćĆŞøď öŚõÀČİ ťĺŘ ßØÞõ ÂãÖõ ťóŚ§ ďć Ćî ßþŘ ĳČőĄŮ .ÀœĄł

ďŘćĄÞœ ßţąŚĺ ôŚÚĂû ÀþŚ Ş Řď ťČãőø ßþŘ .ÀłŚ Ş Ć ţłŘć 5üœŚłĄŢÝû ľćĄą Ś Ş ćĄłüõ ùÀœŚÈœ
.(ťĺŘ ùÀõŊ ]64[ ďć ŕĄŞÂõ ŰŚÑ§Ěõ) ťêÂð ÂÑœ ďć ýĄœøďøø

ŚźĂþŘ ďć ,ťĺŘ O(n) ýùěŘÀœŘ ŚŞ P ýŚûñŚþ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ Bp Ćî ŠÀ¡õ ťóŚ§ éĚąÂŞ

ßČÞû ĆŞ .ÀłŚśœ ÕśÎĂõ ÃČœ P ýŚûñŚþ ÂŞ ŚfõøÃó ø ÀłŚŞ n2 ýĆśŮÂõ ěŘ Bp ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ ťĺŘ ßØÞõ

ø Bp âÏŚÖŮ ŕŚÖœ ßţêŚþ ýŘÂŞ ÓþÂÑŮ ßţąŚĺ ÝţþďĄÚóŘ ďć ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ŰŚäĚÏŘ ěŘ öŘĄŮüÞœ ÛČóć

øć üœŚÈœÝûýøď ýŘÂŞ ]75[ 7ÃØþÂĂČû ø 6ĆØĂČê ýĆĂČúŞ ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ŚźĂþŘ ďć .ćÂî ùćŚÔţĺŘ ÓþÂÑŮ
ćŘÀãŮ k öŊ ďć Ćî ťĺŘ O(n + k) ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ýŘÂŻŘ ýŘÂŞ ôěĎ öŚõě .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ÓþÂÑŮ

ÓþÂÑŮ ùÀłćŚþ ÝţþďĄÚóŘ .ťĺŘ O(n3) Śõ ýĆÜßÆõ ďć ćŘÀãŮ ßþŘ .ťĺŘ ÓþÂÑŮ øć âÏŚÖŮ ŕŚÖœ

Lt ø Ls ýŚûùěŚŞ řŮÂõ ÇþŚÞČŢ Ćî ÀĂîüõ ùÂČąč ]76[ 8ĆœŚðďŚúİ ýŚÞœ ďŚţąŚĺùćŘć ďć Řď üŻøÂą
ßþŘ ýùěŘÀœŘ Ś Ş řĺŚĂţõ üœŚõě ďć üóŚ þ ýŚûĆÖÜ§ ø üĺŘbď ýŚûĆÖÜ§ ÇþŚÞČŢ ŰŚČÜÞä ÍĺĄŮ Řď

öŚõě ďć üÚĂČúŞ ýùěŚŞ ĆäĄÞźõ øć ßþŘ ěŘ Œþ Âû ýĆśĺŚ¡õ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÀĂîüõ ŚČúõ ŚûĆäĄÞźõ

.ćĄłüõ ôŚźœŘ üœŚõě ýĆśŮÂõ ßČÞû ďć ÃČœ Ls,t ýĆäĄÞźõ ďć ŚúœŊ ôŚèćŘ ø ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(n3)

Âþě ýĆźČţœ ,ùÀł ĆŐŘďŘ üÜî ýĄÚóŘ ýÂČðüŢ ø O(n3) öŚõě ďć Ls,t ýŚûùěŚŞ ÇþŚÞČŢ ŚŞ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ

.ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ

,ÀłŚŞ öŊ ŽďŚą Śþ P ýøď ùŘĄ£óć ĆÎÖœ Œþ p ø ÀłŚŞ ÂãÖõ üúŻøÀĂİ Œþ ýĆþøď P ÂðŘ 4.3 ĆČÌì

overlap5
Finke6

Hinrichs7
quad view data structure8
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ø öŚõě ďć ÀłŚŞ öÀþć ÛŞŚì öŊ ěŘ p Ćî ýďĄÏ t ø s ýĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ßţêŚ þ ùŚÚœŊ

.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(n3) ýĆÑêŚ§
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4 ÛÊê

Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî
ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ

ýĆÎÖœ Œþ öÀþć ĆŞ ÀČÖõ Ćî ÝþěŘćÂŢüõ üþŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýĆÜßÆõ üĺďÂŞ ĆŞ ÛÊê ßþŘ ďć

Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ĆĂõŘć ľěŘćÂŢÇČŢ ĆÜßÆõ éÀû ,ÂŮÕČìć ÂČśãŮ ĆŞ .ÀĂţÆû ĄŻøğÂŢ

Ś Ş ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî üûŚŮĄî öŚõě ďć öŘĄţ Ş ,ćĄłüõ đÂÎõ ĄŻøğÂŢ öŘĄĂä ĆŞ Ćî ýÀþć ýĆÎÖœ

ćďĄõ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć ďć ÍÖê ĆÜßÆõ ßþŘ ŚźĂþŘ ďć .ćÂî ĆśĺŚ¡õ Řď ĆÎÖœ öŊ Àþć ťČÜŞŚì

.Àł ÀûŘĄą ùďŚłŘ ÃČœ ÂÚþć ýŚûĆĂõŘć ĆŞ ÛÊê ýŚúţœŘ ďć üóø ćÂČðüõ ďŘÂì ĆãóŚÎõ

ßţêŚ þ ,ñøŘ ÛØł .ťêÂð ÝČûŘĄą ÂÑœ ďć Řď ĆÜßÆõ ěŘ ÛØł øć ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ďć

.ćĄł ùÀþć q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Ćî ßþŘ ŚŮ ćÂî üÏ s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ ěŘ ÀþŚŞ Ćî ťĺŘ ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ďć Ćî ťĺŘ Ýúõ ŚúĂŮ ø ćďŘÀœ üţČÞûŘ ćĄłüõ Ýţą Śźî ĆŞ ÂČÆõ Ćî ßþŘ ,ĆÜßÆõ ěŘ ŰďĄň ßþŘ ďć

ĆŞ ÀþŚ Ş q öÀþć ěŘ ÅŢ ,ôøć ŰďĄň ďć .ÝČĺÂŞ q Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ěÂõ ĆŞ öŚõě ßþÂŮùŚŮĄî

.ÝČĂî ŘÀČŢ Řď ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝČûŘĄąüõ ÀČì ßþŘ ßţłŘć ŚŞ ø ÝþćÂðÂŞ t ýùÀł ùćŘć ÀÊÖõ ýĆÎÖœ

.ÝČţÆû øďĆŞøďÉ£Èõ ÀÊÖõ ŚŞ ôøć ŰďĄň ø ěŚŞ ÀÊÖõ ŚŞ ĆÜßÆõ ñøŘ ŰďĄň ÝČþĄðüõ Śf§ĚÎňŘ

.ÝČĂîüõ üĺďÂŞ ĆœŚðŘÀŻ ďĄÏ ĆŞ Řď ĆÜßÆõ øć ßþŘ ĆõŘćŘ ďć
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ěŚŞ ÀÊÖõ ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 1.4

éÀû .ÀłŚŞ ùÀł ùćŘć öŊ ďć s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ ø ÀłŚŞ ğŘbď n ŚŞ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ P ÀČĂî ŋÂê

ŚŞ :ćŘć ¿ĺŚŢ ťĺć ßþŘ ěŘ üþĄŻøğÂŢ ĆŞ öŘĄţŞ öŊ ÍĺĄŮ Ćî ťĺŘ (P, s)ťÔŻľěŘćÂŢÇČŢ ,ĆÜßÆõ

s ěŘ öŊ öćÂî üÏ ŚŞ Ćî ÀČĂî ŘÀČŢ Řď ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ ,q ∈ P ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ßţłŘć

ýďĄÏ ÝČĂî ŘÀČŢ ťĺŘ Àþć ÛŞŚì q ěŘ Ćî Řď c ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ ÝČûŘĄąüõ ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ .Àþć Řď q öŘĄţŞ

,ÀłŚŞ öÀþć ÛŞŚì s ěŘ q ÂðŘ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ .ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď s ěŘ ŒþěćĄŐę ĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî Ćî

öŚõě ďć ÝţþďĄÚóŘ ýŚûôÀì öŚČŞ ôŚÚĂû Śõ .ćĄŞ ÀûŘĄ£œ ÂČÆõ ýĆśĺŚ¡õ ĆŞ ýěŚČœ ø ťĺŘ s öŚÞû c

öŚõě öŊ ŚŮ üóø ,ÝČûć ÉČ£ÈŮ Řď ťóŚ§ ßþŘ ÀþŚŞ ĆœĄÚİ Ćî ćÂî ÝČûŘĄą ùďŚłŘ ĄŻøğÂŢ ĆŞ ¿ĺŚŢ

.ÀĂţÆČœ Àþć ÛŞŚì Ýû ěŘ s ø q ÝČĂîüõ ŋÂê

ľěŘćÂŢÇČŢ öøÀŞ ťĺć ßþŘ ěŘ üþĄŻøğÂŢ ,Ûśì ÛÊê ďć ùÀł ĆţÔð ľøď ÕśÏ Ćî ŚźœŊ ěŘ

ŚûĄŻøğÂŢ ýŘÂŞ O(log n) ¿ĺŚŢ öŚõě ĆŞ öÀČĺď Śõ éÀû ,ťĺŘ üþĄð¿ĺŚŢ ÛŞŚì üÎą öŚõě ďć

ýĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýŘÂŞ üØþ :ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ĄŻøğÂŢ áĄœ øć ďĄÑĂõ ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ

ďć Řď üóøŘ Ćî ťĺŘ ßþŘ Śõ éÀû .ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď ñĄÏ ßþŘ Ćî ýÂČÆõ ßţêŚþ ýŘÂŞ üØþ ø ŒþěćĄŐę

ľěŘćÂŢ ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÂČÆõ ñĄÏ ŚŞ řĺŚĂţõ üêŚőŘ ýĆĂþÃû ťąŘćÂŢ ŚŞ Řď üõøć ø üÞţþďŚÚó öŚõě

ôøć áĄ œ ćďĄ õ ďć ôěĎ öŚ õě ďć ø ťĺŘ ñøŘ áĄ œ ýĄŻøğÂŢ öĄõŘÂ Č Ţ Ś õ ŰŚ¡ČőĄ Ů Ěf ã ê .Ý Č Ă î

.ÝČĂîüõ ĆŐŘďŘ üŮŚ¡ČőĄŮ

ýŘĆþŚŢ ÝČûŚÔõ 1.1.4

öŚÈœ π(x, y) ÝČĂîüõŋÂê ø ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ P ďć q Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ öŘĄĂä ĆŞ Vq ćŚÞœ ěŘ Śõ

üØþ ďć ,ťÆČœ Àþć ÛŞŚì q ěŘ s ÝþŘùćÂî ŋÂê öĄİ .ťĺŘ P ďć y ø x ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýùÀĂûć

ýŘùÂźĂŢ w ÝĂČî ŋÂê .ćďŘć ďŘÂì ÀœĄłüõ ÛňŚ§ P ěŘ Vq ßţłŘćÂŞ ěŘ Ćî üãÜőÀĂİ ýŚûřČŻ ěŘ
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q

a

s

b
c

s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî .ÀĂîüõ ŘÀŻ Vq ěŘ Řď s ŘbÀśõ ab ýùÂźĂŢ .ťĺŘ Vq ýÂţÆîŚą Ç£Ş :1 ÛØł
.ÀĂČŞüõ Řď q Ćî ťĺŘ s ěŘ ĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî ŚŞ ýŘĆÎÖœ c .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÝČ£ő ßČİÍą ŚŞ q ø

ďŘÂì w ýøď c ýĆÎÖœ Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ .ÀĂîüõ ŘÀŻ Vq ěŘ Řď řČŻ ßþŘ Ćî ťĺŘ

,ÅŢ ßþŘ ěŘ .(1 ÛØł) ćďŘć s ěŘ Řď ĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî Ćî ťĺŘ w ěŘ ýŘĆÎÖœ c ,ÂŮÕČìć ďĄÏ ĆŞ .ćďŘć

.ćďŘć ÕÜãŮ ýŘùÂźĂŢ Ćİ ĆŞ ÝČûć öŚÈœ Śf¡þÂň ŚŮ ÝČõŚœüõ c(w) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ Řď ýŘĆÎÖœ ßČĂİ

ÀČĂî ŋÂê .ćÂî ÝČûŘĄą ùćŚÔţĺŘ ťĺŘ ùÀł ÓþÂãŮ ]54[ ďć Ćî ĆœĄðöŚÞû ÓČì ôĄúÔõ ěŘ Śõ

Ý Č Ă îü õ ÓþÂ ã Ů π(r, a) ∪ π(r, b) öŘĄ Ă ä Ć Ş Řď F (w) ÓČì .À ĂłŚ Ş w ýùÂź Ă Ţ ýŚ ú ţ œŘ øć b ø a

ø a ťÞĺ Ć Ş s ěŘ Ć î üõŚÚ Ă û ťĺŘ π(s, b) ø π(s, a) Â ČÆõ øć ß Č Ş íÂ ţÈõ ğŘbď ß þÂąŊ r Ć î

ýĆ óŚ ś œć b Ć Ş a ěŘ Ç þŚ Þ Č Ţ ř Č ŮÂ Ů Ć Ş Ó Č ì ýŚ ûğŘbď À Č Ă î ŋÂ ê .(2 Û Ø ł) À œĄ ł ùÀ þć b

ćŘÀ ţ õŘ Ś Ş Řď w ø F (w) ßČ Ş ďĄÊ¡õ ýĆČ§Ś œ .À Ăûćüõ ÛČØÈŮ Řď a = v0, v1, . . . , vk, vk+1 = b

.ćÂ î Ý ČÆÖ Ů ÛØł űÜ ů õ ýŚûĆ Č§Ś œ Ć Ş öŘĄ Ůüõ ,À Ă Ă î âÎì Řď w Ćî ßþŘ Ś Ů F (w) ýŚûñŚ þ öćŘć

.(xk = b ø x0 = a ĆźČ ţ œ ďć) À Ă î âÎì xi ďć Řď w ,vivi+1(0 ≤ i ≤ k) ñŚ þ ćŘÀ ţ õŘ À Č Ă î ŋÂê

xixi+1 ÍąùďŚ Ţ ýøď ŕŚÖ œ Ś Ů s ßČ Ş ýŚûÂ ČÆõ ß þÂ ŮùŚ ŮĄ î ýøď ğŘbď ß þÂąŊ vi ,řČ ŮÂ Ů ß þŘ Ć Ş

Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ (θ0, θ1, . . . , θk) ŚŞ Řď w ýùÂźĂŢ ø ŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ßČŞ ýŚûĆþøŘě ĆóŚśœć .ćĄŞ ÀûŘĄą

,ÓČ ì ýŚ ûùďŘĄ þć öøÂ Č Ş Ć Ş øď ŠÀ¡ Ů ěŘ .θk = 180◦ − 6 abvk ø θi = 6 bxivi(0 ≤ i ≤ k − 1)

.ćĄłüõ ĆţêÂþÁŢ üðćŚĺ ĆŞ 1.4 ýùÀûŚÈõ
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a b

v1

v2

r = v3

v4

v5

x1 x2 x3 x4

.ťĺŘ ab ĆŞ v2 ěŘ ćĄÞä ýŚŢ c(w) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ - w = ab ýùÂźĂŢ ýøď F (w)ÓČì :2 ÛØł

ýĆóŚśœć Œþ ,(θ0, θ1, . . . , θk) w ýùÂźĂŢ ø ÓČì ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ßČŞ ýŚûĆþøŘě ĆóŚśœć 1.4 ùÀûŚÈõ

.ťĺŘ ýćĄãň

ýŚûťóŚ§ ěŘ ŒþôŘÀî ùÀłćŚþ ýŚûĆþøŘě ĆóŚśœć ýŘÂŞ Ćî ßþŘ ĆŞ ĆţÆŞ ø ùÀûŚÈõ ßþŘ ÂŞ üĂţśõ

:ćĄłüõÉ£Èõ c(w) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,ÀłŚŞ ďŘÂìÂŞ Âþě

.c(w) = xi ťóŚ§ ßþŘ ďć .ťĺŘ 90◦ ýøŚÆõ θi Ûůõ ŚûĆþøŘě ěŘ üØþ (1

ěŘ ćĄÞä ýŚŢ c(w) ťóŚ§ ßþŘ ďć .À œďŘć ćĄŻø θi+1 > 90◦ ø θi < 90◦ ďøŚźõ ýĆþøŘě øć (2

.ťĺŘ w ĆŞ vi+1
.c(w) = aťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀœÂŮïďÃŞ 90◦ ěŘ ĆóŚśœć ďć ŚûĆþøŘě ôŚÞŮ (3

.c(w) = bťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀœÂŮŒİĄî 90◦ ěŘ ĆóŚśœć ďć Śû ĆþøŘě ôŚÞŮ (4

ÝţþďĄÚóŘ Û§ŘÂõ 2.1.4

:ćĄłüõ üÏ Âþě ýŚûôÀì ,q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ťêŚþďć ôŚÚĂû

.Ćœ Śþ ťĺŘ öÀþć ÛŞŚì s ěŘ q ŚþŊ Ćî ßþŘ ñÂţĂî (1

.ÀĂîüõ ŘÀŻ Vq ěŘ Řď s Ćî w ýùÂźĂŢ ýĆśĺŚ¡õ (2
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q

s

a

c

b

.ćďŘÀœ üţČňŚą ßČĂİ ac Ćî üŮďĄň ďć ťĺŘ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ Œþ ab ÍąùďŚŢ :3 ÛØł

.c(w) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ýĆśĺŚ¡õ (3

öŚõě ďć ôÀì Ćĺ Âû ťĺŘ ôěĎ ,ćŘć ¿ĺŚ Ţ ŘďŚî ŰďĄň ĆŞ Řď ĄŻøğÂŢ öŘĄţ Ş Ćî ßþŘ ýŘÂ Ş

ýŘÂŞ ,ÀłŚ Ş ùÀł ĆśĺŚ¡õ ľěŘćÂŢÇČŢ ďć SPM (s) Ćî ßþŘ ŋÂê Ś Ş .ÀĂłŚ Ş ŘÂŻŘ ÛŞŚì üÞţþďŚÚó

,ÀłŚŞ q ÛõŚł ñĄÜĺ ýĆÈþď s ÂðŘ .ÝČĂî üŞŚþŚŻ ùÀłćŚþ ýĆÈÖœ ďć Řď q ťĺŘ üêŚî ñøŘ ôÀì ñÂţĂî

ěŘ ,ôøć ôÀì ôŚźœŘ ýŘÂŞ .ÀĂîüõ ŘÀČŢ ĆÞŮŚą ÝţþďĄÚóŘ ťóŚ§ ßþŘ ďć ø ÀœÀþć ÛŞŚì Ýû ěŘ ĆÎÖœ øć ùŚÚœŊ

ßþÂŮùŚŮĄî ýøď P ğŘbď ßþÂąŊ ŚŞ ÀĂîüõ ŘÀŻ Vq ěŘ Řď s Ćî ýŘùÂźĂŢ Ćî ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ĆţØœ ßþŘ

ýĆÈÖœ ďć q üŞŚþŚŻ ŚŞ ôøć ø ñøŘ ôÀì øć Âû ,ßþŘÂŞŚĂŞ .(1 ÛØł) ćĄłüõÉ£Èõ q ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ

.ÀĂţÆû ôŚźœŘ ÛŞŚì O(log n) öŚõě ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ďć Řď ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ôŚÞŮ ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆÜ§Âõ ďć ,c(w) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ßţêŚþ ýŘÂŞ

x ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ěŘ ýŘùÂźĂŢ ,ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ Œþ ěŘ ďĄÑĂõ .ÝþÂČðüõ ÂÑœ

öĄİ ,ťĺŘ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ Œþ ab ÍąùďŚŢ ,3 ÛØł ďć ñŚůõ ýŘÂŞ .ÀĂî ŘÀŻ Vx ěŘ Řď s Ćî ťĺŘ

ěŘ Řď s Ćî ťĺŘ Vq ěŘ ýŘùÂźĂŢ ab ø ťÆČœ Àþć ÛŞŚì s ěŘ Ćî ćďŘć ćĄŻø (ÛØł ďć q ÀĂœŚõ) ýŘĆÎÖœ

Řď öŊ öŘĄţœ ćĄłüõ űäŚŞ ø ćďŘÀœ ćĄŻø ac ÍąùďŚŢ ýŘÂŞ ýŘĆÎÖœ ßČĂİ ,ÛŞŚÖõ ďć .ÀĂîüõ ŘÀŻ öŊ

.ćďøŊ ŠŚÆ§ ĆŞ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ Œþ

ÀłŚŞ P ěŘ üĺŚØãœŘ ğŘbď Œþ a ÀČĂî ŋÂê ,ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ôŚÞŮ öćÂî É£Èõ ýŘÂŞ

ďć ßØÞõ ýĄŻøğÂŢ ŕŚÖœ ôŚÞŮ ÂðŘ .(ÀłŚŞ ÂţÈČŞ 180◦ ěŘ ćěŚĺüõ P ÛąŘć Ćî ýŘĆþøŘě Ćî üĺŘbď)
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a

(a)

a

x
s

e1 e2

(b)

ŒŮ :ťĺŘď .a üĺŚØãœŘ ğŘbď ñĄ§ ýŚûùÂźĂŢ ùÀĂĂî É£Èõ ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ øć :šİ :4 ÛØł
.ťĺŘ π(s, a) ýøď ğŘbď ßþÂąŊ x .ťĺŘ a ñĄ§ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ýùÀĂĂî É£Èõ Ćî ýŘùěŚŞ

ÛňŘø ÍąùďŚŢ ćŘÀţõŘ ěŘ Ćî ÀĂĂîüõ ćŚźþŘ a ŚŞ ÂÒŚĂţõ Řď ŚûùÂźĂŢ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď P

ĆŞ a ĆŞ ŸćŚ§ ñŚþ øć öćŘć ćŘÀţõŘ ěŘ Ćî ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ øć ŚŞ ĆäĄÞźõ ßþŘ .ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ a ĆŞ ŚúœŊ

,ÀĂţÆû ĆäĄÞźõ ßþŘ ďć Ćî üþŚûùÂźĂŢ ôŚÞŮ ŚõŘ .(šİ - 4 ÛØł) ćĄłüõÉ£Èõ ÀĂþŊüõ ťĺć

ÀČĂî ŋÂê ,ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ĆŞ ĆäĄÞźõ ßþŘ öćÂî ćøÀ¡õ ýŘÂŞ .ÀĂţÆČœ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ

,ćĄł âìŘø ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ øć Âû ěŘ ŽďŚą x ÂðŘ .ćďÁðüõ öŊ ěŘ π(s, a) Ćî ťĺŘ üĺŘbď ßþÂąŊ x

Ćî ýŘùěŚŞ ÛąŘć x ÀČĂî ŋÂê ,ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć .ćďŘÀœ ćĄŻø a ñĄ§ ýŘùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ žČû

- 4 ÛØł - ÀĂţÆû x ĆŞ ŸćŚ§ ñŚþ øć e2 ø e1) ćÂČÚŞ ďŘÂì ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ e1 ćŘÀţõŘ ø e2 ßČŞ
ýùÀĂĂî É£Èõ ,ťĺŘ ax ÍąùďŚŢ ø e1 ćŘÀţõŘ ĆŞ ćøÀ¡õ Ćî ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ ,ťóŚ§ ßþŘ ďć .(ťĺŘď

.ÝČûćüõ ÇþŚÞœ Sep(a) ŚŞ Řď öŊ Ćî ťĺŘ ßØÞõ ýùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ĆäĄÞźõ

ýùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ĆäĄÞźõ ,a Ûůõ P üĺŚØãœŘ ğŘbď Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî ťĺŘ ßþŘ Śõ éÀû

,ćďŘć ÕÜãŮ öŊ ĆŞ w ýùÂźĂŢ Ćî ýŘĆäĄÞźõ ßţÆœŘć ŚŞ Ćî ÝČĂî ěŘÂêŘ üþŚûĆäĄÞźõ ĆŞ Řď a ŚŞ ÂÒŚĂţõ1üäŚãł ýøďŚŻ Œþ üÏ ,ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ Řď c(w) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ üþŘďŚî ěÂÏ ĆŞ öŘĄţŞ

:ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ øďŚŻ ßþŘ ďć ćŘÀąď áĄœ øć .ÝþďøŊ ťĺć ĆŞ Řď ěŘÂêŘ ßþŘ ÝČĂîüõ üãĺ ,a ñĄ§

öŊ ďć Ćî üþŚûĆþøŘě ø (ùěŚ Ş ýŚûćŘÀąď) ÀĂîüõ ÂČ Čç Ů π(s, c) ğŘbď ßþÂąŊ öŊ ďć Ćî üþŚûĆþøŘě

üĺďÂŞ Řď ćŘÀąď áĄœ øć ßþŘ ěŘ Œþ Âû ĆõŘćŘ ďć .(ÓČì ýŚûćŘÀąď) ćĄłüõŋĄä ÓČì ďŚţąŚĺ

radial sweep1
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a b

u1

u2

u3

u4

u5

`0

`1

`2

`3

ôŚÞŮ ýĆäĄÞźõ `3 ø `0 ĆŞ ćøÀ¡õ ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ - a ñĄ§ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ěŘÂêŘ :5 ÛØł
ýŚûćŘÀţõŘ ĆŞ a ěŘ ùÀł ďćŚň ýŚûćĄÞä řČŮÂŮ ĆŞ `2 ø `1 .ÀĂîüõ ÓþÂãŮ Řď ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ

.ÀĂţÆû v3v4 ø v3v2
.ÝČĂîüõ

ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď

ÀČĂî ŋÂê ,α ≤ ϕ ≤ α′ ýŘÂŞ .ÀłŚŞ ùÀł ÓþÂãŮ [α, α′] ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ ÍĺĄŮ Sep(a) ÀČĂî ŋÂê

Ć Ş a ěŘ ùÀł ďćŚň ýŚ ûćĄÞä .ÀłŚ Ş ϕ ýĆ þøŘě ø a üþŚ ú ţ œŘ ýĆÎ Ö œ Ś Ş ýŘùÂź Ă Ţ ýùÀ Ă þŚ Þ œ wϕ

øć ßþŘ ßČŞ wϕ ýùÂźĂŢ ÂðŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď vi+1x + i + 1 ø vixi ÀĂœŚõ ÓČì ěŘ ñŚþ øć ýŚûćŘÀţõŘ

ćĄÞä ýŚŢ ,c(wϕ) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,ßþŘÂŞŚĂŞ .θi+1 > 90◦ ø θi < 90◦ ťÔð öŘĄŮüõ ,ćĄł âìŘø ćĄÞä

ø v3v2 ýŚûćŘÀţõŘ Ć Ş ùÀł ďćŚň ýŚûćĄÞä `2 ø `1 ,5 ÛØł ďć ,ñŚůõ ýŘÂŞ .ťĺŘ wϕ ĆŞ vi+1 ěŘ
ĆŞ v3 ěŘ ćĄÞä ýŚŢ ,ĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,`2 ø `1 ßČŞ üőÂê ýùÂźĂŢ Œþ ýŘÂŞ ,ßþŘÂŞŚĂ Ş .ÀĂţÆû v3v4
Řď ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ,ÓČì ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ĆŞ ùÀł ďćŚň ýŚûćĄÞä ĆäĄÞźõ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ùÂźĂŢ

ñĄ§ ùÂźĂŢ Œþ öŘďøć Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÀĂîüõ ÂČČçŮ π(s, c) ğŘbď ßþÂąŊ öŊ ďć Ćî ÀĂĂîüõ É£Èõ

ŘďùÂźĂŢ ø ÓČì ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ßČŞ ýŚûĆþøŘě ÓČì íĄœ ťÞĺ ĆŞ ťĺŘ öŊ Âĺ Œþ Ćî üĺŚØãœŘ ğŘbď

.ťĺŘ O(n) ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ ,Àûćüõ ÇûŚî
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ÓČì ýŚûćŘÀąď

ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě Sep(a) ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ýøď ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ĆţØœ ßþŘ ĆŞ

öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ .ÀłŚŞ ùÀł ćøÀ¡õ w′
α ø wα ÍĺĄŮ Ćî ťĺŘ Va üĂãþ a Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ

ÓČì ďŚţąŚĺ ,ÀĂîüõ ďĄśä Va ýŚûğŘbď ěŘ ùÀĂĂîøďŚŻ ýùÂźĂŢ öŊ ďć Ćî üŮŚÑ¡ó Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ

ßþŘ ĆÜßÆõ .ćďŘć ćĄŻø ÓČì ćŘÀąď O(n) ÂůîŘÀ§ ,üĺŚØãœŘ ğŘbď Âû ýŘÂŞ ,ßþŘÂŞŚĂŞ .ÀĂîüõ ÂČČçŮ

ÝČ Ăîüõ ŋÂê .ÝþěŚĺ ôŚÚĂú Ş üþŘďŚî ěÂÏ Ć Ş Řď ÓČì ďŚ ţąŚĺ ŰŚÑ¡ó ßþŘ ďć ÝČ œŘĄ ţ Ş Ćî ťĺŘ

ťĺŘ ßþŘ ÓČì ďŚţąŚĺ ýŘďŚî ýěŚĺ ôŚÚĂúŞ ÀČÜî .ÀœŘùÀł ĆśĺŚ¡õ Ûśì ěŘ Va ø SPM (s) ø SPT (s)

ěŘ üØþ ,Śõ ýďŘÁðćŚÞœ ÕśÏ .ÝČĂî áøÂł s ĆŞ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ ßþÂŮŒþćÃœ ěŘ Řď øďŚŻ ÀĂþŘÂê Ćî

.ťĺŘ wα ÝČĂîüõ ŋÂê ŚźĂþŘ ďć Ćî ÀœďŘć Řď ťČňŚą ßþŘ w′
α ø wα

,ÀĂîüõ öŘďøć a ñĄ§ øďŚŻ ýùÂźĂŢ Ćî üóŚ§ ďć .ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ wα ýøď Řď ÓČì ŘÀţŞŘ ďć

ßþŘ ÂČŹŚbŮ ŚúĂŮ ,ÀłŚśœ P üĺŚØãœŘ ğŘbď Œþ p ÂðŘ .ÝČĺÂŞ p ÀĂœŚõ Va ěŘ ýÀþÀŻ ğŘbď ĆŞ ťĺŘ ßØÞõ

ßþŘ ÂČè ďć .ÀĂîüõ ťîÂ§ öŊ ýøď øďŚŻ ùÂźĂŢ íÂ¡ţõ ýŚúţœŘ Ćî ťĺŘ üóŚþ öćÂî ÂČČçŮ ćŘÀąď

ĆêŚőŘ ÓČì ĆŞ üþŚûğŘbď ťĺŘ ßØÞõ ßþŘ ø ÝþŘùÀČĺď SPT (s) ěŘ üœŚČõ ýùÂð Œþ ĆŞ Śõ ,ŰďĄň

ďć ßþŘ .ćĄÈŞ ÃČœ ÓČì ěŘ ŚûğŘbď üÌãŞ éÁ§ řŻĄõ ťĺŘ ßØÞõ ÀþÀŻ ğŘbď öÀł ĆêŚőŘ .ÀĂî

ýŘÂŞ .ÀłŚśœ ïÂŞ ÀþÀŻ ğŘbď öćÂî ĆêŚőŘ ěŘ Ûśì ùÀł ĆêŚőŘ ùěŚŮ ğŘbď ÀóŘø Ćî ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ üţóŚ§

Řď x3 ø x2 ŕŚÖ œ øďŚŻ ýùÂźĂŢ Ćî üõŚÚĂû .ćĄłüõ Ś Ă Ş ax1 ýøď ĆČ óøŘ ÓČì ,6 ÛØł ďć ñŚůõ
ĆêŚőŘ ÓČì ĆŞ ÀþÀŻ ğŘbď Œþ ,x4 ďć.ÀœĄłüõ ĆêŚőŘ ÓČì ĆŞ ýÀþÀŻ ýŚûğŘbď ,ÀĂîüõ ŰŚìĚõ
ĆêŚőŘ ŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ĆäĄÞźõ ĆŞ ÓČì ýŚûñŚþ ěŘ üØþ ćŘÀţõŘ öŘĄĂä ĆŞ ÃČœ ßČİÍą ÍąùďŚŢ ø ćĄłüõ

.ÀœĄłüõ éÁ§ ÓČì ěŘ ŚûğŘbď ěŘ ýćŘÀãŮ ôŚÚĂû ßČÞû ďć .ćĄłüõ

ěŘ ùÀł ŰŚìĚõ üĺŚØãœŘ ğŘbď ßþÂąŊ ĆÈČÞû ťĺŘ ôěĎ ,ÓČì ďŚţąŚĺ ďć ÂČČçŮ ñŚÞäŘ ýŘÂŞ

ćĄł ñŚÞäŘ ÓČì ďŚţąŚĺ ďć ÀþŚŞ Ćî Řď ýÂČČçŮ ,áĚÏŘ ßþŘ ßţłŘć ŚŞ .ÝČłŚŞ ĆţłŘć ÂÏŚą ĆŞ Řď Va
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a

x1
x2 x3

x4

x5

ýùćøÀ¡õ ax5 ø ax1 ßČŞ ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ - a üĺŚØãœŘ ğŘbď Œþ ýŘÂŞ ÓČì ýŚûćŘÀąď :6 ÛØł
P ýŚûñŚþ ,ÝČ£ő ÀţÞõ ŕĄÎą .ćĄłüõ ěŚèŊ ax1 ěŘ øďŚŻ .ÀĂîüõ ÓþÂãŮ Řď ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ
Řď øďŚŻ ýùÂźĂŢ ťČãőø ßČİĆÎÖœ ŕĄÎą .ÀĂţÆû ÓČì ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ íěŚœ ÀţÞõ ŕĄÎą .ÀĂţÆû
.ťĺŘ x4 ŰŚìĚõ ěŘ ÅŢ ùÀł ĆêŚőŘ ćŘÀţõŘ ßČİÍą ÍąùďŚŢ .ÀĂûćüõ öŚÈœ ÓČì ýŚûćŘÀąď ďć

ĆţłŘć řŮÂõ ďĄÏ ĆŞ Řď ĆČóøŘ ÓČì ýŚûğŘbď ťĺŘ ôěĎ ,ßČĂżÞû .ćÂî ĆśĺŚ¡õ ťŞŚŹ öŚõě ďć öŘĄŮüõ

ťąŚĺ ÝţþďĄÚóŘ ďć ñøŘÕÞä ÇþŚÞČŢ öŚþÂŻ ďć üţÈðěŚŞ ýŚûüœŘĄąŘÂê ÀþŚŞ ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ .ÝČłŚŞ

ďŚ ţąŚĺ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÀœĄł ôŚźœŘ (ćÂðťäŚĺ Ěf ůõ) üÊ£Èõ ťúŻ ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ýĆÈÖœ

öŚõě ďć ÓČì ýŚûğŘbď üŞŚþěŚŞ ćĄłüõ ùÂČąč üţÈÚœŘ ýĄźţÆŻ ťąďć ďŚţąŚĺùćŘć ďć ŚûÓČì

.ťĺŘ ßØÞõ üÎą

ďĄÏ ĆŞ Ćî ÝþďŘć ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ O(n) ěŘ ýŘĆäĄÞźõ a ğŘbď Œþ ýŘÂŞ ,Àł ĆţÔð ĆżœŊ ÕŞŚÎõ

ŚŞ Řď öŊ ýøŚ§ ýùěŚŞ öŘĄŮüõ ,ĄŻ ø ğÂŢ ýùÂźĂŢ ťêŚþďć ôŚÚĂû ßþŘÂŞŚĂŞ .ÀœŘùÀł ùÂČąč řŮÂõ

ôŚźœŘ ťŞŚ Ź öŚõě ďć ĆĂ Čú Ş ýĆÎÖ œ öćďøŊ ťĺć ĆŞ öŊ ěŘ ÅŢ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ üþøćøć ýĄźţÆŻ

.ćĄłüõ

:ÀĂ§Âł ßþŘ ĆŞ ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆÜ§Âõ ďć ùÀł üÏ ýŚûôÀì ,ĆňĚą ďĄÏ ĆŞ

.ßî ĆśĺŚ¡õ Řď SPM (s) ø SPT (s) (1

:ùÀŞ ôŚźœŘ Řď Âþě ýŚûôÀì a üĺŚØãœŘ ğŘbď Âû ýŘÂŞ (2
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Sep(a) ýĆśĺŚ¡õ (a)

ťĺŘ ćøÀ¡õ Sep(a) ĆŞ Ćî Va ěŘ üÈ£Ş ýĆśĺŚ¡õ (b)

ÓČì ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ø ĆČóøŘ ÓČì ýĆśĺŚ¡õ (c)

ĆŞ üðÀČĺď ø s ĆŞ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ ßþÂŮŒþćÃœ ěŘ áøÂł ŚŞ üäŚãł ýøďŚŻ ôŚźœŘ (d)

.ùÀł ĆŐŘďŘ ŰŚ¡ČőĄŮ ÕśÏ ŚûćŘÀąď

ôÀì .ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì ]54[ öŘÂÚþć øğŚśþĄð ÝţþďĄÚóŘ ŚŞ O(n) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć 1 ôÀì

ßþÂŮùŚŮĄî ťąďć ßţłŘć ŚŞ O(log n) öŚõě ďć Ćî ťĺŘ π(s, a) ýøď ğŘbď ßþÂąŊ ßţêŚþ ÛõŚł a2

ø öŚõě ďć ]67, 66[ üó Ýţ þďĄÚ óŘ Ś Ş b2 ôÀì ďć Àþć ťČÜ ŞŚ ì ýĆśĺŚ¡õ .ťĺŘ ôŚźœŘ Û ŞŚ ì Â ČÆõ

ěŘ ÝČÖţÆõ ďĄÏ ĆŞ c2 ôÀì ďć öŊ ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ø ÓČì ýĆśĺŚ¡õ .ćĄłüõ ôŚźœŘ üÎą ýĆÑêŚ§

ćŘÀąď áĄœ øć Âû ĆŞ üðÀČĺď ø ĆśĺŚ¡õ ÛõŚł d2 ôÀì .ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ O(n) öŚõě ďć SPM (s)

.ÀĂţÆû üðÀČĺď ÛŞŚì ťŞŚŹ öŚõě ďć ôŘÀî Âû ø ťĺŘ O(n) ŚûćŘÀąď Ûî ćŘÀãŮ .ťĺŘ

Âû Ś Ş ÂÒŚĂţõ ěŘÂêŘ ýùěŘÀœŘ .ćĄłüõ üĺŚØãœŘ ğŘbď Âû éÂň O(n) öŚõě Ûî ďć ßþŘÂŞŚ Ă Ş

Ûî öŚõě ćďŘć ćĄŻø P ďć ťĺć ßþŘ ěŘ ğŘbď O(n) Ćî ŚźœŊ ěŘ .ťĺŘ O(n) ÃČœ Śû ğŘbď ßþŘ ěŘ Œþ

.ťĺŘ O(n2) ÃČœ ŚûěŘÂêŘ ýďŘÀúÚœ ýŘÂŞ ěŚČœ ćďĄõ ýĆÑêŚ§ ø ťĺŘ O(n2)ľěŘćÂŢÇČŢ
üłøď ŚŞ Řď ÀĂîüõ ŘÀŻ Vq ěŘ Řď s Ćî w = ab ýùÂźĂŢ ŘÀţŞŘ ÃČœ ĄŻøğÂŢ Œþ ťêŚþďć ôŚÚĂû

öŚõě ßþŘ ,ťĺŘ ùÀł ĆţąŚĺ ľěŘćÂŢÇČŢ öŚþÂŻ ďć SPM (s) Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÝČĂîüõ ŘÀČŢ Àł ĆţÔð Ćî

O(log n) öŚõě ĆŞ a ŚŞ ÂÒŚĂţõ ěŘÂêŘ ďć ùÂźĂŢ üþøćøć ýĄźţÆŻ ,öŊ ěŘ ÅŢ .ćĄŞ ÀûŘĄą O(log n)

ĆŞ .ćĄłüõ ĆśĺŚ¡õ ťŞŚŹ öŚõě ďć c(w) ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,w ÛõŚł ýùěŚŞ öćďøŊ ťĺć ĆŞ ŚŞ ø ćďŘć ěŚČœ

.ćĄłüõ ĆňĚą Âþě ýĆČÌì ďć Ç£Ş ßþŘ ýĆźČţœ řČŮÂŮ ßþŘ

O(n2) öŚõě ďć öŘĄŮüõ Řď P öøďć s ýùÀłùćŘć ŘbÀśõ ýĆÎÖœ ø P ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ 1.4 ĆČÌì
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ßþŘ ĆŞ üþĄŻøğÂŢ öŊ ŚŞ öŘĄţŞ Ćî ćďøŊ ťĺć ĆŞ O(n2) ýùěŘÀœŘ ŚŞ ýďŚţąŚĺùćŘć ø ćÂî ľěŘćÂŢÇČŢ
ßþÂŮÝî Ćî Řď c ýĆÎÖœ ,q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ýŘÂŞ :ćŘć ¿ĺŚŢ O(log n) öŚõě ďć Řď ŰďĄň

ÃČœ c ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî .ÀČĂî ĆśĺŚ¡õ ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì q ěŘ ø ÀłŚŞ ĆţłŘć s ěŘ ŒþěćĄŐę ýĆÜňŚê

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì ÂČÆõ ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ýŘĆĂþÃû ťąŘćÂŢ ŚŞ

É£Èõ ÀÊÖõ ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 2.4

ďć ùÀł ŘÀČŢ ÂČÆõ Ćî ŰďĄň ßþŘ ĆŞ ÝþěŘćÂŢüõ ÂŮÀČaÖõ üţóŚ§ ďć ĆÜßÆõ üĺďÂŞ ĆŞ Ç£Ş ßþŘ ďć

ÀłŚŞ ğŘbď n Ś Ş ùćŚĺ üãÜőÀĂİŒþ P ÀČĂî ŋÂê .ććÂðÂŞ üÊ£Èõ ÀÊÖõ ĆŞ ÀþŚ Ş Ûśì ťóŚ§

(P, s, t) ýćøďø ľěŘćÂ ŢÇČ Ţ Ć Ü ßÆ õ éÀû .À ĂłŚ Ş ùÀł ùćŘć öŊ ďć t ø s ÀÊÖ õ ø ŘbÀ ś õ ŕŚ Ö œ ø

,q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ýŘěŘ ĆŞ :ćŘć ¿ĺŚŢ ťĺć ßþŘ ěŘ üþĄŻøğÂŢ ĆŞ öŘĄţŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ

,2.3 Ýó ÕśÏ .ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì ÂČÆõ ěŘ ĆÎÖœ Œþ ÛìŘÀ§ ěŘ q Ćî ÀČŞŚČŞ Řď t ø s ßČŞ ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ýĆÎÖœ ýŘĆÎÖœ ßČĂİ ĆŞ .ćďŘć íŘÂţłŘ öŊ ŚŞ c ÀĂœŚõ ĆÎÖœ Œþ ďć ÍÖê ø ćĄłüÞœ Vq ćďŘø ÂČÆõ ßþŘ

áĄœ øć ÃČœ ťóŚ§ ßþŘ ďć ,ťĺŘ ěŚŞ öŊ ÀÊÖõ Ćî ĆÜßÆõ ěŘ üţóŚ§ ÀĂœŚÞû .ÝČþĄðüõ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ

ôøć áĄœ ø ťĺŘ ùÀł ćŚþ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ ßţêŚþ ñøŘ áĄœ éÀû .ćĄłüõ ÓþÂãŮ ĄŻøğÂŢ

ñøŘ áĄœ ýĄŻøğÂŢ Ćî ćĄł ôŚźœŘ ýďĄÏ ÀþŚŞ ľěŘćÂŢÇČŢ .ćĄłüõ ÛõŚł ÃČœ Řď ÂČÆõ ćĄą ßţêŚþ

üŻøÂą ÂČÆõ ñĄÏ k) ÀĂłŚŞ üþĄð¿ĺŚŢ ÛŞŚì O(k + log n) öŚõě ďć ôøć áĄœ ø O(log n) öŚõě ďć

.(ťĺŘ

:ćďŘć ćĄŻø Âþě ýŚûťóŚ§ áĄìø öŚØõŘ q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ ťČãìĄõ ĆŞ ĆţÆŞ

ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚì q ěŘ (øć Âû Śþ) t Śþ s (1

.ťĺŘ

ěŚŞ .(ÀœŘùÀł ŘÀŻ Vq ěŘ ŰøŚÔţõ ýùÂźĂŢ øć ÍĺĄŮ üĂãþ) ÀĂţÆû üãÜőÀĂİ řČŻ øć ďć t ø s (2
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.ťĺŘ ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ĆÎÖœ øć ßþŘ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ýû ťóŚ§ ßþŘ ďć

ĆŞ ÀþŚŞ ťóŚ§ ßþŘ ďć .ćĄłüõ ŘÀŻ Vq ěŘ w ŚŞ Ćî ÀĂţÆû üãÜőÀĂİ řČŻ Œþ ďć øć Âû t ø s (3

s ßČŞ ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ëŚÊóŘ ěŘ ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ø ÝþćÂÚŞ c(w) ýĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ñŚśœć

.ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ t ĆŞ c(w) ø c(w) ø

,ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆÜ§Âõ ďć Ćî ßþŘ ŋÂê ŚŞ .ťĺŘ ýŘùćŚĺ ďŚî ñøŘ ťóŚ§ øć öćŘć ÉČ£ÈŮ

q üŞŚþŚŻ ŚŞ öŘĄŮüõ ,ÀœŘùÀł ľěŘćÂŢÇČŢ ĆÎÖœ üŞŚþŚŻ ýŘÂŞ ø ÀœŘùÀł ĆśĺŚ¡õ SPM (t) ø SPM (s)

,öćĄś œ Àþć ÛŞŚ ì ŰďĄň ďć ø Ć œ Ś þ ťĺŘ Àþć ÛŞŚ ì t Ś þ s ěŘ q Ś þŊ Ćî ÀČÞúê Ďf øŘ ĆÈÖ œ øć ßþŘ ďć

ßþŘ Ćî ÝČĂîüõ ýďøŊćŚþ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ ÀĂîüõ ŘÀŻ Vq ěŘ Řď ĆÎÖœ øć ßþŘ ěŘ Œþ Âû Ćî Řď ýŘùÂźĂŢ

øć ßþŘ Ćî üŮďĄň ďć .ÀœĄłüõ É£Èõ π(t, q) ø π(s, q) ýøď ŚûğŘbď ßþÂąŊ ÍĺĄŮ ŚûùÂźĂŢ

ŽŘÂ£ţĺŘ ÛŞŚì ŚúœŊ ýŚûĆÈÖœ ěŘ Ćî t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî öÀœŘćÂðÂŞ ŚŞ ,ÀĂłŚŞ ŰøŚÔţõ ùÂźĂŢ

ýŚûďŚţąŚĺ ßţłŘć ŋÂê ŚŞ) ĎŚŞ ñŚÞäŘ ôŚÞŮ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ .ÝþŘĆţêŚþ Řď ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ťĺŘ

ßþŘ ĆŞ .ÀĂţÆû ôŚźœŘ ÛŞŚì O(log n) öŚõě ďć ,(ÀœŘùÀł ĆţąŚĺ ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆÜ§Âõ ďć Ćî řĺŚĂõ

ŘÀŻ Vq ěŘ Řď ĆÎÖœ øć Âû w ýùÂźĂŢ Ćî ťĺŘ ôĄĺ ťóŚ§ ďć ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ßţêŚþ Śõ éÀû ,řČŮÂŮ

.ÀĂîüõ

ýŘĆþŚŢ ÝČûŚÔõ ø ŚûÓþÂãŮ 1.2.4

.ÝČţÆû üØţõ ÓČì ďŚţąŚĺ ÂŞ ÃČœ ŚźĂþŘ ,ĆÜßÆõ üÜśì ťóŚ§ ďć ùÀł ùćŚÔţĺŘ ÝČûŚÔõ ø ŚûÓþÂãŮ ÂČÑœ

ùÀł ĆţąŚĺ ýŚûÓČì ýŘÂŞ Řď Ft(w) ø Fs(w) ýŚûćŚÞœ .ÀĂłŚŞ w ýŚúţœŘ ýĆÎÖœ øć b ø a ÀČĂî ŋÂê

ŘbÀśõ öŘĄĂä ĆŞ t ø s ßţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ řČŮÂŮ ĆŞ öŘÂÚþć øğŚśþĄð ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄŮ

ø a = u0, u1, . . . , ums
, ums+1 = břČŮÂŮ ĆŞ Řď ÓČì øć ßþŘ ýøď ýŚûğŘbď ĆóŚśœć .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ

Fs(w) ÓČì ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ âÏŚÖŮ ŕŚÖœ ßČĂżÞû .ÝČĂîüõŋÂê a = v0, v1, . . . , vmt
, vmt+1 = b
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a = u0 = v0

u1 = v1

u2

u3

u4

v2

v3

u5 = v4

u6 = v5 = bzt
2

zs
1 zs

2 zt
3

zs
3 zs

4

Ç£Ş .ťĺŘ I13 üÚĂČúŞ ýùěŚŞ ,zt2zs1 ÍąùďŚŢ .ab ýùÂźĂŢ ýøď t ø s ŚŞ ÂÒŚĂţõ ÓČì øć :7 ÛØł
.ťĺŘ Cell43 ýÂţÆîŚą

ßČÞû ĆŞ .(zs
ms+1 = b ø zs0 = a ĆźČţœ ďć) ÝČûćüõ ÇþŚÞœ zs

i ŚŞ Řď w ŚŞ uiui+1(0 ≤ i ≤ ms) ÀĂœŚõ

.(7 ÛØł) ÀĂîüõ âÎì zt
j ďć Řď w ,vjvj+1(0 ≤ j ≤ mt) ,ŰďĄň

öćÂî É£Èõ ýŘÂŞ ýÂţõŘďŚ Ţ Ćî Ç£Ş ßþŘ ďć ùÀł ÓþÂãŮ ýŚûćŚÞœ ôŚÞŮ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ďć

ýùÂźĂŢ ÝČĂîüõ ŋÂê ø ÝČĂîüõ éÁ§ Řď ÂţõŘďŚŢ ßþŘ ÀĂØœ ćŚźþŘ üõŚúŞŘ Ćî ŚŻ Âû ,ÀœďŘć ùÂźĂŢ

.ťĺŘ ÂÑœ ćďĄõ w = ab

ÛØł ü ů Ü ů õ ýĆ Č §Ś œ öŘĄ Ă ä Ć Ş Řď Cell(x) ćŚ Þ œ ,Ś ûÓ Č ì ěŘ ü Ø þ ďć x ğŘbď Œ þ ýŘÂ Ş

Fs ÓČì ěŘ ui ğŘbď ýŘÂ Ş ,Â ŮÕ Č ìć ŰďŚ ś ä Ć Ş .Ý Č Ă îü õ ùćŚ Ô ţĺŘ ŕĄ ŞÂ õ ÓČ ì ÛąŘć x Ś Ş ÂÒŚ Ă ţ õ

Ý Č Ă îü õ ÓþÂ ã Ů .Cell(vj) = 4zt
j−1vjz

t
j ,Ft ěŘ vj ğŘbď ýŘÂ Ş ø Cell(ui) = 4zs

i−1uiz
s
i Ý þďŘć

.ćĄłüõ ćøÀ¡õ ÍąùďŚŢ ďŚúİ Śþ Ćĺ ÍĺĄŮ Cellxy Àþć öŘĄŮüõ üţ§Řď ĆŞ .Cellxy = Cellx ∩Celly

ÇČŢ üõŚúŞŘ Ćî üþŚŻ ďć .ÀłŚŞ Θ(n2) ŚûĆČ§Śœ ßþŘ ćŘÀãŮ Ćî ćÂî ćŚźþŘ üŮĎŚ§ öŘĄŮüõ ßČĂżÞû
.(7 ÛØł) ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ Celluivj

ýŚŻ ĆŞ ĆňĚą öŘĄĂä ĆŞ Cell ij ćŚÞœ ěŘ ,ÀþŚČœ

üÚĂČú Ş ýŚûùěŚ Ş ôĄúÔõ ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ś Ş Ûśì ÀĂ œŚÞû ,w ýøď ùÀł ĆţąŚĺ ÓČì øć ßţłŘć Ś Ş

ťóŚ§ ßþŘ ďć üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ÂŮÕČìć ÓþÂãŮ ýŘÂŞ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ Řď ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ öŘĄŮüõ

ğŘbď ßþÂąŊ Ćî w ýøď üÏŚÖœ ĆäĄÞźõ .ÀĂłŚŞ Ft ø Fs ěŘ ğŘbď øć řČŮÂŮ ĆŞ vj ø ui ÀČĂî ŋÂê

ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ğŘbď ßþÂąŊ Ćî üþŚúœŊ ø zs
i−1zs

j ÍąùďŚŢ ťĺŘ ui ŚúœŊ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď
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ÀĂţÆû ŘÀŻ Ýû ěŘ Śþ ÍąùďŚŢ øć ßþŘ .ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď zt
j−1zt

j ÍąùďŚŢ ťĺŘ vj ŚúœŊ ĆŞ t ěŘ ÂČÆõ

ôŚÞ Ů ýĆäĄÞźõ .Ý Č õŚ œüõ Iij(w) Řď öŊ Ć î ťĺŘ ÍąùďŚ Ţ Œþ ÛØł Ć Ş Ś ú œŊ íŘÂ ţłŘ Ć î ß þŘ Ś þ

ýćĄãň řČŮÂŮ ĆŞ Řď ŚûùěŚŞ ßþŘ ÂðŘ .ÀœěŚĺüõ w ýøď Řď Ls,t üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ,Iij ýŚûÍąùďŚŢ

.ÝČûćüõ öŚÈœ I ŚŞ Řď öŊ Ćî ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ ĆóŚśœć Œþ ,ÝČĂî řŮÂõ a ěŘ ĆÜňŚê

Ś Ş Ćî řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćÂî ÛÞä 1.3 Ýó ÕŞŚÎõ öŘĄŮüõ ,üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ öćďøŊ ťĺć ĆŞ Ś Ş

Íą ø uivj ÍąùďŚŢ âÏŚÖŮ ýĆÎÖœ öŘĄĂä ĆŞ Řď Ref ij(w) ,vj ø ui ğŘbď øć ø w ýùÂźĂŢ Œþ ßţłŘć

ťĺŘ Iij ěŘ ýŘĆÎÖœ cij(w) .ťĺŘ ùÀł ćŚþ Íą ĆŞ ťśÆœ vj ýĆĂþÂì vj Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ w ÛõŚł

Iij ýùěŚŞ ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,ĆÎÖœ ßþŘ ĆŞ .ÀłŚŞ ĆĂČÞî t ø s ŚŮ öŊ ýŚûĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî áĄÞźõ Ćî

:Àûćüõ ăď Âþě ťóŚ§ Ćĺ ěŘ üØþ ,Ref ij ťČãìĄõ ğŚĺŘ ÂŞ .ÝČþĄðüõ

.ÝČþĄðüõ ĆĂČúŞ-c ýŘùěŚŞ ßČĂİ ĆŞ .ťĺŘ Ref ij öŚÞû cij ťóŚ§ ßþŘ ďć .ťĺŘ Iij öøďć Ref ij •

a ĆŞ Ćî ťĺŘ Iij ýŚúţœŘ ýĆÎÖœ cij ťóŚ§ ßþŘ ďć .ťĺŘ ÂŮŒþćÃœ a ĆŞ Iij ŕŚÖœ ôŚÞŮ ěŘ Ref ij •

.ÝČþĄðüõ ĆĂČúŞ-a ýŘùěŚŞ ßČĂİ ĆŞ .ťĺŘ ÂŮŒþćÃœ

a ěŘ Ćî ťĺŘ Iij ýŚúţœŘ ýĆÎÖœ cij ťóŚ§ ßþŘ ďć .ťĺŘ ÂŮďøć a ěŘ Iij ŕŚÖœ ôŚÞŮ ěŘ Ref ij •

.ÝČþĄðüõ ĆĂČúŞ-b ýŘùěŚŞ ßČĂİ ĆŞ .ťĺŘ ÂŮďøć

ÀœďŘć Řď t ø s ŚŮ ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ ßþÂŮÝî üØþ {cij(w) | Iij(w) ∈ Ls,t} ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ ßČŞ

ùćŚÔţĺŘ 1.4 Ýó ěŘ ťĺŘ ĆÎÖœ ßþŘ ÛõŚł Ćî ýŘùěŚŞ üþŚĺŚĂł ýŘÂŞ .ťĺŘ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ öŚÞû Ćî

.ÝČĂîüõ

ďć öŊ ěŘ Ûśì ýùěŚŞ Âû ø ĆĂČúŞ-a ,I ďć öŊ ěŘ ÀãŞ ýùěŚŞ Âû ,ÀłŚŞ ĆĂČúŞ-c ýùěŚŞ Œþ Iij ÂðŘ 1.4 Ýó

.ťĺŘ ĆĂČúŞ-b ,I

.ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď I ďć öŊ ěŘ ÀãŞ ĆÜňŚêĚŞ ýùěŚŞ ø ÀłŚśœ I ďć ùěŚŞ ßþÂąŊ Iij ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

ÂÚþć ťóŚ§) .ÀłŚŞ Ii,j+1 ÀČĂî ŋÂê ťČaÜî öćŘć ťĺć ěŘ öøÀŞ .Ii+1,j Śþ ťĺŘ Ii,j+1 Śþ ùěŚŞ ßþŘ
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a b

ui

vj

vj+1

ui
`

x y z

.ťĺŘ ĆĂ Čú Ş-c ýùěŚ Ş Œþ Ćî ÀĂîüõ É£Èõ Řď Iij ýùěŚ Ş xy ÍąùďŚ Ţ - 1.4 Ýó ŰŚś ŹŘ :8 ÛØł
.ťĺŘ ĆĂČúŞ-a ýùěŚŞ Œþ ,ťĺŘ (Iij ýÀãŞ ĆÜňŚêĚŞ ýùěŚŞ) Ii,j+1 Ćî yz ÍąùďŚŢ

vj ýùÀœÂČðÂŞďć Íą ` ø w ĆŞ ťśÆœ ui ýĆĂþÂì ui ÀČĂî ŋÂê (.ťłŘć ÀûŘĄą üúŞŚÈõ ñĎÀţĺŘ ÃČœ

Hb Řď ýÂÚþć ø Ha ťĺŘ a ÛõŚł Ćî Řď ` ÍĺĄŮ ùÀł ćŚźþŘ ýĆ¡ÔňÝČœ øć .(8 ÛØł) ÀĂłŚŞ vj+1 ø
ø áĄőĄõ ßþŘ ěŘ .(ťĺŘ Ha ďć cij ∈ Iij ,ŋÂê ÕśÏ öĄİ) ui ∈ Ha Àþć öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ .ÀČõŚĂŞ

üþŚúţœŘ ýĆÎÖœ ci,j+1 ÅŢ ,ćďŘć ďŘÂì Ha ďć Ref i,j+1 ÝþÂČðüõ ĆźČţœ ťĺŘ ` ýøď vj+1 Ćî ßþŘ
Œþ ÂðŘ ñŚ§ .ťĺŘ ĆĂČúŞ-a ,Iij ýÀãŞ ĆÜňŚêĚŞ ýùěŚŞ ßþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ÂŮŒþćÃœ a ĆŞ Ćî ťĺŘ Ii,j+1
ĆÜňŚêĚŞ ýùěŚŞ ÝþÂČðüõ ĆźČţœ Àł ĆţÔð ĆżœŊ ĆŞ ĆČśł üóĎÀţĺŘ ŚŞ ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ĆĂČúŞ-a ýùěŚŞ

,Iij ýÀãŞ ýŚûùěŚŞ ôŚÞŮ ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ ŔŘÂÖţĺŘ ŒÞî ĆŞ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ĆĂČúŞ-a ÃČœ öŊ ýÀãŞ

2 .ćĄłüõ Iij üÜśì ýŚûùěŚŞ öćĄŞ ĆĂČúŞ-bŰŚśŹŘ ĆŞ ÂźĂõ ĆŞŚÈõ Ěf õŚî üóĎÀţĺŘ .ÀĂţÆû ĆĂČúŞ-a

ĆŞ I ýĆóŚśœć ýŘÂŞ ßØÞõ ýŚûťóŚ§ ťêÂð ĆźČţœ öŘĄŮüõ ,ĎŚŞ Ýó ýĆźČţœ ßţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ

:ťĺŘ ŰďĄň ßþŘ

.ťĺŘ a ,ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ŰďĄň ßþŘ ďć .ÀĂţÆû ĆĂČúŞ-a ŚûùěŚŞ ôŚÞŮ •

.ťĺŘ b ,ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ŰďĄň ßþŘ ďć .ÀĂţÆû ĆĂČúŞ-b ŚûùěŚŞ ôŚÞŮ •
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ěŘ Œþ Âû .ÀĂţÆû ĆĂČúŞ-a ĆóŚśœć ýĆČÖŞ ø ĆĂČúŞ-c ýùěŚŞ Œþ ,ĆĂČúŞ-b ĆóŚśœć ýŘÀţŞŘ ěŘ üÈ£Ş •

ĆĂČúŞ-c ýùěŚŞ ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ ,ßþŘ ěŘ ÛÖţÆõ ŚõŘ ,ÀĂłŚŞ üúŮ ÀĂœŘĄŮüõ ŚúţœŘ Śþ ŘÀţŞŘ Ç£Ş øć

.ťĺŘ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ

ýĆÎÖœ Ćî ťĺŘ üňŚą ťóŚ§ ßþŘ .ÀĂţÆû ĆĂČúŞ-a öŊ ýĆČÖŞ ø ĆĂČúŞ-b ĆóŚśœć ýŘÀţŞŘ ěŘ üÈ£Ş •

íÂţÈõ ýěÂõ ýĆÎÖœ ýøď ø ÕśÎĂõ Ýû ÂŞ ďøŚźõ ýĆĂČúŞ-a ø ĆĂČúŞ-b ýùěŚŞ øć Âû ýĆĂČúŞ

.ćÂČðüõ ďŘÂì ùěŚŞ øć ßþŘ

:ťêÂð ĆźČţœ Řď 2.4 Ýó öŘĄŮüõ ĎŚŞ ŰŘÀûŚÈõ ŚŞ

öŚõě ďć ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ,t ø s ťÔŻ ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ řŮÂõ ĆóŚśœć ßţłŘć ŚŞ 2.4 Ýó

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì O(log n)

ĆźČţœ ĆóŚśœć ýøď üþøćøć ýĄźţÆŻ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ôŚźœŘ ŚŞ ø üÜśì ÿþŚţœ ěŘ Ýó ßþŘ üţĺďć .ŰŚśŹŘ

2 .ćĄłüõ

ľěŘćÂŢÇČŢ ÝţþďĄÚóŘ 2.2.4

üäŚãł ýøďŚŻ Œþ ÍĺĄŮ ,ćĄłüõ đÂÎõ ěŚŞ ÀÊÖõ ŚŞ ĆÜßÆõ Ćî üţóŚ§ ÀĂœŚõ ,ĆÜßÆõ ěŘ ťóŚ§ ßþŘ ďć

ÂÏŚą ĆŞ ŚźĂþŘ ďć .ÝČĂîüõ ěŘÂêŘ Řď ùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ ĆäĄÞźõ ,P üĺŚØãœŘ ýŚûğŘbď öĄõŘÂČŢ

ÍąùďŚŢ Œþ ĆŞ .ÝČĂî ÓþÂãŮ ùďŚŞøć Řď ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ ôĄúÔõ ťĺŘ ôěĎ ,tťŞŚŹ ÀÊÖõ ćĄŻø

Ćî ÀłŚŞ q ÀĂœŚõ üûŘĄ£óć ýĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ýùÂźĂŢ ÂðŘ ÝČþĄðüõ ùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ

ĆäĄÞźõ Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄ Ůüõ üðćŚĺ Ć Ş .(9 ÛØł) À Ăî ŘÀŻ Vq ěŘ Řď t ø s ýĆÎÖ œ øć Âû

.ťĺŘ Sep(a) = Seps(a) ∩ Sept(a) ,q üóŚÞţ§Ř ýĄŻøğÂŢ ŕŚÖœ ěŘ t ø s ýùÀĂĂî ŘÀŻ ýŚûùÂźĂŢ

ÃČœ Sep(a) ,ÀœĄłüõÉ£Èõ ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ Œþ ÍĺĄŮ ôŘÀî Âû Sept(a) ø Seps(a) Ćî ŚźœŊ ěŘ

.ťłŘć ÀûŘĄą üţČňŚą ßČĂİ
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q

st

a

c

b

.ćďŘÀœ üţČňŚą ßČĂİ ac üóø ťĺŘ t ø s ŚŞ ÂÒŚĂţõ ùÀĂĂîŘÀŻ ýùÂźĂŢ Œþ ab ÍąùďŚŢ :9 ÛØł

ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ĆäĄÞźõ ýćŘÀãŮ ĆŞ Sep(a) öćÂî ěŘÂêŘ ,ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆÜ§Âõ éÀû

öŚÆØþ ćĄł c(w) Śþ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ÛõŚł Ćî ýŘùěŚŞ ,(w Ûůõ) ĆäĄÞźõ Œþ ýŚûùÂźĂŢ ôŚÞŮ

ŚŞ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćĄŞ ÀûŘĄą öŚÆØþ π(t, c(w)) ø π(s, c(w)) ğŘbď ßþÂąŊ ,ŰďĄň ßþŘ ďć .ÀłŚŞ

ø ÝČĂî Ć śĺŚ¡õ Řď Vq ěŘ t ø s ýùÀĂĂî ŘÀŻ ýùÂźĂŢ ťĺŘ üêŚî ,q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖ œ ťêŚ þďć

ýĆäĄÞźõ öÀłÉ£Èõ ŚŞ .ÝČŞŚČŞ ľěŘćÂŢÇČŢ ďć ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ěŘÂêŘ ďć Řď öŊ ÛõŚł ýĆäĄÞźõ

.ÀõŊ ÀûŘĄą ťĺć ĆŞ ťŞŚŹ öŚõě ďć ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ,ùÀł ćŚþ

P üĺŚØãœŘ ýŚûğŘbď öĄõŘÂČŢ üäŚãł ýøďŚŻ ÍĺĄŮ ľěŘćÂŢÇČŢ ,ĆÜßÆõ Ûśì ťóŚ§ ÀĂœŚÞû

ýĆÎÖœ ÛõŚł ýùěŚŞ öŊ ďć Ćî ùěŚŞ ćŘÀąď :ćĄłüõ ÓþÂãŮ öŊ ýŘÂŞ ćŘÀąď áĄœ øć ø ćĄłüõ ôŚźœŘ

øć ßþŘ ĆõŘćŘ ďć .ÀĂîüõ ÂČČçŮ ÓČì ďŚţąŚĺ öŊ ďć ĆîÓČì ćŘÀąď ø ćĄłüõ ŋĄä ĆĂČúŞ ğŚÞŮ

.ćÂî ÝČûŘĄą üĺďÂŞ Řď ćŘÀąď

ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď

Ćî üõŚÚĂû Řď ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ďŚţêď ÝþďŘć ěŚČœ ,ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ĆŞ üðÀČĺď ø ľěŘćÂŢ ýŘÂŞ

ćĄł ÓþÂãŮ [α, α′] ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ ÍĺĄŮ Sep(a) ÀČĂî ŋÂê .ÝČĂî üĺďÂŞ ÝČĂîüõ øďŚŻ Řď Sep(a)

ĆŞ Řď vj ø ui ýŚûğŘbď .ÀłŚŞ ϕ ýĆþøŘě ø a ýŚúţœŘ ýĆÎÖœ ŚŞ ýŘùÂźĂŢ wϕ ,α ≤ ϕ ≤ α′ ýŘěŘ ĆŞ ø

wϕ Ś Ş avj ø aui Ćî ýŘĆ þøŘě øć ßČ Ş ěŘ ø ÀþÂ ČÚ Ş ÂÑ œ ďć Ft(wα) ø Fs(wα) ýŚûÓČì ěŘ řČ ŮÂ Ů
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a

u2

u3

u4

v2

v3

ßþŘ ďć .ùÀł ÛČØÈŮ Cij ýŚûÝą ěŘ üþŚûÇ£Ş ěŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÂŮÙœďÂŢ Ćî C∗ Ýą :10 ÛØł
.C42 ø C43 ,C33 ,C23 :ěŘ ÀĂŮďŚśä řČŮÂŮ ĆŞ ÀĂĂîüõ ťîÂł C∗ ßţąŚĺ ďć Ćî üþŚûÝą ,ÛØł

{Ref ij(wϕ) | α ≤ ϕ ≤ β} ŕŚÖ œ ĆäĄÞźõ öŘĄ Ăä Ć Ş Řď Cij .Ý Č õŚ Ă Ş β Řď ßþÂ ţØİĄî ,À œěŚĺüõ

ø ui ßČŞ ěŘ ýŘĆÎÖœ öŊ ýŚúţœŘ Œþ Ćî ćěŚĺüõ Řď ùćŚĺ ýĆţĺĄČŢ Ýą Œþ ,ĆäĄÞźõ ßþŘ .ÝČĂî ÓþÂãŮ

.ťĺŘ ĆţąŚĺ Řď β ýĆþøŘě Ćî ťĺŘ vj

,Â ŮÕČìć ŰďŚśä Ć Ş .ÝČõŚ œüõ C∗ Řď Sep(a) ýŚûùÂźĂŢ ýøď ĆĂ Čú Ş ğŚÞŮ ŕŚÖ œ ĆäĄÞźõ

Cell ij ÛąŘć Ćî Cij ěŘ üþŚûÇ£Ş Ćî ÝþÂČðüõ ĆźČţœ 1.4 Ýó ýøď ěŘ .C∗ = {c(wϕ) | α ≤ ϕ ≤ α′}

.ÀĂîüõ É£Èõ Řď C∗ ďŚţąŚĺ 3.4 Ýó .(10 ÛØł) ÀĂţÆû C∗ ěŘ üþŚûÇ£Ş ,ÀĂłŚŞ

Ćî üþŚûÍąùďŚŢ ø Cij ýŚûÝą ěŘ üþŚûÇ£Ş ëŚÊóŘ ěŘ ø ťĺŘ ùćŚĺ ýĆţĺĄČŢ Ýą Œþ C∗ 3.4 Ýó

.ćĄłüõ ÛČØÈŮ ÀĂţÆû P ýŚûñŚþ ěŘ üþŚûÇ£Ş

.ÀĂî âÎì Řď ćĄą ÀœŘĄŮüÞœ ,ćĄłüõ ÛňŚ§ üäŚãł ýøďŚŻ Œþ ýĆźČţœ ďć C∗ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ŰŚśŹŘ

øďŚŻ ťúŻ ďć Řď Cij Ýą .ÀłŚŞ Cell ij ďć ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ,øďŚŻ ěŘ ýŘĆÑ¡ó ďć ÀČĂî ŋÂê

ßþŘ ÀČĂî ŋÂê ,ťČaÜî öćŘć ťĺć ěŘ öøÀŞ .ÝČĺÂŞ Cell ij ěÂõ ĆŞ ďŚŞ ßČóøŘ ýŘÂŞ ŚŮ ÝČĂîüõ ñŚśœć

öŘĄŮüõ üţ§Řď ĆŞ .Àûć ăď ćďŘć ďŘÂì Cell i,j+1 ñĄÜĺ ŚŞ íÂţÈõ ěÂõ ýøď Ćî x ýĆÎÖœ ďć ëŚÔŮŘ

ôŚÞŮ ýŘÂŞ ťČňŚą ßþŘ .ÀĂĂîüõ âÎì Řď ÂÚþÀØþ x ýĆÎÖœ ďć Ci,j+1 ø Cij Ýą øć Ćî ćÂî üĺďÂŞ

ñŚśœć Řď Cij ýŚûÝą ø ÝČĂî áøÂł c(wα) ěŘ ÂðŘ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ñĄÜĺ ßþŘ ýŚûĆþŚÆÞû
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ťĺć ĆŞ Řď C∗ ťþŚúœ ďć ,ÝČûć ÂČČçŮ ÃČœ ÝČĂîüõ ñŚśœć Ćî Řď üÞą ,ŚûñĄÜĺ ßČŞ ěÂõ ďć ø ÝČĂî

ßþŘ ďć .ćĄłüõ ŽďŚą P üãÜőÀĂİ ěŘ ŚûÝą ěŘ üØþ Ćî ťĺŘ üãìŘĄ õ ÛØÈõ Śú Ă Ů .Ý þďøŊüõ

üÚţĺĄČŢ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćĄłüõ ßþÃÚþŚŻ P ěÂõ ěŘ ŕĄŞÂõ Ç£Ş ŚŞ ÝČĂîüõ ñŚśœć Ćî üÞą ,ŚûÇ£Ş

2 .ćĄłüõ ĆźČţœ P ěÂõ ø Cij ýŚûÝą üÚţĺĄČŢ ěŘ ÃČœ C∗

.ÝČĂîüõ áøÂł ćĄłüõ c(wα) ÛõŚł Ćî ýŘĆČóøŘ ýùěŚŞ ěŘ ,ćŘÀąď ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ

ćĄłüõ ŽďŚą öŊ ěŘ Cij Ýą Ćî Řď ñĄÜĺ ßþŘ ěŘ üóŚþ ,ćĄłüõ Cell ij ñĄÜĺ Œþ ćďŘø C∗ Ćî üõŚÚĂû

ßČČãŮ ćĄłüõ ĆþŚÆÞû ñĄÜĺ Œþ ćďŘø ñŚþ öŊ ěŘ C∗ öŊ ďć Ćî Řď ýÀãŞ ćŘÀąď ŚŮ ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ

.ćĄłüõ ôŚźœŘ ťŞŚŹ öŚõě ďć ĆśĺŚ¡õ ßþŘ ,ćďŘć ñŚþ ďŚúİ ÂůîŘÀ§ ñĄÜĺ Âû Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÀĂî

ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ C∗ Ćî üŮŚãêć ćŘÀãŮ ÀþŚ Ş ùěŚ Ş ýŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ öŘÂî öćďøŊ ťĺć ĆŞ ýŘÂŞ

ćŘÀãŮ ßþŘ ,ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ Cij ýŚûÝą ŰŚãÎì ěŘ C∗ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÝþďŚÞÈŞ ÀĂîüõ âÎì Řď ŚûÓČì

ëŚÔŮŘ üœŚõě ùěŚŞ ćŘÀąď Œþ ,Àł ĆţÔð Ćî ĆœĄðöŚÞû .ÝþďøŊüõ ťĺć ĆŞ ŚûÝą ßþŘ üĺďÂŞ Ś Ş Řď

ø ùÀł ćŚþ Ýą ßČŞ üãÏŚÖŮ ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀĂîüõ âÎì Řď Cell ij ñĄÜĺ ěÂõ Cij Ýą Œþ Ćî ÀţêŘüõ

ćŘÀãŮ ßţêŚþ Śõ éÀû ßþŘÂŞŚĂŞ .Àûćüõ ăď vjvj+1 ø vj−1vj ,uiui+1 ,ui−1ui ýŚûñŚþ ěŘ üØþ ćŘÀţõŘ

ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ .ÀĂî âÎì ÀœŘĄŮüõ ćďÁðüõ vj Śþ ui ěŘ Ćî Řď Íą Œþ Cij Ýą Œþ Ćî ťĺŘ üŮŚãêć

ŰŚśŹŘ ďć Ćî ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ üĺÀĂû ýÂČśãŮ ěŘ ŚźĂþŘ ďć ŚõŘ ,ćÂî ùćŚÔţĺŘ ýÂśŻ ýŚûľøď ěŘ öŘĄŮüõ

.ćĄŞ ÀûŘĄą ÀČÔõ ÃČœ ÂÚþć ńŘĄą üÌãŞ

ğŘbď Œþ a Ćî ťĺŘ w = ab ćĄłüõ áøÂł öŊ ýøď øďŚŻ ŘÀţŞŘ ďć Ćî ýŘùÂźĂŢ ÀČĂî ŋÂê

öćŘć ťĺć ěŘ öøÀŞ ø ÝČźĂĺüõ a ÃîÂõ ĆŞ üśÎì ŰŚÊţ£õ ďć Řď ŕŚÖœ ťČãìĄõ .ťĺŘ P üĺŚØãœŘ

ùćŚÔţĺŘ öŘďøć ÛþÀśŮ Œþ ěŘ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć) ťĺŘ ÂÔň b üśÎì ýĆþøŘě ÝČĂîüõŋÂê ťČaÜî

Ćî üõŚÚĂû .ťĺŘ θi ÂŞŘÂ Ş ui üśÎì ýĆþøŘě ÀČĂî ŋÂê ø ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Fs ÓČì .(ÝČĂîüõ

ui ěŘ ø ťĺŘ a ÃîÂõ ĆŞ Ćî Circi ýùÂþŘć ěŘ Ai öŚÞî ýøď ui ,ÀĂîüõ öŘďøć a ñĄ§ øďŚŻ ýùÂźĂŢ
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ýùěŚŞ Ûî ÂŞŘÂŞ øć öŊ ýùěŘÀœŘ ø ÀĂîüõ áøÂł −θi ýĆþøŘě ěŘ öŚÞî ßþŘ .ÀĂîüõ ťîÂ§ ćďÁðüõ

ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ 4.4 Ýó ,ĎŚŞ ďć ùÀł ćŚþ ŰŚØœ ø ñÀõ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ś Ş .ťĺŘ ùÀł øďŚŻ ýŘĆþøŘě

.ÀþŊüõ ďŚî ĆŞ ŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ

vj ø ui ěŘ ÂČè ĆÎÖœ øć ďć ÂůîŘÀ§ ćďÁðüõ vj Śþ ui ěŘ Ćî Řď ùŘĄ£óć Íą Œþ Cij Ýą Œþ 4.4 Ýó

.ÀĂîüõ âÎì

.Àûć ăď ćďÁðüõ vj ěŘ Ćî ` Íą ø Cij ßČŞ âÏŚÖŮ Œþ ϕ ýøďŚŻ ýĆþøŘě ďć ÀČĂî ŋÂê .ŰŚś ŹŘ

ďć öĄİ .ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ vj ø (ui) wϕ ĆŞ ťśÆœ ui ýĆĂþÂì öćÂî Ûňø ěŘ ,ĆþøŘě ßþŘ ďć Cij ýĆÎÖœ

` ýøď ÀþŚŞ ÃČœ ui ,ćďÁðüõ vj ěŘ ` öĄİ .ťĺŘ ` ýøď ĆÎÖœ ßþŘ ,ťĺŘ ùćŘć ăď âÏŚÖŮ ĆþøŘě ßþŘ

øć ÂůîŘÀ§ ďć ùÀł ćŚþ öŚÞî ø Íą öĄİ .ćďŘć ďŘÂì Ai öŚÞî ø ` âÏŚÖŮ ďć ui ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀłŚŞ

ýŘÂŞ .(11 ÛØł) ťłŘć ÀĂûŘĄą âÏŚÖŮ ýĆÎÖœ øć ÂůîŘÀ§ ÃČœ ` ø Cij ,ÀĂĂîüõ âÎì Řď ÂÚþÀØþ ĆÎÖœ

2 .Àûćüõ Řď ĆźČţœ ßČÞû üúŞŚÈõ ñĎÀţĺŘ ÃČœ ćďÁÚŞ ui ěŘ ` Ćî üţóŚ§

öŚÈœ 5.4 Ýó .ťĺŘ O(n2) ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ Ćî ćĄłüõ ĆźČţœ ŚfÞČÖţÆõ ,4.4 Ýó ýøď ěŘ
.ťĺŘ Ω(n2) ýĆśŮÂõ ěŘ ÃČœ ćŘÀãŮ ßþŘ ßČþŚŢ À§ Ćî Àûćüõ

ĆţłŘć ćĄŻø ùěŚ Ş ćŘÀąď Θ(n2) ćŘÀãŮ Ćî ćÂî ćŚźþŘ ýďĄÏ Řď Ft ø Fs ýŚûÓČì öŘĄŮüõ 5.4 Ýó

.ÀłŚŞ

ŠŚ£ţœŘ ĆœĄÚİ Řď Fs ÓČì ěŘ U = (u1, u2, . . . , uk) ýŚûğŘbď öŚØõ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ ŘÀţŞŘ .ŰŚśŹŘ

Œþ ěŘ áøÂł ýŘÂŞ .ÀĂî âÎì ĆÎÖœ Θ(k) ďć Řď (vjz
t
j ÀĂœŚõ) Ft ěŘ ñŚþ Œþ ćŘÀţõŘ ĆĂČúŞ Ýą ŚŮ ÝČĂî

ßþŘ Ćî ÀłŚŞ üÎą ` ø ÀłŚŞ ćĄÞä w ýĆČóøŘ ťČãìĄõ ÂŞ vjz
t
j ÍąùďŚŢ ÀČĂî ŋÂê ,ùćŚĺ ťóŚ§

ŘbÀśõ a) ťĺŘ ùÀł ŋÂê x ďĄ¡õ ÂŞ ÕśÎĂõ w ýĆČóøŘ ťČãìĄõ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .ćďŘć ÂŞďć Řď ÍąùďŚŢ
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ui

ui

a

vj+1

vj

x

y

Ś Ş ÂÒŚ Ă ţ õ Ć î À ţ êŘü õ ëŚ Ô ŮŘ ĆÎ Ö œ øć ďć Â ů îŘÀ§ vjvj+1 ñŚ þ ćŘÀ ţ õŘ ø Cij Ýą âÏŚ Ö Ů :11 ÛØł
ø Ýą ßČŞ ŚûâÏŚÖŮ ßþŘ ěŘ üØþ ŚźĂþŘ ďć .ćďÁðüõ ui ěŘ Ćî ťĺŘ ýŘùÂþŘć ø ďĄîÁõ ćŘÀţõŘ ýŚûâÏŚÖŮ
Ć Ş ťśÆœ ui ýĆĂþÂì Ćî ťĺŘ üœŚõě Ś Ş ÂÒŚĂţõ Ćî ťĺŘ ùćŘć ăď y ýĆÎÖœ ďć ùÀł ćŚþ ñŚþ ćŘÀţõŘ

.ťĺŘ ùÀł ÕśÎĂõ (x) Circi ýùÂþŘć ø vjvj+1 ćŘÀţõŘ âÏŚÖŮ Œþ ÂŞ (ßČİÍą) øďŚŻ ýùÂźĂŢ
ÀĂłŚŞ ťśůõ vj ýĆÎÖœ y ø x ýĆÔóĄb õ øć Âû ßČĂżÞû .(ćďŘć ÂÔň üśÎì ýĆþøŘě b ø ťĺŘ ŰŚÊţ£õ

.(12 ÛØł)

.ćďŘć ďŘÂ ì (ri, θi) ťČãìĄ õ ďć ui ø ÝþŘĆ ţ êŚ þ U ýŚûğŘbď ýŘÂ Ş ü œŚØ õ ß Č Ăİ ÀČ Ă î ŋÂê

vj ŚŮ ĆÜňŚê üÈûŚî řČŮÂŮ ĆŞ Ćî ŕŚÖœ ěŘ ýŘĆóŚśœć ďć Řď ` Íą C1j , C2j , . . . , Ckj ýŚûÝą ßþŘÂŞŚĂŞ

ýŘÂŞ .(ÀœŘùÀõŊ ťĺć ĆŞ üäŚãł ýøďŚŻ ýĆźČţ œ ďć ŕŚÖ œ ßþŘ öĄİ) ÀĂîüõ âÎì ÀĂţÆû řŮÂõ

ÂŞ .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ Àł ĆŐŘďŘ ĎŚŞ ďć Ćî üĺÀĂû ÂČśãŮ ěŘ ŘfćÀźõ âÏŚÖŮ ŕŚÖœ ťČãìĄõ öćÂî É£Èõ

âÏŚÖŮ Œþ .ÀĂţÆû Ai ø ` ßČŞ âÏŚÖŮ ŕŚÖœ ŚŞ ÂÒŚĂţõ Cij Ýą ø ` Íą ßČŞ ýŚûâÏŚÖŮ ,4.4 Ýó ğŚĺŘ

Řď öŊ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ,ÀłŚŞ üÔĂõ öŊ y ýĆÊţ£õ ÂðŘ ÝČõŚœüõ ßČþŚŢ âÏŚÖŮ Œþ Řď Circi ø ` ßČŞ

ßþŘ ßČþŚŢ âÏŚÖŮ .ÀłŚŞ Circi ø ` ýĎŚŞ âÏŚÖŮ üśÎì ýĆþøŘě γi ÀČĂî ŋÂê .ÝČõŚœüõ ĎŚŞ âÏŚÖŮ Œþ

.Àûćüõ ăď −γi üśÎì ýĆþøŘě ďć øć

ýŚûâÏŚÖŮ ŠøŚĂţõ ďĄÏ ĆŞ ÀþŚŞ ` ŚŞ Ýą ßþŘ âÏŚÖŮ ŕŚÖœ ,ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ ĆĂČúŞ Ýą Ćî ßþŘ ýŘÂŞ
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 1


 2

u1

u2

ďŘćťúŻ ýŚûöŚÞî ÍĺĄŮ Ćî üþŚûĆþøŘě - U ďć ñøŘ ýĆÎÖœ øć ýŘÂŞ ùÀł ćŚźþŘďŚţąŚĺ :12 ÛØł
.ÀĂţÆû ôøć ø ñøŘ ýùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ýŘÂŞ ôěĎ ýøďŚŻ ďŘÀÖõ ,ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ ÝČ£ő

öŊ ťĺŘď ťÞĺ ĆŞ `šİ ťÞĺ ěŘ ĆĂČúŞ Ýą ,ßČþŚŢ âÏŚÖŮ Œþ ďć Ćî ťÜä ßþŘ ĆŞ ,ÀĂłŚŞ ßČþŚŢ ø ĎŚŞ

ßþŘ ,ÀłŚŞ ßČþŚŢ âÏŚÖŮ ßČóøŘ Ćî ßþŘ ŋÂê ŚŞ .ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ ßþŘ ÅØä ,ĎŚŞ ýŚûâÏŚÖŮ ďć ø ćøďüõ

ýøďŚŻ ýĆ þøŘě ďć ëŚ Ô ŮŘ ß þŘ .ťĺŘ −γ1 Â ŞŘÂ Ş u1 üśÎì ýĆ þøŘě Ć î Àûćüõ ăď üãìĄ õ âÏŚ Ö Ů
ďŘÂì ø γ2 ýĆþøŘě ďć u2 ßţêÂð ďŘÂì ŚŞ ćĄŞ ÀûŘĄą ÂÒŚĂţõ ŚûâÏŚÖŮ ýĆóŚśœć .ćÂČðüõ ŰďĄň θ1− γ1
ŕŚÖœ ďć øďŚŻ ýŚûĆþøŘě ĆóŚśœć ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .řČŮÂŮ ßČÞû ĆŞ ĆõŘćŘ ďć ø −γ3 ýĆþøŘě ďć u3 ßţêÂð
:ÝþďŘć ,ťĺŘ ýćĄãň ĆóŚśœć ßþŘ öĄİ .ťĺŘ (θ1 − γ1, θ2 + γ2, θ3 − γ3, . . .)ŰďĄň ĆŞ âÏŚÖŮ

θ2 − θ1 > −(γ1 + γ2)
θ3 − θ2 > γ2 + γ3
θ4 − θ3 > −(γ3 + γ4)

...

ćÀä Œþ εr Ćî ÝČûćüõ ďŘÂì d + εr ÂŞŘÂŞ Řď r1 ,ÀłŚŞ ` Íą ěŘ a ýĆÜňŚê d Ćî ŋÂê ßþŘ ŚŞ
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ø (ćŘć ÝČûŘĄą ĳČőĄŮ ÀłŚŞ ŒİĄî ďÀÖİ ćÀä ßþŘ Ćî ßþŘ ćďĄõ ďć ŘfÀãŞ Śõ) ťĺŘ ŒİĄî ťśůõ

ÃČœ εθ Ćî θ1 = εθ ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ řČŮÂŮ ßČÞû ĆŞ .ri = ri−1 + εr ÝČûćüõ ďŘÂì 1 < i ≤ k ýŘÂŞ

:ÝþĄłüõ ĆŻŘĄõ ťþćøÀ¡õ áĄœ øć ŚŞ θi−1 ýøď ěŘ θi ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ .ťĺŘ ŒİĄî ťśůõ ćÀä Œþ

ø (ÓČì ýŚûùďŘĄþć öøÂČŞ ěŘ öćĄŞ ŠÀ¡õ) ćĄłüõ ñŚÞäŘ U ýøď ÓČì ďŚţąŚĺ ÍĺĄŮ Ćî üØþ

øć Âû ýŚőďŘ ýŘÂ Ş ěŚ Č œ ćďĄ õ ďŘÀ Ö õ ß þÂ ţÞ î .À œĄłüõ üłŚ œ ĎŚ Ş ýŚ ûýøŚÆõŚ œ ěŘ Ć î ýÂÚ þć

ÂþćŚÖõ ýŘÂŞ θi ýĆśĺŚ¡õ ôŚÚĂû ÛØÈõ Œþ .ÀþŊ ťĺć ĆŞ θi ŚŮ ÝČĂîüõ ĆêŚőŘ θi−1 ĆŞ Řď ťþćøÀ¡õ
öćÂî Ć êŚőŘ Ć Ş ďŚİŚ œ ,ùÀł ćŚ þ ýŚûýøŚÆõŚ œ ýŚőďŘ ýŘÂ Ş ,ŰĎŚ§ ßþŘ ýŘÂ Ş .Àûćüõ ăď i ćÂê

ýĆóŚ ś œć Œþ (γ1, γ2, . . .) ýĆóŚś œć öĄİ .ÀłŚŞ ÂŮïďÃŞ γi−1 + γi ěŘ Ćî ÝČţÆû θi−1 ĆŞ ýďŘÀÖõ
Řď üţóŚ§ ťĺŘ ßØÞõ áĄőĄõ ßþŘ .ÀŞŚþüõ ÇþŘÃêŘ ,i öÀł ćŚþě ŚŞ γi−1 + γi ďŘÀÖõ ,ťĺŘ üÈþŘÃêŘ

ÂŞ U ýĆóŚśœć Ćî ćĄłüõ ßþŘ řŻĄõ Ćî ćĄł ÂţÞî ui−1 ěŘ ui ěŘ y ýĆÊţ£õ öŊ ďć Ćî ćďøŚČŞ ÇČŢ

ÓþÂãŮ ŒİĄî üêŚî ýùěŘÀœŘ ĆŞ Řď εr ø εθ ÂþćŚÖõ ÀþŚŞ ÛØÈõ ßþŘ ýŘÂŞ .ÀłŚśœ ÕśÎĂõ ÓČì ďŚţąŚĺ

.(U ýĆóŚśœć ŕŚÖœ ćŘÀãŮ řÆ§ÂŞ) ÝČĂî

Řď ÂÚþć ýùďŘĄþć .ćěŚĺüõ Řď Fs ÓČì ěŘ ùďŘĄþć Œþ ,Àł ĆśĺŚ¡õ ĎŚŞ ľøď ĆŞ Ćî U ýĆóŚśœć

ŚŞ Řď v2 ø v1 ğŘbď øć ,Ft ÓČì ßţąŚĺ ýŘÂŞ .ćÂî ćŚźþŘ b ĆŞ uk öćÂî ÛÊţõ ŚŞ üðćŚĺ ĆŞ öŘĄŮüõ

ŚŞ ø Àł ĆţÔð Ćî üłøď ÕŞŚÎõ U ýŚûğŘbď ĆóŚśœć ßţąŚĺ Ćî ÝČûćüõ ďŘÂì ýďĄÏ öŚÆØþ x ýĆÊţ£õ

Ć Ş Řď v3, v4, . . . , vl ýŚûğŘbď .ÀłŚ Ş ßØÞõ ,ćďÁðüõ v2 ø v1 ěŘ Ćî ťĺŘ üÎą ` Ćî ßþŘ ŋÂê

` ĆŞ üêŚî ýùěŘÀœŘ ĆŞ vjvj+1 ýŚûÍąùďŚŢ ćŘÀţõŘ Ćî ÝČûćüõ ďŘÂì ýďĄÏ Ć¡Ôňťśůõ ýŚûxťÞĺ
ýŚûâÏŚÖŮ ěŘ ŠøŚĂţõ ýŘĆóŚśœć ďć Řď ŚûćŘÀţõŘ ßþŘ C1j , C2j , . . . , Ckj ýŚûÝą Ćî ýďĄÏ ÀĂłŚŞ ŒþćÃœ

.ÀĂî âÎì ßČþŚŢ ø ĎŚŞ

ýøďŚŻ řČŮÂŮ ĆŞ ,ÀĂĂîüõ ťîÂł C∗ ýĆĂČúŞ Ýą ťąŚĺ ďć Ćî üþŚûÝą ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ

ěŘ l ø k ŠŚ£ţœŘ Ś Ş řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÀœěŚĺüõ Řď (C11, C12, . . . , C1l, C21, . . . , Ckl) ýĆóŚśœć üäŚãł

Θ(n2) üĺŚØãœŘ ğŘbď Œþ ýŘÂŞ ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ Ćî ćÂî ćŚźþŘ üþŚûťóŚ§ öŘĄŮüõ ,n ýĆśŮÂõ
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2 .ÀłŚŞ

ğŘbď Θ(n) ŚŞ ÀœďŘć ćĄŻø üþŚûüãÜőÀĂİ Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ 5.4 Ýó ŰŚśŹŘ ĆŞŚÈõ üłøď ŚŞ

ýŚûťóŚ§ ýďŚČÆŞ ďć ,ćĄŻø ßþŘ ŚŞ .ÀœďŘć ùěŚŞ ćŘÀąď Θ(n2) ŚûğŘbď ßþŘ ěŘ Œþ Âû Ćî üĺŚØãœŘ
ÂţõŘďŚŢ ÂÏŚą ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ ßþŘ ěŘ ÂŮÝî üĺŚØãœŘ ğŘbď Âû ýŘěŘ ĆŞ ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ üÜÞä

ďć üĺŚØãœŘ ğŘbď Œþ ýŘěŘ ĆŞ ùěŚŞ ýŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§ Ćî ÝČĂîüõ üêÂãõ K ôŚœ ĆŞ ýÀþÀŻ

Ćî ÝþďŘć ďŚÑţœŘ .ÝČĂîüõ öŚČŞ ÂţõŘďŚŢ ßþŘ ğŚĺŘ ÂŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě ø ťĺŘ P üãÜőÀĂİ

.ÀłŚŞ O(n) ÂţõŘďŚŢ ßþŘ ŚûüãÜőÀĂİ ěŘ ýćŚþě ýĆţĺć ýŘÂŞ

ÓČì ýŚûćŘÀąď

öĄİ ,ÀĂţÆû ĆÜßÆõ ěŚŞ ÀÊÖõ ñÀõ ďć ŚûćŘÀąď ßþŘ ĆŞ ĆČśł ďŚČÆŞ ,ťóŚ§ ßþŘ ďć ÓČì ýŚûćŘÀąď

öŘĄŮüõ ťÜä ßþŘ ĆŞ .ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ ÂÚþÀØþ ěŘ ÛÖţÆõ Ft ø Fs ÓČì øć ěŘ Œþ Âû ďŚţąŚĺ ÂČČçŮ

ěŚŞ ÀÊÖõ ťóŚ§ ľøď öŚÞû ÕśÏ ø ÛÖţÆõ ďĄÏ ĆŞ ÓČì øć ßþŘ ěŘ Œþ Âû ýŘÂŞ Řď ÓČì ýŚûćŘÀąď

ÓČì ýŚûćŘÀąď Ûî ćŘÀãŮ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćĄÞœ ôŚèćŘ ÂÚþÀØþ ŚŞ Řď ćŘÀąď ĆäĄÞźõ øć ø ćÂî ĆśĺŚ¡õ

.ćĄŞ ÀûŘĄą O(n)

ÝţþďĄÚóŘ ÛČÜ¡Ů ø ĆňĚą 3.2.4

:ÀĂţÆû Âþě ŰďĄň ĆŞ ćĄłüõ ĆţłŘćÂŞ ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆÜ§Âõ ďć Ćî üþŚûôÀì

.ßî ĆśĺŚ¡õ Řď SPT (t) ø SPT (s) ,SPM (t) ,SPM (s) (1

:ßî üÏ Řď Âþě ýŚûôÀì a üĺŚØãœŘ ğŘbď Âû ýŘÂŞ (2

Sep(a) ýĆśĺŚ¡õ (a)

ťĺŘ ćøÀ¡õ Sep(a) ĆŞ Ćî Va ěŘ üÈ£Ş ýĆśĺŚ¡õ (b)

87



ŚúœŊ ýŚûñŚþ ćŘÀţõŘ ø Ft ø Fs ýŚûÓČì ýĆČóøŘ ťČãőø ýĆśĺŚ¡õ (c)

t ø s ĆŞ ùÀĂĂîŘÀŻ ýùÂźĂŢ ßþÂŮŒþćÃœ ěŘ áøÂł ŚŞ a ñĄ§ üäŚãł ýøďŚŻ ôŚźœŘ (d)

ø a2 ýŚûôÀì .ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(n) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć ]54[ ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ 1 ôÀì

ôŚźœŘ ěŚŞ ÀÊÖõ ťóŚ§ ďć ùÀł ùćŚÔţĺŘ ýŚûľøď öŚÞû ÕśÏ O(n) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć ÃČœ c2 ø b2

éÂň üţŞŚŹ öŚõě Œþ Âû ýŘÂŞ Ćî ťĺŘ O(n + K) ÂŞŘÂŞ d2 ôÀì ýøďŚŻ ýŚûćŘÀąď ćŘÀãŮ .ÀœĄłüõ

Ś Ş ýďŚ ţąŚĺùćŘć Ś Ů ćĄłüõ éÂň O(n + K) öŚõě üĺŚØã œŘ ğŘbď Âû ýŘěŘ Ć Ş ßþŘÂ ŞŚ Ă Ş .ćĄłüõ

Ûî öŚõě ,ťĺŘ O(n) ýĆśŮÂõ ěŘ üĺŚØãœŘ ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ćĄł ĆţąŚĺ ùěŘÀœŘ ßČÞû

.ťĺŘ O(n2 + nK) ÃČœ üþŚúœ ďŚţąŚĺùćŘć ýùěŘÀœŘ ø O(n2 + nK)ľěŘćÂŢÇČŢ

ŚŞ Ćî řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ ,ťĺŘ ĆÜßÆõ ěŚŞ ÀÊÖõ ťóŚ§ ĆŞ ĆČśł ďŚČÆŞ ÃČœ ĄŻøğÂŢ Œþ ľěŘćÂŢ

øć ßþŘ Ćî w ýùÂźĂŢ ø ćĄłüõ ñÂţĂî q ěŘ t ø s öćĄŞ Àþć ÛŞŚì ŘÀţŞŘ ,q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ ťêŚþďć

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýŚûĆÈÖœ ďć q üŞŚþŚŻ ŚŞ ŚûôÀì ßþŘ ôŚÞŮ .ćĄłüõ ĆśĺŚ¡õ ÀĂîüõ ŘÀŻ Vq ěŘ Řď ĆÎÖœ

üĺŚØãœŘ ğŘbď ñĄ§ ýŚûùěŚŞ ďć w ÛõŚł ýŘĆþøŘě ýùěŚŞ ßţêŚþ ŚŞ ,öŊ ěŘ ÅŢ .ÀĂţÆû ôŚźœŘ ÛŞŚì t ø s

öŚõě ďć ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ĆźČţœ ďć ø π(t, c(w)) ø π(s, c(w)) ýøď ýŚûğŘbď ßþÂąŊ ,w ýŚúţœŘ

.ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ ťŞŚŹ

.ćĄłüõ ĆňĚą Âþě ýĆČÌì ďć ĆÜßÆõ É£Èõ ÀÊÖõ ťóŚ§ ýĆźČţœ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ

ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć öŘĄŮüõ Řď öŊ öøďć t ø s ýĆÎÖœ øć ø P ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ 2.4 ĆČÌì

ĆÎÖœ Œþ ÛìŘÀ§ Ćî t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ öŘĄţŞ Ćî ýďĄÏ ćÂî ľěŘćÂŢÇČŢ O(n2 + nK)

Ś Ş Ã Č œ Â ČÆõ ćĄą .ćÂî ŘÀ Č Ţ O(log n) öŚ õě ďć Řď ÀłŚ Ş À þć Û ŞŚ ì q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖ œ ěŘ öŊ ěŘ

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì öŊ ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ ŚŞ řĺŚĂţõ ýŘĆĂþÃû ťąŘćÂŢ
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5 ÛÊê

ďŘÀþć ÀČì ŚŞ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî
üãÜőÀĂİ

ťĺŘ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ěŘ üÞČÞãŮ Ćî ÝþěŘćÂŢüõ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ýÀČì üĺďÂŞ ĆŞ ÛÊê ßþŘ ďć

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ,Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ éÀû .Àł üĺďÂŞ 3 ÛÊê ďć Ćî

.ÀłŚŞ üúŮŚœ ĆÎÖœ Œþ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ŚŞ öŊ íŘÂţłŘ Ćî ýďĄÏ ťĺŘùÀł ùćŘć ýĆÎÖœ øć ßČŞ

ùćŘć üÜî üãÜőÀĂİ Œþ ,Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ýŚŻ ĆŞ Ćî ÝČûć ÝČÞãŮ ýďĄÏ Řď ĆÜßÆõ ßþŘ ÂðŘ

ĆÜßÆõ ßþŘ éÀû .ÀČĺď ÝČûŘĄą üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ĆŞ ÝČûć ďŘÂì ùÀł

üÜî üãÜőÀĂİ Œþ ŚŞ ÂČÆõ íŘÂţłŘ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ ùÀł ùćŘć ýĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ

ø ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ :ćĄłüõ ÓþÂãŮ ýÀãŞ øć ýŚûĆĂõŘć ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ÀłŚŞ üúŮŚœ ùÀł ùćŘć

öŘĄ Ůüõ Ć œĄÚİ ĆĂõŘć øć ßþŘ ěŘ Œþ Âû ýŘÂ Ş À þć ÝČûŘĄą ĆõŘćŘ ďć .Ć œĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆ Ă õŘć

.ćÂî Û§ ĆĂČúŞ öŚõě ďć Řď ű¡Ş ćďĄõ ýĆÜßÆõ

ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ 1.5

áĄÞźõ ø ÀĂłŚŞ ùÀł ùćŘć öŊ öøďć T ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ ùŘÂÞû ĆŞ P ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ ÀČĂî ŋÂê

T ŚŞ Ćî P ďć ÂČÆõ Œþ ĆŞ .ÝČþĄðüõéÀû üãÜőÀĂİ ,T ĆŞ .ÀłŚŞ n ÂŞŘÂŞ T ø P ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ
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ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ĆÜßÆõ éÀû .ÝČþĄðüõ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ Œþ ,ÀłŚŞ ĆţłŘć üúŮŚœ íŘÂţłŘ

üÞČÆÖŮÂþě ßţąŚĺ ,Śõ ÂÚþć éÀû .ťĺŘ P öøďć t ø s ýùÀł ùćŘć ýĆÎÖœ øć ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć

ß ţłŘć Ś Ş Ć î ŮďĄň ßþŘ Ć Ş ,À Ă î Ś Ô þŘ Řď Â ČÆõ ß þÂ ŮùŚ ŮĄ î ýĆÈÖ œ Ć Ş Ć Č śł üÈÖ œ Ć î ťĺŘ P ěŘ

Œþ ďć t ÀÊÖõ ýĆÎÖœ ťêŚþďć ŚŞ Ćî ÝČĂî ľěŘćÂŢÇČŢ Řď (P, T, s) ýćøďø ýďĄÏ s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ

.ÝČĂî ŘÀČŢ O(log n) öŚõě ďć Řď T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,ĄŻøğÂŢ

ÀČÖõ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ 1.1.5

ßþŘ âþÂĺ ýĆśĺŚ¡õ Ćî ÀĂîüõ öŚČŞ Řď T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî üĺŚĺŘ ťČňŚą Œþ 1.5 Ýó

.ÀĂîüõ ßØÞõ Řď ŚûÂČÆõ

,ÀĂØœ âÎì Řď T üãÜőÀĂİ ÛąŘć t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÂðŘ ,P ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ ďć 1.5 Ýó

.ÀĂîüÞœ âÎì Řď T ÛąŘć ÃČœ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

Ćî ÀłŚŞ t ø s ßČŞ ùŘĄ£óć ÂČÆõ Œþ p ø (π(s, t)) t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî p∗ ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

üœŚÆØþ ďŚţąŚĺ P ěŘ ğŘbď Œþ ŚŮ ŘÀţŞŘ ěŘ p∗ ø p Àþć öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ .ÀĂîüõ âÎì Řď T ÛąŘć

ŽďŚą öŊ ěŘ ÀãŞ ø ćĄłüõ T ćďŘø p ø ÀœĄłüõ ŘÀŻ ÂÚþÀØþ ěŘ ÂČÆõ øć ßþŘ ,ğŘbď ßþŘ ďć .ÀœďŘć

øć ßþŘ ßČŞ ýŚÌê ,ťĺŘ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ P öĄİ .ÀœÀœĄČŢüõ Ýû ĆŞ ÂČÆõ øć ùďŚŞøć ø ćĄłüõ

ćŚ Ă ţĺŘ Ś Ş ø ÀĂ ţÆČ œ üØþ p∗ ø p ÂČÆõ øć Ćî ŚźœŊ ěŘ .ćÂČðüõ ďŘÂì P ÛąŘć ÛõŚî ďĄÏ Ć Ş ÂČÆõ

ťÆØł ěŘ ďĄÑĂõ .ťĺŘ 1ŠÀ¡õ ťÆØł ÀĂİ Ś þ Œþ ýŘďŘć ŚfÞ ţ§ p ,2.2 ø 1.2 ýŚûùďŘÃð Ć Ş

ěŘ ÂţØİĄî ÀœěŚĺüõ üãÜőÀĂİ ÛąŘć öŊ ĆŞ ŸćŚ§ ýŚûñŚþ Ćî ýŘĆþøŘě Ćî ťĺŘ üţÆØł ,ŠÀ¡õ

ďÂa Øõ ďĄÏ ĆŞ ÝČœŘĄŮüõ Śõ .ťĺŘ öćě ÂŞöŚČõ ÛŞŚì P ÛąŘć ďć ŚbÞţ§ üţÆØł ßČĂİ .ÀłŚŞ 180
◦

ßþŘ .ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ T ŚŞ üîŘÂţłŘ ÛňŚ§ ÂČÆõ Ćî üþŚŻ ßČóøŘ ŚŮ ÝČœÃŞ ÂŞöŚČõ Řď pŠÀ¡õ ýŚûťÆØł

ÕśÎĂõ p∗ ÂŞ ťþŚúœ ďć ŚŮ ćĄłüõ ÂŮùŚŮĄî ÂČÆõ ñĄÏ öćě ÂŞöŚČõ ŚŞ öĄİ ,Àûćüõ ăď ŚfÞţ§ ëŚÔŮŘ

convex bend1
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Œþ p .ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÝČ£ő ŕĄÎą ŚŞ (p∗) t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî - 1.5 Ýó ŰŚśŹŘ :1 ÛØł
,a ďć ŠÀ¡õ ťÆØł Ćĺ ýŘďŘć ø ùÀłùćŘć öŚÈœ íěŚœ ÀţÞõ Íą ŚŞ Ćî ťĺŘ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ
řČŮÂ Ů Ć Ş ø À œŘùćÂî Â ŮùŚ ŮĄî Řď p ÂČÆõ Ćî ÀĂ ţÆû üþŚûÂ ŞöŚ Č õ ßČİĆÎÖ œ ŕĄÎą .ťĺŘ e ø d

.ÀœŘĆţłŘćÂŞ Řď a ø d ,e ýŚûťÆØł

ßþÂąŊ ÍĺĄŮ Ćî ÀłŚŞ üůÜůõ 4abc ÀČĂî ŋÂê .(1 ÛØł) ćďŘÀœ üîŘÂţłŘ T ŚŞ ŋÂê ÕśÏ Ćî ćĄł

đĄőø ĆŞ .ÀœĄł ßþÃÚþŚŻ bc ÍĺĄŮ ac ø ba ýŚûÍąùďŚŢ Ćî ŰďĄň ßþŘ ĆŞ ćĄł ÛČØÈŮ ÂŞöŚČõ

T ěŘ üÈ£Ş ýøď Řď x ýĆÎÖœ .ćďŘÀœ bc ø ÀœďŘć íŘÂţłŘ T ŚŞ ac ø ba ýŚûÍąùďŚŢ ěŘ üØþ ÛìŘÀ§

ø ba ÍąùďŚŢ øć ÂðŘ .ćďŘć bc ÍąùďŚŢ ŚŮ Řď ĆÜňŚê ßþÂŮÝî Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ťĺŘ 4abc ÛąŘć Ćî

öŊ ÍÖê) ćĄłüÞœ T ÛąŘć Ćî ÝþďøŊüõ ťĺć ĆŞ ýÂČÆõ ,ÝČĂî ßþÃÚþŚŻ xc ø bx ŚŞ řČŮÂŮ ĆŞ Řď ac

Âû ,ćĄÈœ T ÛąŘć p∗ ÂČÆõ ÂðŘ Ćî Àûćüõ öŚÈœ ßþŘ .ťĺŘ ÂŮùŚŮĄî x ěŘ ø (ÀĂîüõ ÅÞó x ďć Řď

üóø ťĺŘ T ýùÀĂĂîďŘÀþć Ćî ćÂî ÛþÀśŮ ýÂŮùŚŮĄî ÂČÆõ ĆŞ öŘĄŮüõ ćĄł T ÛąŘć Ćî Řď ýÂČÆõ

2 .ćĄłüÞœ öŊ ÛąŘć

ùćŚÔţĺŘ ýŘÂŞ Řď ùŘď Ćî ÀĂĂîüõ öŚČŞ Řď T ýùÀĂĂîďŘÀþć ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ěŘ üţČňŚą 2.5 Ýó

.ÀĂîüõ ďŘĄÞû Ûśì ýŚûÛÊê ďć ùÀł đÂÎõ ýŚûľøď ěŘ
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ßþÂŮùŚŮĄî ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ íŘÂţłŘ T ŚŞ t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÂðŘ ,P ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ ďć 2.5 Ýó

.ťłŘć ÀûŘĄą íŘÂţłŘ T ŚŞ ĆÎÖœ Œþ ďć ÍÖê T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ

Ýó ĆŞ ćŚĂţĺŘ ŚŞ ø Ýó ŋÂê ÕśÏ .ÀłŚŞ t ø s ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî p ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

P üĺŚØ ã œŘ ğŘbď Œþ ďć T ø p Ć î ü ŮďĄň ďć .À ûćü õ ăď T ěÂ õ ýøď ÍÖ ê íŘÂ ţłŘ ß þŘ 1.5

Ćî ÀČĺď π(s, t) ĆŞ ø ćě ÂŞöŚČõ Řď ÂČÆõ ßþŘ ŠÀ¡õ ýŚûťÆØł öŘĄŮüõ ,ÀĂłŚ Ş ĆţłŘć íŘÂţłŘ

ÃČ œ ßþŘ Ćî Àûćüõ ăď ŠÀ¡õ ýŚûťÆØł ďć ŚûíŘÂţłŘ ôŚÞŮ ßþŘÂ ŞŚ Ă Ş .ťĺŘ Ýó ŋÂê éĚą

2 .Àûć ăď ćďĄõ Œþ ěŘ ÇČŞ ďć ÀœŘĄŮüÞœ

,ÀłŚŞ ĆţłŘć íŘÂţłŘ T ŚŞ π(s, t) ÂðŘ :ćÂî ÝČÆÖŮ ťóŚ§ øć ĆŞ Řď ĆÜßÆõ öŘĄŮüõ ,ÿþŚţœ ßþŘ ŚŞ

ø T ğŚÞŮ ýĆÎÖ œ Śú Ă Ů ñŚ ś œć Ć Ş À þŚ Ş ŰďĄň ßþŘ Â Čè ďć .ťĺŘ Ć Ü ßÆõ ŠŘĄŻ ÂČÆõ ßþŘ ćĄą

ø π(s, c) öÀœŚśÆİ Ýû ñŚśœć ěŘ ŠŘĄŻ ÂČÆõ ,ĆÎÖœ ßþŘ öćÂî ŘÀČŢ ŚŞ .ÝČłŚŞ c Ûůõ T ýùÀĂĂîďŘÀþć

.ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ π(c, t)

ýŚûùěŚŞ ĆŞ Řď T ěÂõ ,ÝþŘùćÂî üĺďÂŞ Ćî ýÂÚþć ÛŐŚÆõ ÀĂœŚõ ,ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ßţêŚþ ýŘÂŞ

ßþÂŮÝî Ćî Řď öŊ ěŘ ýŘĆÎÖœ ťŞŚŹ öŚõě ďć ùěŚŞ Âû ýŘÂŞ ø ÝČĂîüõ ÝČÆÖŮ t ø s ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ

.ÝČĂîüõ ŘÀČŢ ŕŚÖœ ßþŘ ßČŞ Řď ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ø ÝČĂîüõ ŘÀČŢ ćďŘć t ø s ŚŮ ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ

ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ćŘÀãŮ ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ÀœŘĄŮüõ üÜØł Âû T üãÜőÀĂİ Ćî ßþŘ ÛČóć ĆŞ

ýŘÂŻŘ öŚõě ýĆśŮÂõ ßţêď ĎŚ Ş řŻĄõ ßþŘ Ćî ťĺŘ O(n2)ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć ùŘĄ£óć ĆÎÖ œ Œþ
öćÂî ćøÀ¡õ ďĄÑĂõ Ć Ş 1.3.3 Ç£Ş ďć Ćî ùěŘøďć ôĄúÔõ ěŘ öŘĄŮüõ ŚźĂþŘ ďć .ćĄłüõ ÝţþďĄÚóŘ

ÃČœ ŚźĂþŘ ďć .ćÂî ùćŚÔţĺŘ ùÀł ÓþÂãŮ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ďć üĺďÂŞ ćďĄõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ

s ýùěŘøďć řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÝþÂČðüõ ďŚî ĆŞ T ýøď s ýùěŘøďć ÓþÂãŮ ýŘÂŞ Řď ôĄúÔõ öŚÞû ŚfÖČìć

ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ťîÂ§ ôŚÚĂû Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą T ěÂõ ýøď üÏŚÖœ ĆäĄÞźõ

ćŘÀãŮ) ùěŘøďć ßþŘ ýùěŘÀœŘ 5.3 Ýó ñĎÀţĺŘ öŚÞû Ś Ş .ÀœĄłüõ ŰŚìĚõ ďŚ Ş ßČ óøŘ ýŘÂŞ P ÓÜţ£õ
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.ťĺŘ O(n) (öŊ ýùÀĂûć ÛČØÈŮ ýŚûÍąùďŚŢ

ø s ýùěŘøďć Ć Ş ÕÜãţõ ťĺŘ ùÀł ÓþÂãŮ ĎŚ Ş ďć Ćî c ýĆÎÖœ Ćî Àþć öŘĄŮüõ üðćŚĺ Ć Ş

ø ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď s ýùěŘøďć ýøď Řď üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ÂðŘ ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ T ýøď t ýùěŘøďć

ŚŮ ÝČĂî ôŚèćŘ ťĺŘ t ýùěŘøďć ýøď t üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ Ćî Lt Ś Ş Řď öŊ ø ÝČõŚĂŞ Ls Řď öŊ

öŘĄŮüõ ŚúœŊ ŒÞî ĆŞ Ćî ťłŘć ÝČûŘĄą ùěŚŞ O(n) ,ÝþďøŊ ťĺć ĆŞ Řď Ls,t üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ

.ćÂî ŘÀČŢ Řď ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ üÎą öŚõě ďć

üłøď ŚŞ ÃČœ Lt ýĆśĺŚ¡õ .ćÂî ĆśĺŚ¡õ Řď Ls ýĆäĄÞźõ ĆœĄÚİ Ćî Àûćüõ öŚÈœ 3.5 Ýó

.ćĄłüõ ôŚźœŘ ĆŞŚÈõ

O(n) öŚõě ďć T ĆŞ a ýùěŘøďć ýøď a ∈ P ýĆÎÖœ Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ 3.5 Ýó

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì

ýŚûñŚþ ŚŞ T âÏŚÖŮ ěŘ Ćî ÀĂţÆû üþŚûùěŚŞ ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ,ÂÑœ ćďĄõ ýŚûùěŚŞ ĆäĄÞźõ .ŰŚśŹŘ

ěŘ ÛňŚ§ ýùěŚŞ O(n2) ôŚÞŮ ÝČłŚśœ ďĄśźõ Ćî ßþŘ ýŘÂŞ .ÀœĄłüõ ćŚźþŘ T ěÂõ ýøď SPM (a, P )

ěŘ ÛňŚ§ ýŚÌê ø ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć âœŚõ Œþ öŘĄĂä ĆŞ Řď T ÛąŘć ,ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď âÏŚÖŮ ßþŘ

ÂðŘ .ťĺŘ ùÂÔ§ Œþ ŚfÖČìć ŚŞ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ P ′ .(P ′ = P −T ) ÝČõŚœüõ P ′ Řď P ěŘ T ßţłŘćÂŞ

ÀĂîüõ Ûňø öŊ üœøÂČŞ ěÂõ ěŘ ĆÎÖœ Œþ ĆŞ Řď öŊ üœøďć ěÂõ ěŘ ĆÎÖœ Œþ Ćî ÍąùďŚŢ Œþ ýøď Řď P ′

ÀþŚŞ ďŚî ßþŘ ďć .ćďŘć ćĄą ěÂõ ýøď Řď T ěÂõ Ćî ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ,ÝČûć ľÂŞ

a ýùěŘøďć ýøď ýŘĆÎÖœ ĆŞ a ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ öÀČĺď âœŚõ ùÀł ćŚźþŘ ľÂŞ Ćî ćÂî ťìć

.(2 ÛØł) ÝČĂîüõ ŠŚ£ţœŘ T ěÂõ ýøď Řď x ùŘĄ£óć ýĆÎÖœ Œþ ,řĺŚĂõ ľÂŞ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ .ćĄÈœ

ŘÀČŢ Řď π(a, x) ěŘ P ğŘbď ßþÂąŊ ,ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýŘÂŞ öŘÂÚþć ø ğŚśþĄð ÝţþďĄÚóŘ Ś Ş

ďć Řď T ěÂõ ťĺŘ ßØÞõ ćďÁðüõ x ěŘ ø ťĺŘ öŊ ýŚúţœŘ v Ćî üÎąÝČœ .ÝČõŚœüõ v Řď öŊ ø ÝČĂîüõ

ďć Řď P ′ ľÂŞ ĎŚ§ .ÝČõŚœüõ y Řď öŊ ø ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Řď ŚúœŊ ßþÂŮďøć Śõ .ÀĂî âÎì ĆÎÖœ ßþÀĂİ

93



a

v

x

y

z

T

P ′′ ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ Ś Ů ÝČ œěüõ ľÂŞ yz ÍąùďŚ Ţ ćŘÀţõŘ ďć Řď P − T - 3.5 Ýó ŰŚś ŹŘ :2 ÛØł
.ćĄł ÛňŚ§

ùÀł âìŘø v ÛŞŚÖõ ťÞĺ ďć Ćî P ěÂõ ŚŞ âÏŚÖŮ ßČóøŘ ŚŮ ø ÝČĂîüõ áøÂł y ěŘ ùÀł ćŚþ ÍąÝČœ ćŘÀţõŘ

Řď x ÂðŘ .ÝČõŚœüõ P ′′ Řď öŊ Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ÛňŚ§ ÛØł .ÝČûćüõ ĆõŘćŘ (z)

ďŚî Ćî) ÀłŚśœ ÍąÝû T ýŚûñŚþ ěŘ ŒþžČû ŚŞ vx Ćî ýďĄÏ ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ T ýŚûğŘbď ÃŻ ĆŞ ýŘĆÎÖœ

ßþÂŮùŚŮĄî ěŘ üÈ£Ş yz Ćî ÀČĂî ťìć .ćĄłüõ âìŘø T ŽďŚą ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ yz ľÂŞ ,(ťĺŘ ýŘùćŚĺ

âÎì Řď ÂÚþćŒþ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ďć ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî øć žČû Ćî ŚźœŊ ěŘ .ťĺŘ z ĆŞ a ěŘ ÂČÆõ

.ćĄŞ ÀûŘĄ£œ a ýùěŘøďć ýøď ĆÎÖœ Œþ ĆŞ a ěŘ ýÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî žČû ýŘÂŞ üãœŚõ yz ,ÀĂĂîüÞœ

ßþŘ .ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ Řď SPM (a, P ′′) ,a ýùěŘøďć ýøď a üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ

ßþŘ .ćĄłüõ ÝČÆÖŮ ùěŚŞ ýćŘÀãŮ ĆŞ ÃČœ T ěÂõ ĆźČţœ ďć .ÀĂîüõ ćŚźþŘ P ′′ ěÂõ ýøď Řď üþŚûùěŚŞ ĆÈÖœ

ßþŘ ěŘ üąÂŞ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ÀĂœŚÞû .ÀĂţÆû ùÀł ćŚþ ýĆÈÖœ ýŚûñĄÜĺ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ŚûùěŚŞ

T ÛąŘć ßţêÂð ÂÑœ ďć âœŚõ ěŘ üłŚœ Śú œŊ ěŘ üąÂŞ ø ÀĂţÆû ÂÑœ ćďĄõ üÚĂČú Ş ýŚûùěŚ Ş ,ŚûùěŚ Ş

ø Ý Č Ă îü õ ÛÞä 2.3.3 Ç£ Ş ľøď À Ă œŚ õ ,ùěŚ Ş áĄ œ øć ß þŘ ýěŚĺŘÀŻ ýŘÂ Ş .À œŘùÀ õŊ ćĄŻø Ć Ş

SPT (a, P ′′) ø SPT (a, P ) ýŚûťąďć ďć Řď (r ÀĂœŚõ) ŚûùěŚŞ ěŘ Œþ Âû ýùÀœěŚĺ ñĄÜĺ ýĆÈþď

üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ üĺďÂŞ ćďĄõ ýùěŚŞ ,ćĄŞ öŚÆØþ ťąďć øć ßþŘ ďć r ĆŞ a ÂČÆõ ÂðŘ .ÝČĂîüõ ŘÀČŢ

ÛõŚî ýĆśĺŚ¡õ ěŘ ÅŢ ÝČûŘĄ£Ş Řď ýěŚĺŘÀŻ ßþŘ ÂðŘ Ćî ťĺŚźĂþŘ ÛØÈõ .ťĺŘ a ýùěŘøďć ýøď a
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ßČÞû ĆŞ .ćĄł ďŚî ßþŘ éÂň O(n log n) öŚõě ÀþŚŞ ÝČûć ôŚźœŘ ŚûùěŚŞ ôŚÞŮ öÀõŊ ťĺć ĆŞ ø ĆÈÖœ

,T ýŚûğŘbď Ć Ş öÀČĺď ôŚÚĂû SPM (a, P ′′) ýĆÈÖœ ßţąŚĺ ßČ§ ďć ÀþŚ Ş ýěŚĺŘÀŻ ßþŘ ÂÏŚą

2 .ćĄł ÓìĄţõ ĆąŚł öŊ ďć ĆÈÖœ ťąŚĺ ýĆõŘćŘ

Â Č Æ õ ß þÂ ŮùŚ ŮĄ î ß ţ êŚ þ Ý ţ þďĄ Ú óŘ ďć ùÀł üÏ ýŚ ûôÀ ì Ý Č ûŘĄ£ Ş Â ðŘ ,ř Č ŮÂ Ů ß þŘ Ć Ş

(øć Âû Śþ) t Śþ s ŚþŊ Ćî ćÂî ñÂţĂî öŘĄŮüõ üÎą öŚõě ďć ŘÀţŞŘ ,ÝČĂî ĆňĚą Řď T ýùÀĂĂîďŘÀþć

.ťĺŘ T ýùÀĂĂîďŘÀþć π(s, t) ŚûťóŚ§ ßþŘ ďć .ćďŘć íŘÂţłŘ T ŚŞ π(s, t) Ćî ßþŘ Śþ ÀĂţÆû T ÛąŘć

ø s ěŘ ŚûĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî ŚŮ ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ]54[ öŘÂÚþć øğŚśþĄð ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ,ŰĎŚ§ ßþŘ ÂČè ďć

ľøď ÕśÏ Řď t ø s ýŚûùěŘøďć ýøď üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď P ýŚûğŘbď ŚŮ t

.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(n) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć ŚûôÀì ßþŘ ôŚÞŮ .ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ 3.5 Ýó ďć ùÀł ĆŐŘďŘ

ßţêŚþ ýĆÜßÆõ ÀĂœŚÞû ,ÝČĂî ôŚèćŘ Ýû ŚŞ üÎą öŚõě ďć Řď ùěŚŞ ĆäĄÞźõ øć ßþŘ ÝČœŘĄţŞ Ćî ßþŘ ýŘÂŞ

ßþÂŮùŚŮĄî ťąŚĺ ÝţþďĄÚóŘ üţÈðěŚŞ ýŚûüœŘĄąŘÂê ťĺŘ ôěĎ ,Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

ĆŞ .ťĺŘ Àþć ťÜŞŚì ÀČì ĆŞŚÈõ ÃČœ ÝţþďĄÚóŘ ýŚûÇ£Ş ÂþŚĺ .ÝČûć ôŚźœŘ řŮÂõ ŰďĄň ĆŞ Řď ÂČÆõ

.ćĄłüõ ĆňĚą Âþě ýĆČÌì ďć Ç£Ş ßþŘ ýĆźČţœ řČŮÂŮ ßþŘ

ýĆÎÖœ øć Âû ýŘÂŞ ,öŊ öøďć T ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ø P ýùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ýŘÂŞ 1.5 ĆČÌì

řÆ§ÂŞ üÎą ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć öŘĄŮüõ Řď T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ ,P ďć t ø s

ýŘĆĂþÃû ťąŘćÂŢ ŚŞ ÃČœ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ .ćÂî ĆśĺŚ¡õ T ø P üãÜőÀĂİ øć ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ

.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì ÂČÆõ ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ ŚŞ řĺŚĂţõ üêŚőŘ

ŘbÀśõŒŮ ýĄŻøğÂŢ ÝČÆÖŮÂþě ßţąŚĺ 2.1.5

ĆŞ öŊ ŚŞ öŘĄţŞ Ćî ÝČĂîüõ üĺďÂŞ Řď P üãÜőÀĂİ ěŘ üÞČÆÖŮÂþě ßţąŚĺ ýĆÜßÆõ Ç£Ş ßþŘ ďć

ĆŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ (P, T, s) ýćøďø ľěŘćÂŢÇČŢ ,éÀû ŚźĂþŘ ďć .ćŘć ¿ĺŚŢ ŘbÀśõŒŮ ýĄŻøğÂŢ
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ĆŞ .ćÂî ŘÀČŢ O(log n) öŚõě ďć Řď T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî öŘĄţŞ t ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ ýŘěŘ

ø ŠÀ¡õ ýŚûťóŚ§ ýŘÂŞ ĆÜßÆõ ßþŘ Àþć ÝČûŘĄą Ćî ďĄÏöŚÞû .ÝČþĄðüõ SPM T (s) ÝČÆÖŮÂþě ßþŘ

.ÝČĂîüõ üĺďÂŞ ĆõŘćŘ ďć Řď ťóŚ§ øć ßþŘ Ćî ťĺŘ ŰøŚÔţõ T ÂãÖõ

ŠÀ¡õ éÀû üãÜőÀĂİ2ŚûüãÜőÀĂİ ÂÔĺ ýĆÜßÆõ üÜî ŰďĄň ěŘ üňŚą ťóŚ§ öŘĄĂä ĆŞ Řď ĆÜßÆõ öŘĄŮüõ ,ťóŚ§ ßþŘ ďć
ßţ êŚ þ éÀû ĆÜ ßÆõ öŊ ďć .ťĺŘ ùÀł üĺďÂ Ş ]27[ ďć öŘÂÚþć ø ďøďć ÍĺĄŮ Ćî ťêÂð ÂÑ œ ďć

É£Èõ řČŮÂŮ ŚŞ ŠÀ¡õ üãÜőÀĂİ k ŚŞ Ćî ýďĄÏ ťĺŘ Ć¡Ôň ďć ĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

Ćî ťĺŘ üãÜőÀĂİ ÛØł ĆŞ ĆČ§Śœ ýćŘÀãŮ ÛõŚł ýćøďø ,ĆÜßÆõ ßþŘ üÜî ŰďĄň ďć .ÀĂî ďŘÀþć

öøďć üóŘĄţõ üãÜőÀĂİ øć ďŘÀþć ýĆÜňŚê ďć Ćî ťĺŘ ÀČÖõ üþŚúœ ÂČÆõ ø ÀœĄłüõ ùÀČõŚœ 3ďŚÊ§
ýŘÂŻŘ ýĆźČţœ ďć .ťĺŘ O(nk2 log n) ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ýŘÂŻŘ öŚõě .ÀœŚÞŞ ýŘùÀłÉ£Èõ ďŚÊ§

¿ĺŚŢ ŘbÀśõŒŮ ýĄŻøğÂŢ ĆŞ öŘĄŮüõ öŊ ŚŞ Ćî ćĄłüõ ĆţąŚĺ Ć¡Ôň ěŘ üÞČÆÖŮÂþě ,ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ

ďŘÀþć ťĺŘ ôěĎ Ćî ÀłŚŞ üãÜőÀĂİ ŚúĂŮ T Ćî ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć k = 1 ýŘěŘ ĆŞ Řď ĆÜßÆõ ßþŘ ÂðŘ .ćŘć

ćĄŞ ÀûŘĄą SPM T (s)ťąŚĺ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ýĆźČţœ ,ÝČĂî ŋÂê ďŚÊ§ öŘĄĂä ĆŞ ÃČœ Řď P ø ćĄł

ßþŘ öŘĄŮüõ ĆœĄÚİ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ ŚźĂþŘ ďć .ťĺŘ öćďøŊ ťĺć ĆŞ ÛŞŚì O(n log n) öŚõě ďć Ćî

.ćŘć ÛČÜÖŮ O(n) ĆŞ Řď öŚõě

s ýùěŘøďć Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ ÀłŚŞ ŠÀ¡õ üãÜőÀĂİ Œþ T Ćî üţóŚ§ ďć

Řď T ěÂõ ěŘ ÀĂśÞû üÈ£Ş Ćî üĂãõ ßþŘ Ć Ş .ćĄŞ ÀûŘĄą 4ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýùÂČźœěŒþ T ýøď
ěŘ Œþ Âû .ćĄłüõ ÝČÆÖŮ ÍąùďŚŢ ÀĂİ ĆŞ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ÍĺĄŮ ĆäĄÞźõ ßþŘ .Àûćüõ ÛČØÈŮ

ùěŚŞ öŊ ŕŚÖœ ĆŞ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýøď ğŘbď ßþÂąŊ Ćî ťĺŘ P ěŘ ğŘbď Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ŚûÍąùďŚŢ

general touring polygons problem (general TPP)2
fence3

polygonal chain4
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ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ěŘ Ç£Ş ßþÂąŊ ,ÀłŚŞ v ğŘbď ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ ab ÍąùďŚŢ ÂðŘ :3 ÛØł
Ùœď ýÂţÆîŚą Ç£Ş .ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ ÀţÞõ ŕĄÎą ŚŞ z ø y ,x ýŚûĆÎÖœ ĆŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć

.ťĺŘ ab ýùěŚŞ ĆŞ ťśÆœ v ýĆĂþÂì v′ .ťĺŘ (T ) éÀû üãÜőÀĂİ

ùÀł ŋÂê T ĆŞ s ýùěŘøďć ýøď ab üÚĂČúŞ ýùěŚŞ ğŘbď ßþÂąŊ v ,3 ÛØł ďć ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .ťĺŘ

v ěŘ ,y ýŘÂŞ ,ćøďüõ x ĆŞ ŚfÞČÖţÆõ v ěŘ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,x ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ ýŘÂŞ .ťĺŘ

.ćøďüõ z ĆŞ a ÕþÂÏ ěŘ ,z ýŘÂŞ ø ćĄłüõ ÅØãĂõ y ĆŞ öŊ ěŘ ø ćøďüõ ab ĆŞ

ýŚţĺŘď ďć Řď s ýùěŘøďć Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ üþŚûĄŮÂŢ ĆäĄÞźõ öŘĄĂä ĆŞ Řď R ýĆäĄÞźõ

ěŘ ø ùÀł ğŚśţìŘ ]27[ ěŘ üŮŘÂČČçŮ íÀœŘ ŚŞ 4.5 Ýó .ÀĂĂîüõ íÂŮ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

.ćĄłüõ üłŚœ ýÂĺŘÂĺ ýĆĂČúŞ ÂČÆõ ø üÜ¡õ ĆĂČúŞ ÂČÆõ öćĄŞ öŚÆØþ

.ťĺŘ üĺÂţĺć ÛŞŚì R ěŘ ĄŮÂŢ Œþ ÍĺĄŮ ŚfÖČìć Ć¡Ôň ďć ĆÎÖœ Âû ,ÀłŚśœ âœŚõ P ěÂõ ÂðŘ 4.5 Ýó

ýŚûĄŮÂŢ Ćî Ć¡Ôň ěŘ üÏŚÖœ ĆäĄÞźõ Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ýďĄÏ Řď Ć¡Ôň ěŘ SR ÝČÆÖŮÂþě

Ç£Ş Œþ ďć ÀłŚŞ ùÀł ěŚèŊ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ éÂÏ Œþ Śþ T ğŘbď Œþ ěŘ R ďć ŚúœŊ ĆŞ ùÀČĺď

ø üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ýŚûğŘbď ÛňŘø ýŚûÍąùďŚŢ öćŘć ćŘÀţõŘ ěŘ ÝČÆÖŮÂþě ßþŘ .ÀœÂČÚŞ ďŘÂì

.(4 ÛØł) ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ ùěŚŞ ýŚúţœŘ øć ĆŞ ŚúœŊ ýŚûĆĂþÂì
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s

v

a

b

c
�v

öøÂČŞ ĆŞ c ø b ,a ŕŚÖœ ěŘ Ćî íěŚœ ÀţÞõ ýŚûñŚþ - T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ :4 ÛØł
bc ø ab üÚĂČú Ş ýŚûùěŚ Ş ø P ýŚûñŚþ ùŘÂÞû Ć Ş Ćî ÀĂţÆû SR ýŚûĄŮÂŢ ćŘÀţõŘ ďć ÀœŘùÀł Ýĺď
SP ýŚûñĄÜĺ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ĆŞ ÕÜãţõ ßČİÍą ýŚûñŚþ .ÀœěŚĺüõ Řď SP ÝČÆÖŮÂþě

.ÀĂţÆû

Ćî ÀþŊüõ ćĄŻø ĆŞ ýÂÚþć ÝČÆÖŮÂþě ,ÝČĂî ćøÀ¡õ P öøďć ýŚÌê ĆŞ Řď SR ÝČÆÖŮÂþě ÂðŘ

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî ýďĄÏ ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ ñĄÜĺ ýćŘÀãŮ ĆŞ Řď P ÝČÆÖŮÂþě ßþŘ .ÝČõŚœüõ SP Řď öŊ

üœŚÆØþ üÚĂČúŞ ýùěŚŞ éÂÏ Œþ ěŘ Śþ öŚÆØþ ğŘbď ěŘ Řď T ,ñĄÜĺ Œþ ŕŚÖœ ôŚÞŮ ĆŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć

ŚŞ ÂÒŚĂţõ ñĄÜĺ ßþŘ ÂðŘ Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ŰďĄň ßþŘ ĆŞ Řď SP ěŘ ñĄÜĺ Œþ ýĆÈþď .ÀĂĂîüõ íÂŮ

üÚĂČúŞ ýùěŚŞ Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ñĄÜĺ ÂðŘ .ćĄŞ ÀûŘĄą ñĄÜĺ ýĆÈþď ğŘbď öŚÞû ,ťĺŘ T ěŘ ğŘbď Œþ

ÅØãĂõ öŊ ěŘ Śþ ÀœďÁÚŞ ùěŚŞ ěŘ ,ñĄÜĺ ŕŚÖœ ĆŞ ŚûÂČÆõ Ćî ßþŘ ĆŞ ĆţÆŞ ťłŘć ÝČûŘĄą ťóŚ§ øć ÀłŚŞ

ťóŚ§ ďć ø ťĺŘ ñĄÜĺ ýĆÈþď ťĺŘ ùÀł ćŚþ ýùěŚŞ Ś Ş ÂÒŚĂţõ Ćî P ğŘbď ,ñøŘ ťóŚ§ ďć .ÀœĄł

v ýĆÎÖœ ,s ÛõŚł ñĄÜĺ ýĆÈþď ,4 ÛØł ďć ñŚůõ ýŘÂŞ .ùěŚŞ öŊ ĆŞ ťśÆœ ğŘbď ßþŘ ýĆĂþÂì ,ôøć

.ťĺŘ bc ýùěŚŞ ĆŞ ťśÆœ v ýĆĂþÂì Ćî ťĺŘ

ø ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć ĆœŚðŘÀŻ ďĄÏ ĆŞ Řď SP ýŚûñĄÜĺ ěŘ Œþ Âû ,SPM T (s) ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ

.ÝþěŚĺüõ ŘbÀśõ öŘĄĂä ĆŞ öŊ ýĆÈþď ßţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ Řď öŊ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ,Œþ Âû ýŘÂŞ

Âĺ øć Ć Ş Řď ĆÈ þď Ć î ü ů Ü ů õ ťĺŘ ôěĎ ,ťÆČ œ T ğŘbď Œþ Ś ú œŊ ýĆÈ þď Ć î ü þŚ ûñĄ Üĺ ýŘÂ Ş

ěŘ ÅŢ .ćÂ ČÚ Ş ďŘÂ ì ñĄÜĺ ŔÃŻ ÃČ œ ĆÈþď Ś Ů ÝČ Ăî Ć êŚőŘ ñĄÜĺ Ć Ş À Ăîüõ Ûňø ĆÏĄ ŞÂõ ýùěŚ Ş
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ßþŘ ĆŞ .ÝČĂîüõ éÁ§ ñĄÜĺ ěŘ ùďŚŞøć Řď ùÀł ćŚþ űÜůõ ,ñĄÜĺ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ýĆśĺŚ¡õ

ýŚûñŚþ ,ùěŘøďć ýøď üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ :ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ ñŚþ Ćţĺć Ćĺ ěŘ SPM T (s) ýŚûñŚþ ,řČŮÂŮ

.ŚûñĄÜĺ ÛąŘć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýŚûĆÈÖœ ýŚûñŚþ ø SP ýŚûñĄÜĺ

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì üÎą öŚõě ďć SP ÝČÆÖŮÂþě ĆœĄÚİ Àûćüõ öŚÈœ 5.5 Ýó

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì O(n) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć SP ÝČÆÖŮÂþě 5.5 Ýó

ßČÞÌŮ ùÀł ùćŚÔţĺŘ ľøď .ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď T ýøď s üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ÝČœŘĄŮüõ 3.5 Ýó ÕśÏ .ŰŚśŹŘ

Řď SR ýŚûĄŮÂŢ ÝČœŘĄŮüõ ßþŘÂŞŚĂŞ .ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ řŮÂõ ŰďĄň ĆŞ T ěÂõ ýøď ŚûùěŚŞ Ćî ÀĂîüõ

ýŚûĄŮÂŢ ěŘ Œþ Âû ýŘÂŞ ÀþŚŞ SP ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ .ÝþďøŊ ťĺć ĆŞ üÎą öŚõě ďć řŮÂõ ŰďĄň ĆŞ

ýŚûÝţþďĄÚóŘ ěŘ ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ ÝČûŘĄ£Ş ÂðŘ .ćďŘć âÏŚÖŮ öŊ ŚŞ Ćî ÝČĂî ŘÀČŢ Řď P ěŘ üóŚþ ßČóøŘ SR

Ý þďøŊü õ ťĺć Ć Ş SR ýĄ ŮÂ Ţ O(n) ôŚ Þ Ů ýŘÂ Ş Ć î ü œŚ õě ß þÂ ţ ú Ş ,Ý Č Ă î ùćŚ Ô ţ ĺŘ Ą ŮÂ Ţ ŒČ Üł

ďć P ýŚûñŚþ ø ŚûĄŮÂŢ ĆóŚśœć ÇþŚÞČŢ ŚŞ ÂÏŚą ßČÞû ĆŞ .ťÆČœ üŞĄÜÎõ öŚõě Ćî ťĺŘ O(n log n)

(e1, e2, . . . , en) ÝČĂîüõŋÂê .ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ Řď ÂÑœ ćďĄõ ýŚûâÏŚÖŮ Âþě řČŮÂŮ ĆŞ ťúŻ Œþ

ćÂðťäŚĺ ťúŻ ďć SR ýŚûĄŮÂŢ ĆóŚśœć (r1, r2, . . . , rm) ø ćÂðťäŚĺ ťúŻ ďć P ýŚûñŚþ ĆóŚśœć

ej ñŚþ ŚŞ ri âÏŚÖŮ ÝČĂî ŋÂê ø ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ri+1 ø ri ÀĂœŚõ üóŘĄţõ ĄŮÂŢ øć .ÀĂłŚŞ T ěÂõ ýøď

ßþŘ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ) ÀĂîüõ âÎì Řď ri Ćî ťĺŘ P ýŚûñŚþ ĆóŚśœć ďć ñŚþ ßČóøŘ ej Ćî ÝþďŘć Řď P ěŘ

Ć Ş ø ŒþĆ ŞŒþ Řď ej+1, ej+2, . . . ýŚûñŚþ Ś õ .(ťÆČœ P ñŚþ Œþ Ś Ş ri âÏŚÖ Ů ßČ óøŘ Śf õøÃ ó âÏŚÖ Ů

üóŚþ Ćî üãìĄõ ŚŮ ,ÝþďŘćüõ ĆÚœ ÀĂîüõ âÎì Řď ri Ćî Řď üóŚþ ßþÂąŊ ĆÈČÞû ø ÝČĂîüõ üĺďÂŞ řČŮÂŮ

üþŚúœ Řď ri ýŘÂŞ ùÀł ŘÀČŢ âÏŚÖŮ ßþÂąŊ ,ĆÑ¡ó ßþŘ ďć .ÀĂîüõ âÎì Řď ri+1 Ćî ÝČĂî ŘÀČŢ Řď ek ÀĂœŚõ

.(ek ø ri+1 âÏŚÖŮ ßţłŘć ŚŞ ďŚŞ ßþŘ) ÝČûćüõ ĆõŘćŘ ýÀãŞ ýŚûáŚãł ýŘÂŞ Řď Àœøď ßČÞû ø ÝČĂîüõ
ùÀł ôŚźœŘ ñŚÞäŘ ôŚÞŮ ø ÝČĂîüõ ľěŘćÂŢ ďŚŞŒþ ÍÖê Řď ŚûĄŮÂŢ ø ŚûñŚþ ěŘ Œþ Âû ,ľøď ßþŘ ďć

öŚõě řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćĄłüõ éÂň O(n) öŚõě ÃČœ r1 âÏŚÖŮ ßČóøŘ ßţêŚþ ýŘÂŞ .ÀœďŘć ťŞŚŹ ýĆĂþÃû
2 .ťĺŘ O(n) ÂŞŘÂŞ SP ýĆśĺŚ¡õ Ûî
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Ýţ þďĄÚ óŘ Ć œŚðŘÀŻ ďĄÏ Ć Ş À þŚ Ş Œþ Âû ýŘÂ Ş Ćî ťĺŘ ñĄÜĺ O(n) ýŘďŘć SP ÝČÆÖ ŮÂ þě

,ťĺŘ O(n) ÝČÆÖŮÂþě Ûî üðÀČżČŢ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÝČĂî ŘÂŻŘ Řď ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ýĆÈÖœ ťąŚĺ

ťĺć ĆŞ ýĆźČţœ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćĄŞ ÀûŘĄą O(n) ÃČœ ŚûĆÈÖœ ťąŚĺ ýŘÂŞ ùÀł éÂň öŚõě áĄÞźõ

.ćÂî ĆňĚą Âþě ýĆČÌì ďć öŘĄŮüõ Řď ĆÜßÆõ ßþŘ ýŘÂŞ ùÀõŊ

Œþ ßţłŘć Ś Ş ,ÀłŚ Ş öŊ öøďć ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ T ø ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ P ÂðŘ 2.5 ĆČÌì

Ćî ýďĄÏ ćÂî ľěŘćÂŢÇČŢ O(n) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć Řď (P, T, s) ýćøďø öŘĄŮüõ s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ

O(log n) öŚõě ďć t ĆŞ s ěŘ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ q ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ýŘÂŞ

ÛŞŚì ÂČÆõ ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ ŚŞ řĺŚĂţõ üêŚőŘ ýĆĂþÃû ťąŘćÂŢ ŚŞ ÃČœ ÂČÆõ ćĄą .ťĺŘ üŞŚþěŚŞ ÛŞŚì

.ťĺŘ ĆśĺŚ¡õ

ÂãÖõ éÀû üãÜőÀĂİ

ÀĂţÆû P ďć üÏŚÖœ Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ .ćĄŞ ÀûŘĄ£œ ëćŚň ÂÚþć 4.5 Ýó ,ÀłŚŞ ÂãÖõ T üãÜőÀĂİ ÂðŘ

ßþŘ ø ÀČĺď ŚúœŊ ĆŞ ťĺŘ ĆĂČúŞ üÜ¡õ ďĄÏ ĆŞ Ćî T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ Œþ ěŘ ÇČŞ ŚŞ öŘĄŮüõ Ćî

ďć ÀþÀŻ ýŚûñŚþ öÀõŊ ćĄŻø ĆŞ űäŚŞ áĄőĄõ ßþŘ .ÀĂĂîüõ íÂŮ üŮøŚÔţõ Ą¡œ ĆŞ Řď T ŚûÂČÆõ

üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ßţłŘć ,ßþŘ ÂŞ ùøĚä .ÀĂţÆû T ěŘ üþŚûğŘbď ýŚûÓÊĂõ Ćî ćĄłüõ SP ÝČÆÖŮÂþě

öŚÞû ĆŞ P ěÂõ ŚŞ SR ýŚûĄŮÂŢ âÏŚÖŮ Ćî ćĄŞ ÀûŘĄ£œ üĂãõ ßþŘ ĆŞ řŮÂõ ďĄÏ ĆŞ s ýùěŘøďć ýøď

ĆŞ Řď O(n log n) ýĆĂþÃû Ćî ťłŘć ÀûŘĄą üêŚőŘ öćÂî řŮÂõ ĆŞ ěŚČœ ßþŘ .ćŘć ÀûŘĄą ăď řČŮÂŮ

Ś Ş Ćî ÝČĂîüõ ÛÞä ÀãŞ Ç£Ş ďć ùÀł ĆŐŘďŘ ľøď ÕśÏ ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀĂîüõ ÛČÞ¡Ů ÝţþďĄÚóŘ

.ćěŚĺüõ O(n log n) öŚõě ďć Řď ÂÑœ ćďĄõ ýĆÈÖœ ,ŽĄõ ďŚÈţœŘ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ
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v

T

ěŘ üÈ£Ş ďŚÈţœŘ .ťĺŘ v ÃîÂõ ĆŞ ŒŻĄõ Œþ ßČİÍą ýùÂþŘć - ŒŻĄõ Œþ ÇŞŚŮěŚŞ :5 ÛØł
.öŊ ýĆţêŚþ ÇŞŚŮěŚŞ ýĆ£Æœ ùŘÂÞû ĆŞ ùÀł T ÛąŘć Ćî üþŘÀţŞŘ ŒŻĄõ

ŽĄõ ýĆúśŻ ÇŞŚŮěŚŞ ýĄÚóŘ 2.5

ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘć ýĄÚóŘ ěŘ öŘĄŮüõ ,ťêÂð ŰďĄň üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě ćďĄõ ďć Ćî üŮŘÀûŚÈõ ŚŞ

ýùÀþŘ .ćÂî ùćŚÔţĺŘ ýÀãŞøć ýĆĂõŘć Œþ ďć T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ

,ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ ĆţĺĄČŢ ýŘÂţÆØþŘć ľøď ÀĂœŚõ Ćî ťĺŘ ßþŘ ľøď ßþŘ ýćĄúł

ôŚÚĂû .ÀĂî ćďĄąÂŞ T ěÂõ ĆŞ Ćî ßþŘ ŚŮ ćĄłüõ ÂÈţĂõ (p ŚźĂþŘ ďć) ŘbÀśõ ěŘ ŽĄõ ýĆúśŻ Œþ ŘÀţŞŘ ďć

ĆţêŚþ ÇŞŚŮěŚŞ ýĆ£Æœ Œþ ,Àûćüõ ĆõŘćŘ ćĄą ďŚÈţœŘ ĆŞ ŽĄõ ýĆúśŻ Ćî ßþŘ ÂŞ ùøĚä ,ćďĄąÂŞ ßþŘ

ø T ěÂõ ďŘÀþć ,ŘbÀśõ ěŘ ťîÂ§ ŚŞ Ćî ÀĂîüõ ÓþÂãŮ Řď üÏŚÖœ üĺÀĂû öŚØõ Ćî ććÂðüõÂŞ ÃČœ öŊ ěŘ

.(5 ÛØł) ćĄłüõ üÏ üţŞŚŹ ťêŚÆõ ,ŕŚÖœ öŊ ĆŞ ßţÈðÂŞ

,öŊ ýŘÃŻŘ ĆŞ ø ÝČœŘĄąüõ 5üþŘÀţŞŘ ŽĄõ ýĆúśŻ ćĄłüõ ÂÈţĂõ s ěŘ ŘÀţŞŘ Ćî Řď üŻĄõ ýĆúśŻ6ùćÂîďŘÀþć ŒŻĄõŒþ ,T ěÂõ ŚŞ üþŘÀţŞŘ ŒŻĄõ Œþ ćďĄąÂŞ ôŚÚĂû .ÝČþĄðüõ üþŘÀţŞŘ ýŚûŒŻĄõ
:(6 ÛØł) ćĄłüõ ćŚźþŘ Âþě áĄœ Ćĺ ěŘ üØþ ěŘ

ťĺŘ ùÀł T ÛąŘć Ćî ťĺŘ üþŘÀţŞŘ ŒŻĄõ ěŘ üÈ£Ş ñćŚãõ Ćî üØŻĄõ (1

original wavefront5
visited wavelet6
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.ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ ÀţÞõ ýŚûöŚÞî ŚŞ ĆČóøŘ ýùćÂîďŘÀþć ŒŻĄõ áĄœ Ćĺ :6 ÛØł

ťĺŘ ĆţêÂð ŰďĄň öŊ ŚŞ ćďĄąÂŞ Ćî T ěŘ üóŚþ ĆŞ ťśÆœ Ûśì ŒŻĄõ ÇŞŚŮěŚŞ ěŘ Ćî üØŻĄõ (2

ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ

.ćĄłüõ ćŚźþŘ T ğŘbď Œþ ŚŞ üþŘÀţŞŘ ŒŻĄõ ćďĄąÂŞ ôŚÚĂû Ćî ÂÔň áŚãł ŚŞ üØŻĄõ (3

ćŚźþŘ T ěÂõ ŚŞ üþŘÀţŞŘ ŒŻĄõ Œþ ćďĄąÂŞ ěŘ ÀãŞ ĆÜňŚêĚŞ Ćî Řď ŒŻĄõ áĄœ Ćĺ ßþŘ Śõ

ěŘ üœŚÞî ùÀł ćŚźþŘ ŒŻĄõ ,ĎŚŞ ÛØł Ćĺ Âû ďć .ÝČõŚœüõ 7ĆČóøŘ ýùćÂîďŘÀþć ýŚûŒŻĄõ ÀœĄłüõ
ýŘÂŞ ,ťĺŘ üþŘÀţŞŘ ŒŻĄõ ýùÂþŘć ÃîÂõ öŚÞû ,ñøŘ ťóŚ§ ýŘÂŞ ùÂþŘć ßþŘ ÃîÂõ .ťĺŘ ùÂþŘć Œþ

,ôĄĺ ťóŚ§ ďć ø ťĺŘ ćďĄąÂŞ ćďĄõ ñŚþ ĆŞ ťśÆœ üþŘÀţŞŘ ŒŻĄõ ýùÂþŘć ÃîÂõ ýĆĂþÂì ,ôøć ťóŚ§

ĆČóøŘ ýùćÂîďŘÀþć ýŚûŒŻĄõ ,ćďĄąÂŞ ěŘ ÀãŞ ĆÜňŚêĚŞ .ĆţêÂð ŰďĄň öŊ ŚŞ ćďĄąÂŞ Ćî T ğŘbď

ýŚ ûĆ Ă õŘć ďć ŽĄ õ ýĆ ú śŻ ďŚÈ ţ œŘ ñĄÞ ã õ ß Č œŘĄ ì Õ ś Ï ďŚÈ ţ œŘ ß þŘ .À Ă Ă îü õ ďŚÈ ţ œŘ Ć Ş áøÂł

Œþ ,âœŚõ Œþ ğŘbď ŚŞ ŽĄõ ýĆúśŻ ćďĄąÂŞ ôŚÚĂû ,ßČœŘĄì ßþŘ ÕśÏ .ćÂČðüõ ŰďĄň ĆœĄðüãÜőÀĂİ8ĆþĄœŚŹ ýùćÂîďŘÀþć ýŚûŒŻĄõ ,ŚûŒŻĄõ ßþŘ ĆŞ .ćĄłüõ ĆêŚőŘ ŽĄõ ýĆúśŻ ĆŞ ÀþÀŻ ŒŻĄõ
üþŘÀţŞŘ ýŚûŒŻĄõ ø ùćÂîďŘÀþć ýŚûŒŻĄõ ćďĄąÂŞ ,ďŚÈţœŘ öŚþÂŻ ďć Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .ÝČþĄðüõ

ùćÂîďŘÀþć ŽĄõ ýĆúśŻ ,üþŘÀţŞŘ ŽĄõ ýĆúśŻ éĚąÂŞ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ .ćĄłüõ ĆţêÂð ùÀþćŚœ

primary visited wavelets7
secondary visited wavelets8
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.ćĄłüõ ÛČØÈŮ ŚûŒŻĄõ ěŘ ĆţÆŞ ýùÂČźœě ýćŘÀãŮ ěŘ ťóŚ§ ßþŘ ďć Ćî ÀłŚŞ ÀĂśÞûŚœ ťĺŘ ßØÞõ

ÛØÈõ ýďŚî ĆĂõŘć ďć öŚõÃÞû ďĄÏ ĆŞ ùćÂîďŘÀþć ø üþŘÀţŞŘ ŽĄõ ýĆúśŻ øć ďŚÈţœŘ Ćî ŚźœŊ ěŘ

øć ŽĄõ ýĆúśŻ ÇŞŚŮěŚŞ ýĄÚóŘ ÕśÏ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ßţąŚĺ ýŘÂŞ ,ťĺŘ

:ÝČĂîüõ üÏ Řď Âþě ýùÀÞä ôÀì

ĆČóøŘ ýùćÂîďŘÀþć ýŚûŒŻĄõ ýĆśĺŚ¡õ ø üþŘÀţŞŘ ŽĄõ ýĆúśŻ ďŚÈţœŘ (1

ùćÂîďŘÀþć ŽĄõ ýĆúśŻ ďŚÈţœŘ (2

ÝČÆÖŮÂþě ôŚœ ĆŞ üõĄúÔõ ,ÝČĂî É£Èõ ÂŮÕČìć ďĄÏ ĆŞ Řď ĆÜ§Âõ øć ßþŘ ÝČœŘĄţŞ Ćî ßþŘ ýŘÂŞ

.ÝČĂîüõ ĆãóŚÎõ Řď öŊ ńŘĄą ĆõŘćŘ ďć Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ üŞŚŮěŚŞ

üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě 1.2.5

ĆţłÁð ďć Ćî SR ĆŞ ĆČśł üÈÖœ Ćî ÝČĂîüõ ĆãóŚÎõ Řď üÞČÆÖŮÂþě ýĆþŚŢ ńŘĄą Ç£Ş ßþŘ ďć

ğŘbď m ŚŞ éÀû üãÜőÀĂİ T ÀČĂî ŋÂê .ÀĂîüõ ýěŚŞ ÂãÖõ éÀû üãÜőÀĂİ ýŘÂŞ Àł üêÂãõ

ĆţłŘć ĆŻĄŮ) ÀłŚŞ T ŽďŚą É£Èõ ýĆÎÖœ Œþ p ø ÀłŚŞ ŠÀ¡õŚœ Śþ ŠÀ¡õ ťĺŘ ßØÞõ Ćî ÀłŚŞ

ĆŞ Řď G(p) Śþ T ĆŞ p ýùěŘøďć .(ćĄłüÞœ ĆţêÂð ÂÑœ ďć ĆÜßÆõ ýĆĂõŘć ďć üãœŚõ žČû Ěf ãê Ćî ÀČłŚŞ

ďŚŞ ßČóøŘ ýŘÂŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ T ěŘ üÏŚÖœ ĆäĄÞźõ öŘĄĂä

.ÀĂîüõ ŘÀČŢ íŘÂţłŘ T ŚŞ ŚúœŊ ďć

ğŚÞõ øć ğŚÞŮ ŕŚÖœ ßČŞ Ćî ťĺŘ T ěÂõ ěŘ üÈ£Ş G(p) ,ÀłŚŞ ŠÀ¡õ T Ćî üţóŚ§ ýŘÂŞ

ěŘ ýŘĆ óŚ ś œć ěŘ ø ťĺŘ ÀĂśÞû G(p)řČŮÂŮ ßþŘ Ć Ş .ťĺŘ ÂŮŒþćÃœ p ĆŞ ø ťĺŘ ćøÀ¡õ T ĆŞ p ěŘ

.ťÆČœ ÀĂśÞû ŚfõøÃó G(p) ,ÀłŚŞ ŠÀ¡õŚœ T Ćî üţóŚ§ ýŘÂŞ .ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ Ýû ďøŚźõ ýŚûñŚþ

ŚõŘ ćďŘć ďŘÂì ùÀł ćŚþ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ øć ßČŞ Ćî ťĺŘ T ěÂõ ěŘ üÈ£Ş ýøď ěĄĂû ĆäĄÞźõ ßþŘ ĆİÂðŘ

ø ťĺŘ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ T Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÀĂţÆČœ ùěŘøďć ŔÃŻ Ç£Ş ßþŘ ýŚûťÞÆì ěŘ üÌãŞ
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ÝČ£ő ýŚûÍąùďŚŢ ěŘ ÛØÈţõ G(p) .ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÀţÞõ ŕĄÎą ŚŞ éÀû üãÜőÀĂİ :7 ÛØł
ďÁðöøďć ýĆČ§Śœ ěŘ üÈ£Ş ,Ùœď ýÂţÆîŚą ťÞÆì .ťĺŘ ei ñŚþ ĆŞ ťśÆœ p ýĆĂþÂì pi .ťĺŘ

.ÀœĄłüõ ćøÀ¡õ ßČİÍą ŕĄÎą ĆŞ v üĺŘbď ø ab üóŚþ ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ÇŞŚŮěŚŞ ýŚûĆČ§Śœ .ťĺŘ

G(p) ďć e ñŚþ ýøď ÍąùďŚŢ Œþ ÂůîŘÀ§ T ěŘ e ñŚþ Œþ ýŘÂŞ ,ćďŘÀœ ćĄŻø Ć¡Ôň ďć ÃČœ üãœŚõ

.(7 ÛØł) ćďŘć ďŘÂì

ťĺŘ ßØÞõ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ ýĆśĺŚ¡õ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ÕþÂÏ ěŘ G(p) öćďøŊ ťĺć ĆŞ

p Àþć ÛŞŚì ýĆČ§Śœ ěÂõ ěŘ üÈ£Ş G(p) ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć âœŚõ Œþ öŘĄĂä ĆŞ Řď T ÛąŘć ÂðŘ öĄİ

.ćĄŞ ÀûŘĄą

ÂðŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď x ø p ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,x ùŘĄ£óć ýĆÎÖœ ýŘÂŞ

Ć Ş .ťĺŘÂÑœ ćďĄõ ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ÍąùďŚŢ ßþŘ ,ÀłŚ Ş ĆţłŘć íŘÂţłŘ T Ś Ş x ø p ÛňŘø ÍąùďŚŢ9ďÁðöøďć ýĆČ§Śœ ,ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď Ć¡Ôň ěŘ ÀĂśÞû ýĆČ§Śœ Œþ Ćî ,ßČĂİßþŘ ŕŚÖœ ýĆäĄÞźõ
íŘÂţłŘ T ŚŞ px Íą ùďŚŢ ÂðŘ .ÀœďÁðüõ T öøďć ěŘ ,ÂÑœ ćďĄõ ýŚûÂČÆõ Ćî ÂČśãŮ ßþŘ ĆŞ ,ÝČþĄðüõ

G(p) ěŘ c ýĆÎÖœ Œþ ĆŞ Řď p üóøŘ Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ÍąùďŚŢ øć ěŘ ÂÑœ ćďĄõ ÂČÆõ ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ

.ÝČþĄðüõ x ďŘÀþć ýĆÎÖœ c ĆŞ .ÀĂîüõ ÛÊţõ x ĆŞ Řď c ýÂÚþć ø ÀĂîüõ Ûňø

ÛØł e ŚŞ c ĆŞ ŸćŚ§ ÍąùďŚŢ øć ýĆþøŘě ,ÀłŚŞ T ěŘ e ñŚþ Œþ ěŘ üÜąŘć ýĆÎÖœ Œþ c ÂðŘ

pass-through region9
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ćÂČðüõ ďŘÂì e ñŚþ ýøď Ćî G(p) ěŘ üÈ£Ş ,Àł Âîč ÂŮÇČŢ Ćî ĆœĄðöŚÞû .ťłŘć ÀĂûŘĄą ÇŞŚŮěŚŞ

Ćî ťĺŘ ßþŘ ÂÚþć ťóŚ§ .ÝČõŚœüõ 10üóŚþ ýùÀĂŞŚŮěŚŞŒþ Řď öŊ ťóŚ§ ßþŘ ďć Ćî ťĺŘ ÍąùďŚŢ Œþ
ĆŞ .ÝČþĄðüõ 11üĺŘbď ýùÀĂŞŚŮěŚ ŞŒþ v ĆŞ ŰďĄň ßþŘ ďć Ćî ÀłŚŞ T ěŘ v ğŘbď Œþ ÂŞ ÕśÎĂõ c

T ďć öŊ üÜąŘć ýĆþøŘě Ćî ťĺŘ üĺŘbď ýùÀĂŞŚŮěŚŞ G(p) ďć üĺŘbď Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ

,ÀłŚŞ üóŚþ ýùÀĂŞŚŮěŚŞ Œþ ÂðŘ ø ÂÒŚĂţõ ğŘbď ,ÀłŚŞ üĺŘbď ýùÀĂŞŚŮěŚŞ Œþ r ÂðŘ .ťĺŘ 180◦ ěŘ ÂţÞî

.ÝČõŚœüõ ùÀĂŞŚŮěŚŞ öŊ 12öĄœŚî Řď ÂÑœ ćďĄõ ñŚþ ĆŞ ťśÆœ p ýĆĂþÂì
Â ČÆõ ßþÂ ŮùŚ ŮĄî ďŚ ţąŚĺ ø ťĺŘ Ć śĺŚ¡õ ÛŞŚ ì üðćŚĺ Ć Ş ďÁðöøďć ýĆČ§Ś œ Ćî ŚźœŊ ěŘ

ĆŞ Řď ĆãóŚÎõ ÅŢ ßþŘ ěŘ ,ÀĂîüõ ýŘùÀÞä ŰøŚÔŮ Ć¡Ôň ŕŚÖœ ÂþŚĺ ŚŞ öŊ ŕŚÖœ ĆŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć

.ÝČĂîüõ ćøÀ¡õ ÝČõŚœüõ D Řď öŊ Ćî ĆČ§Śœ ßþŘ ÛÞØõ

ĆäĄÞźõ öŘĄĂä ĆŞ Řď A(p, r) Śþ r 13ÇŞŚŮěŚŞ ýĆČ§Śœ ,r = ab üóŚþ ýùÀĂŞŚŮěŚŞ Œþ ýŘěŘ ĆŞ

pr ÂðŘ ÂŮÕČìć ďĄÏ ĆŞ .ÀČĺď ŚúœŊ ĆŞ r ěŘ ÇŞŚŮěŚŞ ŚŞ p ěŘ öŘĄŮüõ Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ D ěŘ üÏŚÖœ

b ø a ěŘ ùÀł ùÀČŞŚŮ ĄŮÂŢ øć ĆŞ Ćî ťĺŘ D ěŘ üûŚĂţõŚœ ýŘĆČ§Śœ A(p, r) ,ÀłŚŞ r ĆŞ ťśÆœ p ýĆĂþÂì

ýùÀĂŞŚŮěŚ Ş Œþ ýŘěŘ ĆŞ ,ŰďĄň ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ ùÀł ćøÀ¡õ −→prb ø −→pra ýŚûćŘÀţõŘ ďć řČŮÂŮ ĆŞ

ĆŞ ćøÀ¡õ üûŚĂţõŚœ ýĆČ§Śœ öŘĄĂä ĆŞ Řď A(p, v) ,ÀĂţÆû öŊ ĆŞ ŸćŚ§ ñŚþ øć e2 ø e1 Ćî v üĺŘbď

.ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ −−→pe2v ø −−→pe1v ýŚûćŘÀţõŘ ďć v ěŘ ùÀł ùÀČŞŚŮ ýŚûĄŮÂŢ

Ćî ťĺŘ ÀĂśÞû üþŚûĆČ§Śœ ĆŞ D ÝČÆÖŮ ,RS(p) ďŚÊţąŘ ĆŞ Śþ ,RS(p, T ) üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě

.ÀĂłŚŞ r öŚÆØþ üóŚþ ýùÀĂŞŚŮěŚŞ ĆŞ ÕÜãţõ Śþ r öŚÆØþ üĺŘbď ýùÀĂŞŚŮěŚŞ ,ĆČ§Śœ Œþ ŕŚÖœ ďŘÀþć ýĆÎÖœ

.(8 ÛØł) ÝČþĄðüõ r 14üŞŚŮěŚŞ ýĆČ§ŚœŒþ ýŘĆČ§Śœ ßČĂİ ĆŞ
ýŘÂ Ş ü þŘÀ ţ ŞŘ ùŘď Œþ .ťĺŘ A(p, r) ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂ þě đĄőø Ć Ş r üŞŚ ŮěŚ Ş ýĆ Č§Ś œ Œþ

edge reflector10
vertex reflector11

focus12
reflex region13

reflective region14
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,b ýŚûĆÎÖœ .ÀĂĂîüõÉ£Èõ Řď G(p) ÝČ£ő ýŚûÍąùďŚŢ - p ŚŞ ÂÒŚĂţõ üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě :8 ÛØł
ýĆČ§Śœ Fr .ÀĂţÆû üĺŘbď ýùÀĂŞŚŮěŚŞ øć e ø a .ÀĂţÆû G(p) ÍąùďŚŢ Ćĺ ĆŞ ťśÆœ p ýŚûĆĂþÂì d ø c

.ťĺŘ r ýùÀĂŞŚŮěŚŞ
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.ÝþďøŊ ťĺć ĆŞ Řď ßØÞõ ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ôŚÞŮ ÇŞŚŮěŚŞ ýŚûĆČ§Śœ âÏŚÖŮ Ćî ťĺŘ ßþŘ RS(p) ýĆśĺŚ¡õ

ýŚûĆČ§Śœ ěŘ ýćŘÀãŮ íŘÂţłŘ ěŘ ŚúœŊ ěŘ Œþ Âû Ćî ćĄłüõ ÝČÆÖŮ ĆČ§Śœ ýćŘÀãŮ ĆŞ D ďŚî ßþŘ Ś Ş

A(p, r1), A(p, r2), . . . , A(p, rk) íŘÂ ţłŘ ěŘ Ć î f Ć Č§Ś œ À Č Ă î ŋÂê .À œŘùÀ õŊ ťĺć Ć Ş ÇŞŚ ŮěŚ Ş

ěŘ Œþ Âû Õ þÂÏ ěŘ öŘĄ Ůü õ ,f ěŘ ùŘĄ£ óć ýĆÎÖ œ Œþ ýŘÂ Ş ť óŚ§ ß þŘ ďć .ÀłŚ Ş ùÀ õŊ ťĺć Ć Ş

řŻĄõ Řď ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî ýŘùÀĂŞŚŮěŚŞ öćÂî É£Èõ ýŘÂŞ .ÀČĺď ĆÎÖœ öŊ ĆŞ ri ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ

ĆŞ {r1, r2, . . . , rk} ýĆäĄÞźõ ŚŞ ÂÒŚĂţõ 15üãÞŻ ďŘćöěø ýĄœøďøø ďŘćĄÞœ ÍĺĄŮ Řď f ÀþŚŞ ćĄłüõ

ñćŚãõ üœěø üĺŘbď ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ø ÂÔň öěø üóŚþ ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ .ćÂî ÝČÆÖŮ ýÂŮŒİĄî ýŚûĆČ§Śœ

öŚõě ďć 16øďŚŻ Íą ľøď ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ś Ş ďŘćĄÞœ ßþŘ ýĆśĺŚ¡õ .ÀœďŘć p ŚŮ ÂÒŚĂţõ ğŘbď ýĆÜňŚê

Řď ńÂì ýćŘÀãŮ ýĄœøďøø ďŘćĄÞœ üÜî ťóŚ§ ďć ŚûÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .]77, 78[ ťĺŘ ßØÞõ O(k log k)

ďć ,ßþŘ éĚąÂŞ .ÀĂîüõ É£Èõ Řď öŊ čĄÔœ řþÂő Û¡õ Œþ öěø ĆźČţœ ďć ø ÀĂĂîüõ ĆśĺŚ¡õ

ôěĎ ÂČČçŮ ÀþŚŞ ŚûÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ýŘÂŞ ÂÏŚą ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ ĆĂþÃû üĂãõ ĆŞ öěø Śõ ýĆÜßÆõ

ßØÞõ Śûöěø ýĆÞû ĆŞ ťŞŚ Ź ďŘÀÖõ Œþ âÞŻ ŚŞ ďŚî ßþŘ) ÝČĂî ñŚÞäŘ Řď öěø ÇźĂĺ ďŚČãõ ďć

.(ćĄłüõ

ø ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď ÇŞŚŮěŚŞ ü§ŘĄœ âÏŚÖŮ ťĺŘ ôěĎ ,ľøď ßþŘ ŚŞ RS (p) öćďøŊ ťĺć ĆŞ ýŘÂŞ

ťĺć ĆŞ âÏŚÖŮ ýùÀĂĂîćŚźþŘ ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ýŘÂŞ Řď ùÀłćŚþ ýĄœøďøø ďŘćĄÞœ ŚúœŊ ěŘ Œþ Âû ýŘÂŞ

ĆŞ RS(p) ýŚûĆČ§Śœ ŚŮ ÝČĂî ôŚèćŘ ÂÚþÀØþ ŚŞ Řď ü§ŘĄœ Ûî ýĄœøďøø ýŚûďŘćĄÞœ ÂąŊ ďć ø ÝþďøŊ

Ćî Àþć ÝČûŘĄą ĆõŘćŘ ďć .ćÂ Şüõ ĎŚ Ş Řď ľøď ßþŘ ýŘÂŻŘ öŚ õě ýĆś ŮÂõ áĄőĄõ ßþŘ .À Ă þŊ ťĺć

.ćďøŊ ťĺć ĆŞ O(m log m) öŚõě ďć Řď ÝČÆÖŮÂþě ßþŘ öŘĄŮüõ ĆœĄÚİ

.ťĺŘ üÎą RS(p) üðÀČżČŢ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ ŘÀţŞŘ

additively weighted Voronoi diagram15
sweep line16
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.ťĺŘ O(m) ýĆśŮÂõ ěŘ RS(s, T ) üðÀČżČŢ ,ğŘbď m ŚŞ T éÀû üãÜőÀĂİ Œþ ýŘÂŞ 6.5 Ýó

ŚźœŊ ěŘ .ćďŘć ćĄŻø üŞŚŮěŚŞ ýĆČ§Śœ Œþ ÂůîŘÀ§ ,r ýùÀĂŞŚŮěŚŞ Âû ýŘÂŞ Ćî ÝČĂîüõ ťŞŚŹ ŘÀţŞŘ .ŰŚśŹŘ

öŊ ĆŞ p ÛňŘø ÍąùďŚŢ öŚÞû r ýùÀĂŞŚŮěŚŞ ýøď ĆÎÖœ Œþ ĆŞ p ěŘ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî

ÂÑœ ďć Řď x ýĆÎÖœ Œþ öĄĂîŘ .ÀœďŘć ÕÜãŮ r üŞŚŮěŚŞ ýŚûĆČ§Śœ ĆŞ r ýøď ŕŚÖœ ôŚÞŮ ,ťĺŘ ĆÎÖœ

Řď y ýĆÎÖœ .ÀłŚŞ x ďŘÀþć ýĆÎÖœ c ÀČĂî ŋÂê ø ćďŘć ďŘÂì r üŞŚŮěŚŞ ýĆČ§Śœ Œþ ďć Ćî ÀþÂČÚŞ

Â ČÆõ ñĄÏ öĄİ .ťĺŘ r′ üŞŚ ŮěŚ Ş ýĆ Č§Ś œ Œþ Ć Ş ÕÜã ţ õ Ćî ÀþÂ ČÚ Ş ÂÑ œ ďć cx ÍąùďŚ Ţ ÛąŘć

øć ßþŘ ĆŞ yx ÍąùďŚŢ öćÂî ĆêŚőŘ ,r ÕþÂÏ ěŘ ŚŮ ťĺŘ ÂŮùŚŮĄî r′ ÕþÂÏ ěŘ y ø p ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć

ýĆÎÖœ Âû ýŘÂŞ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ŋÂê éĚą Ćî ťĺŘ r′ ýĆČ§Śœ ďć ÃČœ x Àûćüõ ĆźČţœ ÂČÆõ

ýĆČ§Śœ öŚÞû ďć Ýû c ďŘÀþć ýĆÎÖœ ĆŞ x ÛňŘø ÍąùďŚŢ ýøď ŕŚÖœ ôŚÞŮ ,üŞŚŮěŚŞ ýĆČ§Śœ Œþ ďć x

.ÀœĄłüõ âìŘø üŞŚŮěŚŞ

f1 ĆœŚðŘÀŻ üŞŚŮěŚŞ ýĆČ§Śœ øć a öĄœŚî ŚŞ r ýùÀĂŞŚŮěŚŞ ýŘÂŞ Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď üţóŚ§ ĎŚ§

ßþŘ öĄİ .ÀœďŘć íŘÂţłŘ r ŚŞ ŚûĆČ§Śœ ßþŘ øć Âû ,Àł ĆţÔð ĎŚŞ ďć ĆżœŊ ÕśÏ .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø f2 ø
ŕŚÖœ ôŚÞŮ Ćî ćďŘć ďŘÂì f2 ø f1 ßČŞ ýŚÌê ďć a ěŘ ùÀł ùÀČŞŚŮ ýĄŮÂŢ ,ÀĂţÆû ŘÀŻ Ýû ěŘ ĆČ§Śœ øć

řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÀĂţÆû ýÂÚþć ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ýŚûĆČ§Śœ ďć ÀãŞ ĆŞ r ø ĄŮÂŢ âÏŚÖŮ ýĆÎÖœ ěŘ öŊ ýøď

p ßČŞ ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď (x Ûůõ) r ø ĄŮÂŢ ßþŘ âÏŚÖŮ ýĆÎÖœ ÂðŘ

r ýŚûöĄœŚî ÓÊa Ăõ Ýą ýøď x ßþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ýøŚÆõ r′ ÀĂœŚõ ýÂÚþć ýùÀĂŞŚŮěŚŞ ø r ÕþÂÏ ěŘ x ø

ďć f2 Śþ f1 ýĆČ§Śœ øć ěŘ üØþ ěŘ üÈ£Ş ,ÀłŚŞ ťĺŘď Íą ÛØł ĆŞ Ýą ßþŘ ÂðŘ .ćďŘć ďŘÂì r′ ø
.ťĺŘ ŋÂê éĚą ßþŘ ø ťĺŘ ÂŮŒþćÃœ r′ ÕþÂÏ ěŘ öŊ ĆŞ ßţêď Ćî ćÂČðüõ ďŘÂì Ć¡Ôň ěŘ üÈ£Ş

öĄİ ťĺŘ ćøćÂõ ÃČœ ÀłŚŞ ĆţłŘć r ŚŞ âÏŚÖŮ øć ø ÀłŚśœ ťĺŘď Íą ÛØł ĆŞ ùÀł ćŚþ Ýą Ćî üţóŚ§

,ßþŘÂŞŚĂŞ .ťÆČœ ßØÞõ ÃČœ ßþŘ Ćî ćĄłüõ âìŘø r′ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ýĆČ§Śœ ďć r ěŘ üÈ£Ş ťóŚ§ ßþŘ ďć

ÀĂţÆû T ýŚûğŘbď ÝČÆÖŮÂþě ßþŘ ýŚûğŘbď üÌãŞ .ťĺŘ O(m) ýĆśŮÂõ ěŘ RS(p) ýŚûĆČ§Śœ ćŘÀãŮ

ø ťĺŘ O(m) ñøŘ áĄœ ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÀœŘùÀł ÛČØÈŮ ŚûÓÊĂõ âÏŚÖŮ ěŘ ýŘùÀä ø
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Ûî üðÀČżČŢ ĆźČţœ ďć ø ŚûğŘbď ćŘÀãŮ ,ÀĂîÂţÈõ ÝČÆÖŮÂþě ĆŻø Ćĺ ßČŞ ÛìŘÀ§ ôøć áĄœ ýŚûğŘbď

2 .ťĺŘ O(m) ÝČÆÖŮÂþě

ýĆţĺć .ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď D ěÂõ ěŘ üþŚûÇ£Ş ñøŘ ýĆţĺć .ÀœŘĆţĺć øć RS(p) ýŚûñŚþ

øć Ćî üóŚþ ,üÜî ťóŚ§ ďć .ÀĂĂîüõ ŘÀŻ Ýû ěŘ Řď ďøŚźõ üŞŚŮěŚŞ ýŚûĆČ§Śœ Ćî ÀĂţÆû üþŚûñŚþ ôøć

aÓÊa Ăõ Ýą ÍĺĄŮ ÀĂîüõ ŘÀŻ Ýû ěŘ Řď b ø a ýŚûöĄœŚî ĆŞ r2 ø r1 ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ üŞŚŮěŚŞ ýĆČ§Śœ
Ćî ýďĄÏ ťĺŘ x Ûůõ üÏŚÖœ üĺÀĂû öŚØõ Ćî ťĺŘ ýĄóĄóÁû Ýą Œþ Ýą ßþŘ .ćĄłüõ ÓþÂãŮ b ø

ťĺŘ ÂÔň ø ÀłŚŞ üĺŘbď ýùÀĂŞŚŮěŚŞ Œþ a ÂðŘ ťĺŘ |pa| ÂŞŘÂŞ w(a) Ćî w(a) + |ax| = w(b) + |bx|

.ÀłŚŞ üóŚþ ýùÀĂŞŚŮěŚŞ Œþ a ÂðŘ

üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě ýĆśĺŚ¡õ 2.2.5

ýŘÂŞ .ÀłŚŞ x ∈ D ýĆÎÖœ Œþ ĆŞ p ěŘ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ñĄÏ δ(p, x) ÀČĂî ŋÂê

Œþ øďŚŻ ďŚţąŚĺ .ÝČĂîüõ øďŚŻ δ ďŘÀÖõ ÇþŘÃêŘ ğŚĺŘ ÂŞ Řď D ŕŚÖœ ,üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě ßţąŚĺ

ŚûöŚÞî ßþŘ .ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ùÂþŘć ěŘ üþŚûöŚÞî ÛØł ĆŞ üþŚûŒŻĄõ ěŘ Ćî ťĺŘ ŽĄõ ýĆúśŻ

Řď ŽĄõ ýĆúśŻ ßþŘ ěŘ ýÂþĄÊŮ 9 ÛØł .ÀĂţÆû ŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ öĄœŚî ÃîÂõ ĆŞ üþŚûùÂþŘć ěŘ üþŚûÇ£Ş

ýùÀĂŞŚ ŮěŚ Ş Œþ 17üþŚûď öŚõě .ćďŘć ćĄŻø ŒŻĄõ Œþ ùÀĂŞŚ ŮěŚ Ş Âû ýŘěŘ Ć Ş ŘÀţ ŞŘ .Àûćüõ öŚÈœ
ÂðŘ ÝČþĄðüõ ďøŚźõ Řď ÓÊa Ăõ øć ,øďŚŻ ÀĂþŘÂê ěŘ ĆÑ¡ó Âû ďć .ťĺŘ pa ÍąùďŚŢ ñĄÏ ÂŞŘÂŞ a üĺŘbď

.ÀĂĂî ćøÀ¡õ Řď üœŚÆØþ ŒŻĄõ

.ÀĂĂî ćďĄąÂŞ Ýû ŚŞ ďøŚźõ ÓÊa Ăõ øć Ćî ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ üõŚÚĂû øďŚŻ ÀĂþŘÂê ďć ćŘÀąď ŚúĂŮ

Ýû Ś Ş öŊ ýĆþŚÆÞû øć ø ćøďüõ ßČŞ ěŘ ćďŘć ďŘÂì ÓÊa Ăõ øć ßþŘ ßČŞ Ćî üØŻĄõ ,ĆÑ¡ó ßþŘ ďć

Œþ ľěŘćÂŢ ôŚÚĂû ,Àûćüõ ăď ďøŚźõ ýŚûÓÊa Ăõ ßČŞ ÍÖê ŚûâÏŚÖŮ Ćî ŚźœŊ ěŘ .ÀœĄłüõ ďøŚźõ

ýŚûÓÊa Ăõ ŚŞ Řď öŊ ćďĄąÂŞ öŚõě öŘĄŮüõ ÀþŊüõ ćĄŻø ĆŞ ÀþÀŻ ÓÊa Ăõ Œþ Ćî üõŚÚĂû ,ćŘÀąď

release time17
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Fa
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Fc

F
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e
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e
a

ýŚûöĄœŚî Śú œŊ ÃîÂõ .ÀĂûćüõ öŚÈœ Řď D ýùÀĂĂî øďŚŻ ŽĄõ ýĆúśŻ ,ùÂþŘć ýŚûöŚÞî :9 ÛØł
.ÀĂţÆû ŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ
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öŚõě ďć ćŘÀąď O(m) ôŚÞŮ ľěŘćÂŢ Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ .ćÂî ĆśĺŚ¡õ ľďøŚźõ

.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(m) ýĆÑêŚ§ ø O(m log m)

ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć 3.5

Œþ ćŘěŊ ýŚÌê öøďć T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ýĆÈÖœ ßţąŚĺ ñŚś œć Ć Ş ,Ç£Ş ßþŘ ďć

ćŘěŊ ýŚÌê öøďć ýÂČÆõ ,T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ Œþ .ÝČţÆû ğŘbď n ŚŞ P ýĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć

ùÀł ùćŘć T öøÂČŞ ø ćŘěŊ ýŚÌê öøďć s ýĆÎÖœ ÀČĂî ŋÂê .ÀłŚśœ üúŮ T ŚŞ öŊ íŘÂţłŘ Ćî ťĺŘ

ßþÂŮùŚ ŮĄî Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ üÏŚÖ œ ĆäĄÞźõ öŘĄĂä ĆŞ Řď T ĆŞ s ýùěŘøďć ,Ûśì ÀĂ œŚÞû .ťĺŘ

ĆŞ ,Ûśì ťóŚ§ ÀĂœŚõ .ÀĂĂîüõ ŘÀČŢ íŘÂţłŘ T ŚŞ ďŚŞ ßČóøŘ ýŘÂŞ ŚúœŊ ďć T ýùÀĂĂîďŘÀþć ýŚûÂČÆõ

Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ T ěÂõ ýøď ŚûÍąùďŚŢ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ěŘ G(s) Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ

.ÀœďŘć ďŘÂì T ĆŞ p ěŘ ùÀł Ýĺď ğŚÞõ øć ßČŞ

ßþÂąŊ Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď G(s) ěŘ ÍąùďŚŢ Œþ ýøď ŕŚÖœ ěŘ ñŚÞČÆîŚõ ÀĂśÞû ýŘĆäĄÞźõ

Œþ ŰďĄň ĆŞ Ćî Řď ýŘĆäĄÞźõ ßČĂİ .(v Ûůõ) ÀłŚŞ öŚÆØþ ŕŚÖœ öŊ ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄîğŘbď

ÍąùďŚŢ öŊ ĆŞ ťśÆœ v ýĆĂþÂì öŘĄĂä ĆŞ Řď öŊ öĄœŚî ø ÝČõŚœüõ üóŚþ ýùÀĂŞŚŮěŚŞ Œþ Řď ťĺŘ ÍąùďŚŢ

üĺŘbď ýùÀ Ă ŞŚ ŮěŚ Ş Œþ ùÀł â ìŘø G(s) ďć Ć î Řď T ěŘ ğŘbď Œþ ,Û ś ì À Ă œŚ Þ û .Ý Č Ă îü õ ÓþÂã Ů

ĆäĄÞźõ ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ,üóŚþ ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ .ÝČĂîüõŋÂê ğŘbď öŊ ćĄą Řď öŊ öĄœŚî ø ÝČõŚœüõ

ťĺŘ ßØÞõ üÜî ťóŚ§ ďć .ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ SPM (s, P ) ø T ěÂõ âÏŚÖŮ ěŘ Ćî ťĺŘ üþŚûÍąùďŚŢ

üÎą) 5.3 Ýó ŰŚśŹŘ ďć ĆżœŊ ĆŞŚÈõ üóĎÀţĺŘ ŚŞ ŚõŘ ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ßþŘ ÀĂœŚõ ÍąùďŚŢ O(mn)

üóŚ þ ýŚûùÀ Ă ŞŚ ŮěŚ Ş ćŘÀã Ů Ć î ćÂî ťŞŚ Ź öŘĄ Ůüõ ,Àł Ć ţ Ôð (À þć ťČ Ü ŞŚ ì ýùěŘøďć ýùěŘÀ œŘ öćĄ Ş

Àþć ťČÜŞŚì ýùěŘøďć ýĆśĺŚ¡õ ĆŞŚÈõ ,üóŚþ ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ ,ßČĂżÞû .ťĺŘ O(m + n)

öŚõě ďć üĺŘbď ø üóŚ þ ýŚûùÀĂ ŞŚ ŮěŚ Ş ßţêŚ þ ,ľøď ßþŘ Ś Ş .(ÀČ Ă Č ś Ş Řď 2.3.3 Ç£Ş) ćÂČðüõ ôŚźœŘ
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.ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O((m + n) log(m + n))

ěŘ Ćî ÀłŚŞ ýŘĆČ§Śœ DT ÀČĂî ŋÂê .ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ Ûśì ťóŚ§ ÀĂœŚõ Řď ďÁðöøďć ýĆČ§Śœ Śõ

ĆŞ DT ěŘÂêŘ RS(s, T ) ,ŰďĄň ßþŘ ďć .ÀłŚŞ ùÀł ÛňŚ§ ćŘěŊ ýŚÌê ěŘ ďÁðöøďć ýĆČ§Śœ ßţłŘćÂŞ

ýùÀĂĂîďŘÀþć ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÍĺĄŮ ďŚŞ ßČóøŘ ýŘÂŞ Ćî ýŘùÀĂŞŚŮěŚŞ ğŚĺŘ ÂŞ ťĺŘ ĆČ§Śœ ýćŘÀãŮ

ýùěŘÀœŘ Ćî Àûćüõ öŚÈœ ÃČœ ťóŚ§ ßþŘ ďć 6.5 Ýó ĆŞŚÈõ üóĎÀţĺŘ .ťĺŘ ùÀł ŰŚìĚõ s ŘbÀśõ ěŘ T

.ťĺŘ O(m + n) ÝČÆÖŮÂþě ßþŘ

ýĄÚóŘ ÍĺĄŮ ÀœŘĄŮüõ ,SPM T (s, P ) ,T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÈÖœ ýĆśĺŚ¡õ

ø ďÁðöøďć ýĆČ§Śœ ŚŞ ÂÒŚĂţõ üØþ :ćďŘć Ç£Ş øć ĆÈÖœ ßþŘ .ćÂČÚŞ ŰďĄň ŽĄõ ýĆúśŻ ÇŞŚŮěŚŞ

ùÀł ćøÀ¡õ ďÁðöøďć ýĆČ§Śœ Ć Ş Ćî ťĺŘ SPM (s, P ) öŚÞû ñøŘ Ç£Ş .DT Ś Ş ÂÒŚĂţõ ýÂÚþć

ŘbÀśõ Âû .ÀĂţÆû ŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ýŚûöĄœŚî öŚÞû Ćî ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ ŘbÀśõ ýćŘÀãŮ ,ôøć Ç£Ş ýŘÂŞ .ťĺŘ

ĆŞ s ŒþěćĄŐę ýĆÜňŚê öŚõě ßþŘ ,üĺŘbď ýŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ýŘÂŞ .ťłŘć ÀûŘĄą üÊ£Èõ üþŚûď öŚõě

ýøď ğŘbď ß þÂąŊ Ć Ş s ŒþěćĄ Őę ýĆ ÜňŚ ê ,öŚ õě ß þŘ ,ü óŚ þ ýŚûùÀ Ă ŞŚ ŮěŚ Ş ýŘÂ Ş ø ťĺŘ ğŘbď öŊ

ÍąùďŚ Ţ ěŘ v ýĆÜňŚ ê Ćî d ýĆêŚőŘ Ć Ş ťĺŘ ü óŚ þ ýùÀĂ ŞŚ ŮěŚ Ş öŊ ŕŚÖ œ Ć Ş ýŚûÂ ČÆõ ßþÂ ŮùŚ ŮĄî

Ćî ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ŽĄõ ýĆúśŻ ďŚÈţœŘ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ěŘ ,D ŕŚÖœ öÀœŚłĄŢ ýŘÂŞ .ťĺŘ ùÀĂŞŚŮěŚŞ

ýŚûŒŻĄõ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ .ÀĂî ÇŞŚŮěŚŞ ťĺŘ ùÀł ćŚźþŘ s ěŘ Ćî Řď üþŘÀţŞŘ ŽĄõ ýĆúśŻ

Œþ ýŘÂŞ .ÀœÂČÚŞ ďŘÂì DT öøÂČŞ ťĺŘ ßØÞõ ŚûŘbÀśõ ěŘ üąÂŞ öĄİ ,ÀœĄł ĆśĺŚ¡õ ťìć ŚŞ ÀþŚŞ ĆČóøŘ

ŒŻĄõ ,ÀłŚŞ ùÀĂŞŚŮěŚŞ ýøď ŕŚÖœ ĆŞ s ěŘ ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ğŘbď ßþÂąŊ v ÂðŘ ,üóŚþ ýùÀĂŞŚŮěŚŞ

.ťĺŘ d áŚãł ø ùÀĂŞŚŮěŚŞ ĆŞ ťśÆœ v ýĆĂþÂì ÃîÂõ ĆŞ ĆČóøŘ

ďć ŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ýùÀł ĆţąŚĂł ýŚûÝţþďĄÚóŘ Ćî ]60[ ø ]73[ ÝţþďĄÚóŘ øć Âû

ĆŞ ďćŚì ,ÀœŘùÀł ü§ŘÂÏ ŽĄõ ýĆúśŻ ďŚÈţœŘ ýĄÚóŘ ÂŞ üĂţśõ Ćî ÀĂţÆû ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆĂõŘć

ø ÂðÂśłÂû ĆŞ ÕÜãţõ) ñøŘ ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ÂðŘ .ÀĂţÆû ŰøŚÔţõ üþŚûď ýŚûöŚõě ŚŞ ŘbÀśõ ÀĂİ ľěŘćÂŢ

O((m + n) log(m + n)) ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć ,ťĺŘ ĆĂČúŞ ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć Ćî ÝČĂî ùćŚÔţĺŘ (ýďĄĺ
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ĆźČţœ ďć ø ŚûùÀĂŞŚŮěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ ,Àł ĆţÔð ßþŘ ěŘ ÇČŢ ĆżœŊ ÕśÏ .ÝþěŚÆŞ Řď SPM T (s, P ) ÝČœŘĄŮüõ

ĆŞ ýĆźČţœ ßþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì üœŚõě ýĆśŮÂõ ßČÞû ďć Ýû ĆČóøŘ ýùćÂîďŘÀþć ýŚûŒŻĄõ

.ćÂî ĆňĚą Âþě ýĆČÌì ďć öŘĄŮüõ Řď ťóŚ§ ßþŘ ďć ùÀõŊ ťĺć

áĄÞźõ ŚŞ P ÛąŘć T éÀû üãÜőÀĂİ Œþ ø P ýĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć Œþ ýŘÂŞ 3.5 ĆČÌì

ýĆÑêŚ§ ø öŚõě ďć Řď (s, P, T ) ýćøďø öŘĄŮüõ ,s ŘbÀśõ ýĆÎÖœ Œþ ßţłŘć ø N ćŘÀãŮ ĆŞ üþŚûğŘbď

Ćî ćĄł ÀČóĄŮ ćŘěŊ ýŚÌê ěŘ O(N) ýùěŘÀœŘ ĆŞ üÞČÆÖŮÂþě Ćî ýďĄÏ ćÂî ľěŘćÂŢÇČŢ O(N log N)

t ýĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Œþ ø s ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ñĄÏ öŘĄŮüõ öŊ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ

ÂČÆõ ýŚûñŚþ ćŘÀãŮ ŚŞ řĺŚĂţõ ýŘĆĂþÃû ťąŘćÂŢ ŚŞ ýÂČÆõ ßČĂİ .ćÂî ĆśĺŚ¡õ O(log N) öŚõě ďć Řď

.ťĺŘ üŞŚþěŚŞ ÛŞŚì

Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýĄźţÆŻ 4.5

Řď t ø s ýùÀł ùćŘć ýĆÎÖœ øć ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄîŒþ ßţêŚþ ýĆÜßÆõ Ç£Ş ßþŘ ďć

ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ Ćî ÝČĂîüõ ýďøŊćŚþ .ÝČĂîüõ üĺďÂŞ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýĄźţÆŻ ýŚĂśõ ÂŞ

,öŊ ýŚûğŘbď Ćî ťĺŘ Àþć ťČÜŞŚì (üĺÀČÜìŘ) éŘÂð ßţąŚĺ ÀĂõěŚČœ ľøď ßþŘ ÕśÏ ĆÎÖœ øć ßČŞ

ŚŞ .ÀĂîüõ Ûňø Ýû ĆŞ Řď Àþć ÛŞŚì ýŚûğŘbď Žøě öŊ ýŚûñŚþ ø ÀĂţÆû t ø s ùŘÂÞû ĆŞ P ýŚûğŘbď

ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ,éŘÂð ďć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ŚŞ öŘĄŮüõ ,éŘÂð ßþŘ ßţąŚĺ

.ćďøŊ ťĺć ĆŞ Řď t ø s

ø ÀłŚŞ t ø s ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ýŚûÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî ýĆäĄÞźõ ΠT (s, t) ÀČĂî ŋÂê

v ø u ÀČĂî ŋÂê .ÀłŚŞ éŘÂð ýŚûğŘbď ŔÃŻ t ø s ßţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ P ťČÜŞŚì éŘÂð G = (V, E)

ŕŚÖœ ôŚÞŮ ßČŞ Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ x ∈ T ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ öŘĄĂä ĆŞ Řď C0(u, v) .ÀĂłŚŞ P ěŘ ğŘbď øć
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ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě C(u, v) ÀČĂî ŋÂê .ÀĂłŚŞ ĆţłŘć T ŕŚÖœ ôŚÞŮ ßČŞ Řď |ux|+ |vx| ďŘÀÖõ ßþÂŮÝî T

ŠÀ¡õ üãÜőÀĂİ Œþ T Ćî üŮďĄň ďć .ťĺŘ Àþć ÛŞŚì v ø u ğŘbď øć Âû ěŘ Ćî ÀłŚŞ C0(u, v)

ŠÀ¡õŚœ T Ćî üŮďĄň ďć .T ěÂõ ýøď ĆÎÖœ Œþ ÍÖê ÛõŚł Śþ ťĺŘ üúŮ Śþ ĆäĄÞźõ ßþŘ ,ÀłŚŞ

.ÀĂłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ýÂţÈČŞ ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ ßþŘ ďć ťĺŘ ßØÞõ ÀłŚŞ

ďć ùŚðžČû π ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ .ÀłŚŞ ΠT (s, t) ďć ÂČÆõ Œþ π ÀČĂî ŋÂê

üÚĂČúŞńŘĄą ýŚĂśõ ÂŞ ùÀûŚÈõ ßþŘ .(ÀĂûćüõ ăď T ěÂõ ďć ÍÖê ŚûťÆØł) ÀĂØłüÞœ T ÛąŘć

ýøď Śþ A ŕŚÖœ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď A = π ∪ T ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ .ťĺŘ ŰŚśŹŘ ÛŞŚì ŚûÂČÆõ üãőĄõ

ÀœĄłüõ ťêŚþ C(u, v) ďć üÜ¡õ üÚĂČúŞ ßČœŘĄì ÕśÏ Ćî ßþŘ Śþ ÀœďŘć ďŘÂì Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýŚûñŚþ

ŘfćÀźõ ø ćøď üõ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ĆŞ ŚfÞČÖţÆõ u ěŘ ÂČÆõ ,ťóŚ§ ßþŘ ďć .ÀĂţÆû P ěŘ ğŘbď øć v ø u Ćî

ÍÖê Ćî ćÂî üĺďÂŞ öŘĄŮüõ ,ťĺŘ ĆĂČúŞ ÂČÆõ Œþ π Ćî ťČãìŘø ßþŘ ýŚĂśõ ÂŞ ěŚŞ .ććÂðüõ ÂŞ v ĆŞ

ýĆäĄÞźõ Œþ ďć Ćî) ÀłŚśœ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýŚûñŚþ ýøď Ćî ćĄłüõ ťêŚþ A ďć ĆÎÖœ Œþ

.(ćĄŞ ÀûŘĄą C(u, v)

ďć ĄźţÆŻ Ćî ÝþěŚĺüõ ýÂÚþć éŘÂð ,G Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ýøď ěŘ ,ĎŚŞ ŰŘÀûŚÈõ ýŚĂśõ ÂŞ

ýŘÂŞ ø ÝČõŚœüõ GT = (VT , ET ) Řď éŘÂð ßþŘ .ÀĂî ÀČóĄŮ Řď T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî öŊ

ŚŞ Ćî Řď E ďć {u, v} ñŚþ Âû Åşĺ .(ET = E ø VT = V ŘÀţŞŘ üĂãþ) ÝČĂîüõ áøÂł G ěŘ öŊ ťąŚĺ

ýĆÎÖœ Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ Ćî ÝČĂîüõ ĆêŚőŘ VT ĆŞ Řď w ğŘbď Œþ ø éÁ§ ET ěŘ ÀłŚŞ ĆţłŘć âÏŚÖŮ T

öěø ø ÝČĂîüõ ÛÊţõ v ø u ĆŞ ET ďć ÀþÀŻ ñŚþ øć ÍĺĄŮ Řď ğŘbď ßþŘ .ÀłŚ Ş uv ∪ T ěŘ ùŘĄ£óć

ôŚÞŮ ýŘÂŞ ,ĆÜ§Âõ ßþŘ ěŘ ÀãŞ .ÝČûćüõ ďŘÂì vw ø uw ýŚûÍąùďŚŢ ñĄÏ ÂŞŘÂŞ řČŮÂŮ ĆŞ Řď ŚûñŚþ

ŚŞ ÂÒŚĂţõ Ćî ÝČĂîüõ ĆêŚőŘ VT ĆŞ w ğŘbď Œþ ,ÀłŚśœ üúŮ C(u, v) Ćî V ďć v ø u ýŚûğŘbď ťÔŻ

|vw| ø |uw| ýŚûöěø ŚŞ řČŮÂŮ ĆŞ Řď {v, w} ø {u, w} ýŚûñŚþ ùďŚŞøć ø ťĺŘ C(u, v) ďć ĆÎÖœ Œþ

.(10 ÛØł) ÝČĂîüõ ĆêŚőŘ ET ĆŞ
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s

t

ýŚûğŘbď ø ÂŢĄŮ ýùÂþŘć Ś Ş V ýŚûğŘbď .ťĺŘ âœŚ õ Œþ ,ÝČ£ő ÍąùďŚ Ţ - GT éŘÂð :10 ÛØł
ýŚûñŚþ .ÀœŘùÀł ĆêŚőŘ ET ďć ßČİÍą ýŚûñŚþ .ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ ÂŢĄŮ âŞÂõ ŚŞ VT ďć ùÀł ĆêŚőŘ

.ÀœŘùćĄŞ ćĄŻĄõ E ďć Ûśì ěŘ ÀţÞõ

üðćŚĺ Ć Ş .Ý Č õŚ œüõ GT ďć 18ďŘćťõĚä ýŚûğŘbď Řď M = VT − V ýŚûğŘbď ĆäĄÞźõ

,ÀłŚŞ M ěŘ ğŘbď Œþ ÛìŘÀ§ ÛõŚł Ćî ÀłŚŞ GT ďć t ø s ßČŞ ýÂČÆõ ÂðŘ Ćî ćÂî ùÀûŚÈõ öŘĄŮüõ

ďć π ÂČÆõ Âû ŚŞ ÂÒŚĂţõ ,ĎŚŞ ŰŘÀûŚÈõ ýŚĂśõ ÂŞ .ťĺŘ P ďć t ø s ßČŞ T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ Œþ

ďŘćťõĚä ğŘbď Œþ ÛìŘÀ§ ÛõŚł Ćî ćĄłüõ ťêŚþ GT ďć t ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ,ΠT (s, t)

.ťĺŘ

ěŘ ŚûĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî ŘÂţÆØþŘć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝţþďĄÚóŘ ŚŞ ,GT ďć ýÂČÆõ ßČĂİ ßţêŚþ ýŘÂŞ

ĆŞ s′ ğŘbď Œþ öćÂî ĆêŚőŘ ŚŞ GT ýøď ěŘ Řď G′
T éŘÂð ùŚÚœŊ .ÝČĂîüõ ŘÀČŢ Řď M ýŚûğŘbď ôŚÞŮ ĆŞ s

Řď {s′, m} ñŚþ öěø ,m ∈ M ğŘbď Œþ ýŘÂŞ .ÝþěŚĺüõ M ýŚûğŘbď ôŚÞŮ ĆŞ s′ öćÂî ÛÊţõ ø VT

Řď t ø s′ ßČŞ p ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ÂðŘ ñŚ§ .ÝČûćüõ ďŘÂì GT ďć m ěŘ s ýĆÜňŚê ßþÂŮùŚŮĄî ÂŞŘÂŞ

ťĺć ĆŞ öŊ ýøď ěŘ Řď P ďć T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ öŘĄŮüõ ,ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ G′
T ďć

Œþ ÂðŘ .(ťĺŘ M ďć ŚfÞţ§ m) ÀłŚŞ p ÂČÆõ ýøď ğŘbď ßČõøć m ÀČĂî ŋÂê ,ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ .ćďøŊ

Œþ ,ÝČœŚśÆżŞ Ýû ñŚśœć ĆŞ P ďć Řď t ø m ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî Œþ ø m ø s ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî
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.ťłŘć ÝČûŘĄą P ďć T ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

öćďøŊ ťĺć ĆŞ ÂÏŚą ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ G éŘÂð ýĆśŮÂõ öŚÞû ěŘ G′
T ø GT éŘÂð ýùěŘÀœŘ

ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ ŚûéŘÂð ßþŘ ýøď ŘÂţÆØþŘć ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ďŚŞ øć ø GT ýøď ěŘ G′
T

üĂţśõ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ÝţþďĄÚóŘ Œþ ÂŞ üêŚőŘ ýĆĂþÃû üþŚúœ ÂČÆõ ßţêŚþ ø M ýŚûğŘbď ŚŮ ŚûĆÜňŚê

ěŘ GT éŘÂð ýŘďŚî ßţąŚĺ ĆÜßÆõ ßþŘ Û§ ďć üÜňŘ ÇóŚİ .ÀĂĂîüÞœ ÛČÞ¡Ů Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ÂŞ

:ćĄł ôŚźœŘ Âþě ýĆśĺŚ¡õ Ćţĺć øć ÀþŚŞ ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ .ťĺŘ G éŘÂð ýøď

ßţêŚþ ,ŠŘĄŻ öćĄŞ ťśůõ ŰďĄň ďć ø Ćœ Śþ ćďŘć âÏŚÖŮ T ŚŞ uv ÍąùďŚŢ ŚþŊ Ćî ßþŘ ÉČ£ÈŮ (1

âÏŚÖŮ ýĆÎÖœ Œþ

.V ďć v ø uğŘbď Žøě Âû ýŘěŘ ĆŞ C(u, v) ýĆśĺŚ¡õ (2

öŘĄŮüõ ŚźœŊ ďć .ťĺŘ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ßţąŚĺ ŚŞ öŚõěÝû ,ñøŘ ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ öŚõě ßþÂţúŞ

âÏŚÖŮ öŊ öøÀŞ üØþ ø âœŚõ Œþ öŘĄĂä ĆŞ T ßţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ üØþ ,ŰďĄň øć ĆŞ ŰŚśĺŚ¡õ ôŚźœŘ ŚŞ

ćďĄõ v ø u ýŚûğŘbď ťÔŻ ôŚÞŮ ÀþŚŞ ,ôøć ôÀì ýŘÂŞ .ćÂî ĆśĺŚ¡õ ćĄŻø ŰďĄň ďć Řď ÂÑœ ćďĄõ

ÀœďŘć v ø u ŚŮ ŚûĆÜňŚê áĄÞźõ ßþÂŮùŚŮĄî Ćî Řď T ěŘ üÏŚÖœ Œþ Âû ýŘÂŞ ø ÀœÂČÚŞ ďŘÂì üĺďÂŞ

ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ .ÝČĂî ŘÀŻ ÀĂţÆû Àþć ÛŞŚì v ø u ěŘ øć Âû Ćî Řď üþŚúœŊ ,ŕŚÖœ ßþŘ ßČŞ ø ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ

.ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ Řď ñŚþ öŊ ŚŞ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ø ÝČĂî üĺďÂŞ Řď T ýŚûğŘbď ø ŚûñŚþ ôŚÞŮ ÝČœŘĄŮüõ

ÀûŘĄą ěŚČ œ O(n2m) ñćŚãõ üœŚõě ÝţþďĄÚóŘ ôøć ôÀì ø ťĺŘ O(m) ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć öŚõě ßþŘ

.ćÂî ÂţúŞ Řď öŚõě ßþŘ öŘĄŮüõ ĆœĄÚİ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ ŚźĂþŘ ďć .ťłŘć

ĆŞ O(log m) öŚõě ďć Řď v ø u ŚŞ ÂÒŚĂţõ ĆĂČúŞ ýĆÎÖœ öŘĄŮüõ ,ÀłŚŞ ŠÀ¡õ T üãÜőÀĂİ ÂðŘ

Ćî ťÆû e ÀĂœŚõ T ěŘ ñŚþ Œþ ÍÖê Ćî ćÂČðüõ ŰďĄň ùÀûŚÈõ ßþŘ ýŚĂśõ ÂŞ ďŚî ßþŘ .ćďøŊ ťĺć

e öøďć (ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ e ĆŞ ťśÆœ v ýĆĂþÂì ĆŞ u ÛňŘø ÍąùďŚŢ âÏŚÖŮ ěŘ Ćî) öŊ ýĆĂČúŞ ýĆÎÖœ

ø ćÂČðüõ ďŘÂì e′ ťĺŘď ťÞĺ ,e′ Ûůõ e šİ ťÞĺ ýŚûñŚþ ôŚÞŮ ýŘÂŞ ĆÎÖœ ßþŘ .ćÂČðüõ ďŘÂì
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ýŘÂŞ 1.1.4 Ç£Ş ďć Ćî ťĺŘ üţČňŚą ĆŞ ĆČśł ßþŘ .ťĺŘ ÅØäÂŞ eťĺŘď ťÞĺ ýŚûñŚþ ýŘÂŞ

Œþ ŚŞ öŘĄŮüõ ťČňŚą ßþŘ ýŚĂśõ ÂŞ .Àł ĆãóŚÎõ Àþć ťČÜŞŚì ýŚûùÂźĂŢ ýøď ùÀł ĆţąŚĺ ýŚûÓČì

üţČňŚą ßČĂİ üóŚþ žČû Ćî ťĺŘ ßØÞõ ßþŘ ĆţśóŘ .ćďøŊ ťĺć ĆŞ Řď ÂÑœ ćďĄõ ñŚþ üþøćøć ýĄźţÆŻ

ĆśĺŚ¡õ ÛŞŚì üþøćøć ýĄźţÆŻ öŚÞû ŚŞ Ćî T ýŚûğŘbď ěŘ üØþ ŰďĄň ßþŘ ďć Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ

ťČÜŞŚì ßţłŘÀœ ÂÏŚą ĆŞ ĆÎÖœ ßþŘ Ćî ťĺŘ ßØÞõ ßþŘ ĆţśóŘ .ćěŚĺüõ Řď C(u, v) ýĆÎÖœŒŮ ,ťĺŘ

.ťĺŘ ßØÞõ üðćŚĺ ĆŞ ÃČœ ßþŘ ÉČ£ÈŮ Ćî ćĄÈœ ćďŘø ùÀł ćŚþ ýĆäĄÞźõ ďć v Śþ u ěŘ Àþć

ěŘ öŘĄŮüõ ÛØÈõ ßþŘ Û§ ýŘÂŞ .ÀĂîüÞœ ďŚî ĎŚŞ ľøď ,ÀłŚŞ ŠÀ¡õŚœ T üãÜőÀĂİ ÂðŘ

Řď V ěŘ uğŘbď Âû ,ďĄÑĂõ ßþŘ ĆŞ .ćďøŊ ÂŮßČþŚŢ Řď O(n2m) öŚõě ø ťêÂð ŒÞî üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě

O(m log m) öŚõě ďć ďŚî ßþŘ .ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ Řď RS(u, T ) üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě ,ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Ćî

v üŞŚþŚŻ ŚŞ O(log m) öŚõě ďć ÝČœŘĄŮüõ ,v ∈ V ýŚûğŘbď ôŚÞŮ ýŘěŘ ĆŞ öŊ ěŘ ÅŢ .ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì

ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂŞ ôěĎ öŚõě ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ÝČĂî ŘÀČŢ Řď C(u, v) ěŘ ĆÎÖœ Œþ ,ùÀł ĆţąŚĺ ÝČÆÖŮÂþě ďć

.ťĺŘ ýÂţúŞ ýĆźČţœ mïďÃŞ ÂþćŚÖõ ýŘÂŞ Ćî ćĄłüõ ÛþÀśŮ O(nm log m + n2 log m) ĆŞ ,ôøć ôÀì
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6 ÛÊê

ýÂČðĆźČţœ

ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÿþŚţœ 1.6

ĆţąŘćÂŢ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ÛŐŚÆõ üąÂŞ ýÂÑœ üœŚśõ üĺďÂŞ ĆŞ ÇûøÄŢ ßþŘ ďć

ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ ěŘ ÀĂŮďŚśä ťĺŘ ùÀł ĆţąŘćÂŢ öŊ ĆŞ Ćî üÜŐŚÆõ ěŘ ùÀÞä ýĆţĺć Ćĺ .ťĺŘ ùÀł

ø üœŚõě üðÀČżČŢ .üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ø ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì ,ĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ

,ŚûñøÀŻ ßþŘ ďć .ÀœŘùÀõŊ 3 ø 2 ,1 ýŚûñøÀŻ ďć řČŮÂŮ ĆŞ ŚûĆÜßÆõ ßþŘ ĆŞ ŕĄŞÂõ ýŘÂŻŘ ýĆÑêŚ§

ćŘÀãŮ Àþć ťČÜŞŚì ĆŞ ŕĄŞÂõ ýŚûÀČì ďć Ćî ťĺŘ ùÀł ĆţêÂð ÂÑœ ďć ýćøďø üðÀČżČŢ öŘĄĂä ĆŞ n

üãÜőÀĂİ ø ĆĂõŘć ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ áĄÞźõ üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ÀČì ďć ø ýćøďø ýĆĂõŘć ýŚûğŘbď

ěŘ ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć Ćî ťĺŘ ýćøďø üãÜőÀĂİ ĆŞ ĆţÆŞŘø ýÂţõŘďŚŢ K ,2 ñøÀŻ ďć .ťĺŘ éÀû

.ťĺŘ ÂŮÝî ďŘÀÖõ ßþŘ ěŘ üãìŘø ŰĎŚ§ ěŘ üÜČą ďć üóø ťĺŘ O(n2) ýĆśŮÂõ
ĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ üðÀČżČŢ ýĆňĚą :1 ñøÀŻ

ĆÑêŚ§ öŚõě ĆĂõŘć
O(n) O(n) ùćŚĺ üãÜőÀĂİ

O(n log n) O(n log n) ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć
O(n2) O(n2) ŠÀ¡õ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď
O(n3) O(n3) ŠÀ¡õŚœ ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýĆþøď
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ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ üðÀČżČŢ ýĆňĚą :2 ñøÀŻ
ĄŻøğÂŢ öŚõě ĆÑêŚ§ ľěŘćÂŢÇČŢ öŚõě ĆĂõŘć

O(log n) O(n2) O(n2) (ěŚŞ ÀÊÖõ) ùćŚĺ üãÜőÀĂİ
O(log n) O(n2 + nK) O(n2 + nK) (É£Èõ ÀÊÖõ) ùćŚĺ üãÜőÀĂİ

üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ üðÀČżČŢ ýĆňĚą :3 ñøÀŻ
ĆÑêŚ§ öŚõě ĆĂõŘć
O(n) O(n) ŠÀ¡õ éÀû üãÜőÀĂİ ŚŞ ùćŚĺüãÜőÀĂİ

O(n log n) O(n log n) ÂãÖõ éÀû üãÜőÀĂİ ŚŞ ùćŚĺüãÜőÀĂİ
O(n log n) O(n log n) ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć

ø üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ěŘ ÀĂŮďŚśä ,ÀœŘùÀł ùćŚÔţĺŘ ÛŐŚÆõ ßþŘ Û§ ýŘÂŞ Ćî üþŚûùÀþŘ

ßþŘ ćŘÀãŮ öćÂî ćøÀ¡õ ø ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ñŚśœć ĆŞ ĄźţÆŻ ýùćøÀ¡õ öćÂî ĆţÆÆð ýŘÂŞ ùěŘøďć

éÀû ýĆČ§Śœ ěŘ ýÂÚþć ýŚûÇ£Ş ŰŚìĚõ ěŘ ÀãŞ ŚfÞţ§ ŚúœŊ ŰŚìĚõ Ćî üþŚûùěŚŞ éÁ§ ŚŞ ŚûùěŚŞ

Œþ ďć ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì ÀČì ŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆÜßÆõ ďć ßČĂżÞû .ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ

Ćî Àł üĺďÂŞ ťĺŘ öŘďøć ñŚ§ ďć Ćî ùÂźĂŢ Œþ ýøď ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ďŚţêď ,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ

ßþŘ ýĆãóŚÎõ ďć ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÿþŚţœ ěŘ ÃČœ ŚûÝą ßþŘ ńŘĄą üĺďÂŞ .ÀœěŚĺüõ Řď ĆĂČúŞ ýŚûÝą

ýĆÈÖœ ø üŞŚŮěŚŞ ÝČÆÖŮÂþě ßţąŚĺ ýŘÂŞ ŽĄõ ýĆúśŻ ÇŞŚŮěŚŞ ŠĄİďŚİ ,ťþŚúœ ďć .ťĺŘ ĆÜßÆõ

ýùÀłĆţąŚĂł ľøď ýÂČðďŚîĆŞ ŚŞ ĄÚóŘ ßþŘ .Àł ĆŐŘďŘ üãÜőÀĂİ Œþ ýùÀĂĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî

.ÀĂîüõ ďŚî ŽĄõ ýĆúśŻ ďŚÈţœŘ

ÛŐŚÆõ ýÂÑœ ýĆãóŚÎõ ýĆþŚŢ ÂňŚĂä öŘĄĂä ĆŞ ÀĂœŘĄŮüõ ùÀł đÂÎõ ýŚûùÀþŘ ßþŘ ýĆÞû

Ç£Ş ďć ÛŐŚÆõ ßþŘ ěŘ üþŚûñŚůõ .ÀĂþŚČŞ ďŚî ĆŞ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆŞ ŕĄŞÂõ ÂŮüÜÞä ø ÂŮùÀČżČŢ

.Àł ÀûŘĄą Âîč ùÀĂþŊ
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ěŚŞ ÛŐŚÆõ ø ùÀĂþŊ ýŚûÇûøÄŢ 2.6

ŚfţśÆœ üäĄőĄõ ÂČÆõ ñĄÏ ýěŚĺĆĂČúŞ Àþć ěŘ ťîÂ§ ýÃþďĆõŚœÂŞ ÛŐŚÆõ ýÂÑœ ýĆãóŚÎõ Ćî ŚźœŊ ěŘ

ŰŚã óŚÎõ ßþŘ áøÂł ýĆÎÖ œ Śú Ă Ů ÂőŚ§ ÇûøÄŢ ďć ùÀõŊ ťĺć Ć Ş ÿþŚ ţ œ ,À þŊüõ ďŚÞł Ć Ş ùěŚ Ů

ěŘ ÂÚþć ýćŘÀãŮ Û§ ýŘÂŞ ÝČÞãŮ ÛŞŚì ùÀł đÂÎõ ýŚûùÀþŘ ùŘÂÞû ĆŞ ÿþŚţœ ßþŘ .ÀœĄłüõ ŠĄÆ¡õ

ďć ćŘć ôŚźœŘ ÇûøÄŢ ßþŘ ýĆõŘćŘ öŘĄĂä ĆŞ öŘĄŮüõ Ćî Řď ÛŐŚÆõ ĆœĄð ßþŘ ěŘ üąÂŞ .ÀĂţÆû ÛŐŚÆõ

.ÝČĂîüõ Âîč ĆõŘćŘ

ďŘÀþć ÀČì ø Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð 1.2.6

ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ďć üãÜőÀĂİ ďŘÀþć ÀČì ŚŞ ĆÎÖœ øć ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ

.ťĺŘ Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ùÀł ćŚþ ÂČÆõ ýĆśĺŚ¡õ ĆÜßÆõ ßþŘ éÀû :Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð

ùÀĂ ĂîďŘÀþć ÂČÆõ ßþÂŮùŚ ŮĄî öŊ ďć ĄźţÆŻ Ś Ş öŘĄţ Ş Ćî ćĄł ùćŘć ÝČÞãŮ ýďĄÏ ÀþŚ Ş éŘÂð ßþŘ

4.5 Ç£Ş ďć ùÀł đÂÎõ ýùÀþŘ ěŘ öŘĄ Ůüõ éŘÂð ßþŘ ťąŚĺ ďć .ćÂî ŘÀČ Ţ Řď éÀû üãÜőÀĂİ

üœŚõě ýĆśŮÂõ ĆŞ Řď Śõ ĆĂõŘć ÛõŚî Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ćî ťĺŘ ßþŘ Ýúõ ýĆţØœ .ćÂî ùćŚÔţĺŘ

ø ďĄŢŚî ÝţþďĄÚóŘ ďć ùÀł ĆţêÂðďŚîĆŞ ľøď ěŘ ÀþŚŞ ÂÏŚą ßČÞû ĆŞ .ÀœŚĺďüÞœ ÝþďŘć ĆżœŊ ěŘ ýÂţúŞ

Àþć ťČÜŞŚì éŘÂð 1øÂûŘď ôŚœ ĆŞ ýďŚţąŚĺ ěŘ ýÂČðùÂúŞ ŚŞ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ćÂî ùćŚÔţĺŘ ]58[ öŘÂÚþć
ßØÞõ O(n + h2 log n) öŚõě ďć Řď ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ Ćî ćěŚĺüõ Řď ĆĂõŘć ěŘ ýÂŮŒİĄî Ç£Ş

ŒČØÔŮ ŚŞ Ćî ťĺŘ ßþŘ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ťČÞûŘ .ťĺŘ ĆĂõŘć ďć ćĄŻĄõ ýŚûùÂÔ§ ćŘÀãŮ h Ćî ÀĂîüõ

.ťĺŘ ùćÂî üÎą ŚûğŘbď ćŘÀãŮ ĆŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ öŚõě üÚţÆŞŘø ,n ø h ýŚûÂţõŘďŚŢ

corridor1
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ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ďć üĺďěŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî 2.2.6

Ćî ťĺŘ ßþŘ ÂŞ üãĺ ĆÜßÆõ ßþŘ ďć :ĆœĄðüÜãőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ďć üĺďěŚŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ýĆśĺŚ¡õ

Û§ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ýŘÂŞ Àł üĺďÂŞ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ýŘÂŞ 4 ÛÊê ďć Ćî Řď ýŘĆÜßÆõ

,ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ďć Ćî ćĄłüõ üłŚœ ŚźœŊ ěŘ ĆÜßÆõ ßþŘ ćďĄõ ďć ĆĂõŘć øć ßþŘ ßþćŚČĂŞ ŰøŚÔŮ .ÀĂî

üãÜőÀĂİ ěŘ ùÂźĂŢ Œþ ,ÀłŚŞ ĆĂČúŞ ğŚÞŮ ýĆÎÖœ ÛõŚł ťĺŘ ßØÞõ Ćî Àþć ťČÜŞŚì ýĆČ§Śœ ěÂõ

.ćÂî ľěŘćÂŢÇČŢ Řď ßØÞõ ýŚûùÂźĂŢ ôŚÞŮ öŘĄŮüõ ùćŚĺ üäŚãł ýøďŚŻ Œþ ŚŞ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ

Íą ùďŚŢ O(n) ćŘÀãŮ ěŘ ø ćďŘć ýÂŮùÀČżČŢ ďŚţąŚĺ ěÂõ ßþŘ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýĆĂõŘć ďć ,ÛŞŚÖõ ďć

ćĄł ôěĎ Ćî üŮďĄň ďć .ťÆČœ ľěŘćÂŢÇČŢ ÛŞŚì Ûśì ÛØł ĆŞ ĆźČţ œ ďć ø ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ

ø üäďŘě ÍĺĄŮ ùÀł ĆŐŘďŘ ýĆźČţœ ěŘ öŘĄŮüõ ćĄł ĆţąŚĺ ĄŻøğÂŢ ýĆÎÖœ Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ

.ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ĆÜßÆõ ßþŘ ýŘÂŞ öĄĂî ŚŮ Ćî ťĺŘ üÞţþďĄÚóŘ ßþÂţúŞ Ćî ćÂî ùćŚÔţĺŘ ]79[ üĺÀì3üîŘďøŚî ø 2ÂœŘć ÝţþďĄÚóŘ ,ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ öĄĂî ŚŮ Ćî ĆÜßÆõ ßþŘ ŚŞ ÍśŮÂõ ýĆźČţœ ŚúĂŮ
ýŚ ûĆ Ă õŘć ø Ć œĄ ðüã ÜőÀ Ăİ ýŚûĆ Ă õŘć ďć öŚ ś úÚ œÂ ČÆõ ýĆ Ü ßÆõ Û§ ďć üãĺ Ćî ťĺŘ ]16[

ÂÏŚą ĆŞ ďĄîÁõ ÝţþďĄÚóŘ .]6[ ťĺŘ ť£ĺ-NP ŚûĆĂõŘć ßþŘ ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ćďŘć ĆœĄðüúŻøÀĂİ

ťþćøÀ¡õ üØþ :ťĺŘ ĆţłŘÁð íÂ¡ţõ üþŚĂČŞ ýøď ťþćøÀ¡õ øć üãìŘø ýŚûťóŚ§ ĆŞ öÀł ŒþćÃœ

ñĄÏ ýøď üÊ£Èõ öŘÂî ýĆŐŘďŘ öøÀŞ ùÀł ćŚþ ýĆóŚÖõ .Àþć Íą ýĆþøŘě ýÂÚþć ø íÂ¡ţõ ŚŮ ĆÜňŚê

.ťĺŘ ùćÂî ùÀĂÆŞ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ üŞÂźŮ ÿþŚţœ ýĆŐŘďŘ ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ üœŚõě ýĆśŮÂõ ø ÂČÆõ

ĆÎÖœ k ĆŞ üãÜőÀĂİ ýøď ĆÎÖœ ßþÂŮŒþćÃœ 3.2.6

ďć :ĆÎÖœ k ŚŮ ŒþěćĄŐę ÛňŘĄê áĄÞźõ ßþÂŮÝî ŚŞ üãÜőÀĂİŒþ ěÂõ ýøď ýŘĆÎÖœ ýĆśĺŚ¡õ

ĆÎÖœ øć ßČŞ ÀČÖõ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ ñŚśœć ĆŞ Ćî ÇûøÄŢ ßþŘ ďć ùÀł üĺďÂŞ ÛŐŚÆõ ěŘ ýŘĆţĺć

Danner2
Kavraki3
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üŮďĄň ĆŞ öŘĄŮüõ Řď ĆÜßÆõ ßþŘ ŚõŘ .ćĄŞ ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ßČŞ ÂČÆõ ßþÂŮùŚŮĄî ßţêŚþ üÜňŘ éÀû ,ÀœćĄŞ

üãÜőÀĂİ) éÀû ýĆČ§Śœ ěÂõ ěŘ ýŘĆÎÖœ ĆÜßÆõ üŻøÂą Ćî řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćÂî ùŚÚœ ÃČœ ÂÚþć

ø ŘbÀśõ öŘĄĂä ĆŞ Ćî ĆÎÖœ øć ěŘ öŊ ýŚûĆÜňŚê áĄÞźõ Ćî ťĺŘ (éÀû üãÜőÀĂİ Śþ Àþć ťČÜŞŚì

Œþ ø ĆÎÖœ k ýćøďø öŘĄĂä ĆŞ ÝČĂîüõŋÂê ĆÜßÆõ ßþŘ ÝČÞãŮ ýŘÂŞ .ťĺŘ ĆĂČÞî ÀœŘùÀł ùćŘć ÀÊÖõ

áĄÞźõ Ćî ÝČĂî ŘÀČŢ Řď üãÜőÀĂİ ěÂõ ěŘ ýŘĆÎÖœ ÝČûŘĄąüõ ø ÀœŘùÀł ùćŘć ĆĂõŘć ďć üãÜőÀĂİ

ßþŘ ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ĆÜßÆõ ěŘ ýÂÚþć ýĆœĄð .ÀłŚŞ ĆĂČÞî ùÀł ùćŘć ŕŚÖœ ěŘ öŊ ŒþěćĄŐę ýŚûĆÜňŚê

ŚŮ Ćî ýŘĆÜßÆõ .ÀłŚŞ ĆĂČÞî ĆÎÖœ k ĆŞ ďĄîÁõ ýĆÎÖœ ěŘ ĆÜňŚê ßþÂŮüœĎĄÏ Ćî ćĄł ÓþÂãŮ ŰďĄň

ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ťĺŘ ùćŚĺ üãÜőÀĂİŒþ 4ŒþěćĄŐę ÃîÂõ ßţêŚþ ćďŘć ťûŚśł ĆÜßÆõ ßþŘ ĆŞ ýÀ§
ýĆÜßÆõ Œþ ĆœĄðüãÜőÀĂİ ýŚûĆĂõŘć ýŘÂŞ ĆÜßÆõ ßþŘ .]80, 81[ ťĺŘ Û§ ÛŞŚì O(n log2 n) öŚõě

ýŚûĆĂõŘć ,ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ üĂãþ ùÀł üĺďÂŞ ýĆĂõŘć Ćĺ Âû ďć ĆÜßÆõ ßþŘ .ćĄłüõ ŠĄÆ¡õ ěŚŞ

ùćŚÔţĺŘ ýĄÚóŘ ÝČÞãŮ ďć ĆţØœ øć .ťĺŘ üĺďÂŞ ÛŞŚì ĆœĄðüúŻøÀĂİ ýŚûĆþøď ø ĆœĄðüãÜőÀĂİ

:ÀœďĄąüõ ÝÈİ ĆŞ k ÂŮĎŚŞ ÂþćŚÖõ ĆŞ (k = 2) ÇûøÄŢ ßþŘ ďć ùÀł

öŚõě T (n) ÂðŘ řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ťĺŘ ŘbÀśõ k ĆŞ ŕĄŞÂõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ ýĆśĺŚ¡õ ñøŘ ýĆţØœ •

ÝČÞã Ů ,ÀłŚ Ş Ćã óŚÎõ ćďĄõ ýĆĂõŘć ďć ĆÎÖ œ Œþ Ć Ş ŕĄ ŞÂõ ýŚûùěŚ Ş ýĆśĺŚ¡õ ýŘÂ Ş ôěĎ

ßþŘ ěŘ öŘĄţŞ ťĺŘ ßØÞõ Ćî üŮďĄň ďć ťłŘć ÀûŘĄą ěŚČœ kT (n) ýĆśŮÂõ ěŘ üœŚõě ťĺŘďÂĺ

ťąŘćÂŢ ŚŞ ø ćÂî ùćŚÔţĺŘ ťĺŘ öŚÆØþ ĆĂõŘć üĺÀĂû ÛØł ĆśĺŚ¡õ ďøć k ßþŘ ôŚÞŮ ďć Ćî ĆţØœ

.ćďøŊ ßČþŚŢ k ïďÃŞ ŚfţśÆœ ÂþćŚÖõ ýŘÂŞ Řď Ûî ýĆĂþÃû ,ľěŘćÂŢÇČŢ ýĆĂþÃû

ěŘ ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć ĆÎÖœ k ěŘ Œþ Âû ŚŞ ÂÒŚĂţõ üÚĂČúŞ ýŚûùěŚŞ Ćî ťĺŘ ßþŘ ÂÚþć ýĆţØœ •

ĆĂõŘć üðÀČżČŢ n ø üÜąŘć üãÜőÀĂİ üðÀČżČŢ m öŊ ďć Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą O(mn) ýĆśŮÂõ

ŚźœŊ ěŘ ,ćŘć ÇûŚî O(m + n) ĆŞ Řď ùěŘÀœŘ ßþŘ ùěŘøďć ĆŞ ĆČśł üõĄúÔõ ŚŞ öŘĄţŞ ÂðŘ üţ§ .ťĺŘ

ěŘ üØ þ .ćĄ Ş Ý ČûŘĄą ùěŚ Ş O(kmn) üĺďÂ Ş Ć Ş ôÃ Ü õ ,À œďŘÀ œ íŘÂ ţłŘ Ýû Ś Ş Ś ûùěŚ Ş ß þŘ Ć î

geodesic center4
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.ťĺŘ ćŘÀãŮ ßþŘ öćÂîÝî ýŘÂŞ üłøď áŘÀŞŘ ĆÜßÆõ ßþŘ Û§ ýŚûÇóŚİ

ŚûĆóŚśœćÂþě ďŘÀþć 4.2.6

ť£ĺ-NP ýùćď ĆŞ Řď ĆÜßÆõ ,ùŘĄ£óć řČŮÂŮ ŚŞ ĆČ§Śœ Œþ ěŘ ÇČŞ öÀþć ĆŞ ďŘÀþć ÀČì öćŘć ÝČÞãŮ

ùÀł ùćŘć ÇČŢ ěŘ Řď ŚûĆČ§Śœ ďŘÀþć řČŮÂŮ ÂðŘ .(üÚþŚÆÞû ŚŞ ćÂðùďøć ýùÀĂłøÂê ýĆÜßÆõ) ćÂŞüõ

ďć .ćÂî Û§ ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě ďć Řď ĆÜßÆõ öŘĄŮüõ ]27[ ÍĺĄŮ ŠÀ¡õ ýŚûĆČ§Śœ ýŘÂŞ ,ÝČĂî ŋÂê

ýŚûťóŚ§ .ťĺŘ ť£ĺ-NP ĆÜ ßÆõ ßþŘ ÂãÖ õ ýŚûĆ Č§Ś œ ýŘÂ Ş Ćî ùÀł ùćŘć öŚÈœ Ć óŚ Ö õ öŚÞû

ø üţ§ŚČĺ ÂÔĺ ,Ç§øåŚŞ öŚśúÚœ ÛŐŚÆõ ďć öŘĄŮüõ Řď É£Èõ řČŮÂŮ ŚŞ ĆČ§Śœ ÀĂİ ďŘÀþć ÂŮćøÀ¡õ

öŊ ďć Ć î ćÂ î ÓþÂã Ů ü þĄŻøğÂ Ţ ýĆ œĄð öŘĄ Ůü õ Û ŐŚÆõ ß þŘ ôŚ Þ Ů ýŘÂ Ş .À þć ŰŚãÎ ì ľÂ Ş

řČŮÂŮ ŚŞ ĆóŚśœćÂþě öŊ ýŚûĆČ§Śœ ďŘÀþć ĆŞ ÀČÖõ ÂČÆõ ø ÀœĄłüõ ùćŘć ŚûĆČ§Śœ ĆóŚśœć ěŘ ýŘĆóŚśœćÂþě

ĆŞ Řď ÂČÆõ ßþŘ öŘĄţŞ ĆóŚśœćÂþě Œþ ťêŚþďć ŚŞ Ćî ÝČĂî ľěŘćÂŢÇČŢ ýďĄÏ Řď ĆĂõŘć ÝČûŘĄąüõ .ťĺŘ

.ćÂî ĆśĺŚ¡õ üþŘďŚî ěÂÏ

íÂ¡ţõ éÀû Àþć ťČÜŞŚì 5.2.6

íÂ¡ţõ ,ťêÂð ÂÑœ ďć öŘĄŮüõ ĆóŚĺď ßþŘ ďć ùÀł đÂÎõ Àþć ťČÜŞŚì ýŚûÀČì ýøď Ćî ýÂÚþć ÝČÞãŮ

ÀÊÖõ ýĆÎÖœ Œþ ĆŞ ŘbÀśõ ýĆÎÖœ Œþ ěŘ ÝČûŘĄąüõ ,ĆÜßÆõ ñøŘ ýĆœĄð ďć .ťĺŘ Àþć éÀû öćĄŞ

öćÂî ĆĂČÞî ÃČœ ýěŚĺĆĂČúŞ éÀû .ÝČĂČśŞ ÃČœ Řď íÂ¡ţõ éÀû Œþ ÂČÆõ ñĄÏ ďć Ćî üóŚ§ ďć ÝþøÂŞ

ýŚûťóŚ§ ,ÝČĂîüõ ťêŚþďć ĄŻøğÂŢ řóŚì ďć Řď Àþć éÀû Ćî ôøć ýĆœĄð ďć .ťĺŘ ÂČÆõ ñĄÏ

.ÀĂţÆû ÓþÂãŮ ÛŞŚì ÃČœ ĆÜßÆõ É£Èõ ÀÊÖõ ø ěŚŞ ÀÊÖõ

üśÆœ ťäÂĺ Ćî řČŮÂŮ ßþŘ Ć Ş ,Àûćüõ ÛČØÈŮ Řď ÝČÞãŮ ßþŘ ěŘ üÞúõ ďŚČÆŞ ÀãŞ öŚõě

ýùěŘÀœŘ öćĄŞ ÂČçţõ Śþ ťŞŚŹ ,ďĄÏßČÞû .ÀœďŘÁðüõ ÂČŹŚbŮ Û§ ùŘď ďć ùÀĂĂî řČÖãŮ ø Àþć éÀû ťîÂ§

ďć ĆÜßÆõ ßþŘ Û§ .ÀĂî ćŚźþŘ Řď ĆÜßÆõ ěŘ üŮøŚÔţõ ýŚûĆœĄð ÀœŘĄŮüõ ÃČœ íÂ¡ţõ øć ßþŘ ťäÂĺ
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ťĺŘ ťŞŚŹ ÃČœ ùÀĂĂîřČÖãŮ ťäÂĺ ø ćďŘć ťĺŘď Íą ďć ťąŘĄĂØþ ťîÂ§ Àþć éÀû Ćî üţóŚ§

.ÀłŚŞ ÂŮùÀČżČŢ ýŚûťóŚ§ üĺďÂŞ ýŘÂŞ üäøÂł ýĆÎÖœ ÀœŘĄŮüõ

124



AťĺĄČŢ

üÆČÜÚœŘ ĆŞ üĺďŚê ýĆõŚœùęŘø

reflex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÇŞŚŮěŚŞ

reflector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ùÀĂŞŚŮěŚŞ

reflective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üŞŚŮěŚŞ

interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ùěŚŞ

interval of optimality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üÚĂČúŞ ýùěŚŞ

hidden surface removal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . öŚúĂŢ ýĆþøď ßţłŘćÂŞ

online . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÍąÂŞ

planner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÃþďĆõŚœÂŞ

planning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ýÃþďĆõŚœÂŞ

unfold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . öćÂî ŚŮüŞ

unfolding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ùÀłŚŮüŞ

extension segment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ćŘÀţõŘ ÍąùďŚŢ

ray . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĄŮÂŢ

query . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĄŻøğÂŢ

window . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ùÂźĂŢ
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convex hull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŠÀ¡õ ľĄŢ

preprocess . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ľěŘćÂŢÇČŢ

traversal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÇþŚÞČŢ

link . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÀœĄČŢ

subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÓþÂÑŮ

reflective subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üŞŚŮěŚŞ ÓþÂÑŮ

conforming subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÕśÎĂõ ÓþÂÑŮ

pursuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řČÖãŮ

contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ğŚÞŮ

sweep . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . øďŚŻ

radial sweep . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üäŚãł ýøďŚŻ

point location . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĆÎÖœ üŞŚþŚŻ

wavefront . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŽĄõ ýĆúśŻ

pocket . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řČŻ

polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üãÜőÀĂİ

visibility polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Àþć ťČÜŞŚì üãÜőÀĂİ

polygonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĆœĄðüãÜőÀĂİ

polyhedra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üúŻøÀĂİ

polyhedral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĆœĄðüúŻøÀĂİ

layout . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . öŚõÀČİ

incident . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŸćŚ§
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Motion Planning with Visibility Constraints

Abstract

In this thesis, the problem of finding shortest path is studied under various forms of

visibility constraints. The geometric domains considered are simple polygons and polygo-

nal domains in two dimensions, and polyhedral surfaces (convex and non-convex) in three

dimensions. In all of these domains, the problem of computing a shortest path between

two points having a point visible from a point target is studied and efficient algorithms

are provided. Also, preprocessing of the domain such that upon receiving the destination

point as a query, the path with the desired property can be computed efficiently is con-

sidered. Another variation of the problem in which the target is given as a query is also

studied.

The extension of the single-point visibility constraint to polygon-visit constraint is

another problem studied in this thesis. Here, the path is constrained to have non-empty

intersection with a certain region of the domain. This constraint is more general than

visibility constraint, since the latter can be viewed as visiting the visibility polygon of the

target. This problem is studied in simple polygons and polygonal domains with query

version also considered.

To solve the above problems, a number of new methods and techniques are invented.

The notion of interval of optimality is used to partition the target region according to the

combinatorial structure of the shortest paths to the points in the region and plays a basic



role in all variations of the problem. Also, the wavefront reflection technique which is an

extension of the standard wavefront propagation or continuous Dijkstra paradigm is used

to construct the subdivisions needed for the query versions of the problem. The method

used for solving query-point visibility problems is radial sweep in which the behavior of

the optimal contact point is considered during a rotation transformation around a reflex

vertex.

Keywords: computational geometry, shortest paths, visibility, wavefront propagation
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