
تعالͬ باسمه
۹۹ آذر ⁃۵ تمرین ⁃ مقدماتͬ تابعͬ آنالیز

کنید. ثابت را زیر گزاره  شده داده سوم سری ۱۲ تمرین در که عمود فضای تعریف به توجه با .۱

دهید نشان باشد الحاقͬ عملͽر T× اگر مفروضند. T : X → Y کران دار عملͽر و Y و X باناخ فضاهای

Im(T )
⊥
= ker(T×), Im(T ) ⊂ ker(T×)⊥

هستند. متمایز Y ⊥
2 و Y ⊥

1 دهید نشان آن گاه باشند X نرم دار فضای از متمایز و بسته زیرفضای دو Y1, Y2 اگر .۲

ͬ شود م تعریف زیر صورت به S : l2 → l2 عملͽر .۳

(ξ1, ξ2, ξ3, · · · ) 7−→ (ξ3, ξ4, ξ5, · · · )

کنید. پیدا را زیر مقادیر .Tn = Sn که ͬ سازیم م S روی از را Tn عملͽر

lim
n→∞

||Tnx||, ||Tn||, lim
n→∞

||Tn||

x0 ∈ X دهید نشان .supn ||Tn|| = ∞ که مفروضند Tn ∈ B(X,Y ) توابع دنباله و نرم دار فضای ͷی Y و است باناخ فضای ͷی X .۴
.supn ||Tnx0|| = ∞ که دارد وجود

نیز (||xn||) دهید نشان است. کران دار (f(xn)) دنباله f ∈ X ′ هر برای که طوری به است مفروض X باناخ فضای در (xn) دنباله .۵
بود. خواهد کران دار

باشد. S روی تصویر نگاشت نیز P و آن از بسته زیرفضای ͷی S و باشد هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .۶

.P 2 = P و P = P ∗ دهید نشان آ.

ͬ باشد. م H از بسته ای زیرمجموعه تصویر نگاشت Q آن گاه Q∗ = Q و Q2 = Q که باشد کراندار تابع ͷی Q اگر دهید نشان ب.

هم چنین و ||Tk|| ≤ 1 ،k هر برای که است H هیلبرت فضای روی کران دار اپراتورهای از دنباله ای {Tk}+∞
−∞ .۷

∀k 6= j : TkT
∗
j = T ∗

kTj = 0

ͬ کنیم م تعریف

SN =

N∑
−N

Tk

.||T || ≤ 1 دهید نشان بنامیم T (x) را نهایی حد اگر و است همͽرا SN (x) دنباله x ∈ H هر برای دهید نشان

.۸

باشد. چͽال X داخل (M)c اگر تنها و اگر است چͽال هیچ جا X ͷمتری فضای زیرمجموعه M دهید نشان آ.

دارد. قرار دوم کتگوری در آن مͺمل  دهید نشان است اول کتگوری از که باشد X کامل ͷمتری فضای از زیرمجموعه ای M اگر ب.

چطور؟ خودش از زیرفضایی  عنوان به دارد؟ قرار کتگوری کدام در R فضای از زیرمجموعه ای عنوان به گویا عددهای مجموعه ج.

باشد. اول کتگوری از و باشد چͽال که کنید پیدا R2 از زیرمجموعه ای د.

۱



کوشͬ C یا R داخل (f(xn)) دنباله f ∈ X ′ هر برای که است X نرم دار فضای داخل (xn) مانند دنباله ای C یا R در کوشͬ ضعیفا دنباله .۹
باشد.

است. کران دار کوشͬ ضعیفا دنباله هر دهید نشان آ.

کران دار A دهید نشان باشد کوشͬ ضعیفا دنباله ای شامل A از غیرتهͬ زیرمجموعه هر که باشد X نرم دار فضای داخل مجموعه ای A اگر ب.
است.

نشان باشد بازتابی فضای ͷی X اگر شود. همͽرا ضعیفا X داخل آن کوشͬ ضعیفا دنباله هر اگر ͬ نامیم م کامل ضعیفا را X نرم دار فضای ج.
بود. خواهد کامل ضعیفا X دهید

ͷی شامل M اعضای از دنباله ای هر دهید نشان ͬ باشد. م کران دار مجموعه ͷی نیز M ⊂ X ′ و است پذیر جدایی باناخ فضای X .۱۰
کنید) حل را مساله باناخ⁃الاقلو⁃بورباکͬ قضیه از استفاده (بدون ͬ شود. م همͽرا X ′ داخل عضوی به ضعیف* صورت به که است زیردنباله

نیستند. بازتابی l∞, l1 فضاهای دهید نشان .۱۱

اگر تنها و اگر است همͽرا قوی عملͽری طور به Tn ∈ B(X,Y ) دنباله دهید نشان مفروضند. X,Y باناخ فضاهای .۱۲

است. کران دار (||Tn||) دنباله آ.

است. کوشͬ Y در (Tnx) دنباله X از چͽال زیرمجموعه ͷی داخل x هر برای ب.

اگر تنها و اگر است ضعیف* همͽرای X ′ داخل (fn) دنباله دهید نشان است. باناخ X .۱۳

است. کران دار (||fn||) دنباله آ.

است. کوشͬ Y در (fnx) دنباله X از چͽال زیرمجموعه ͷی داخل x هر برای ب.

ͬ سازیم. م زیر صورت به j ≥ 0 برای را (yjn)∞n=0 دنباله های است. مفروض (xn)
∞
0 دنباله Ck⁃چزارو): (جمع پذیری .۱۴

∀n ≥ 0 : z0n := xn

∀n ≥ 0, j ≥ 1 : zjn = zj−1
0 + zj−1

1 + · · ·+ zj−1
n

و

yjn :=
zjn(
n+j
j

)
است برابر آن Ck⁃حد و است Ck⁃جمع پذیر دنباله ای (xn) گوییم مͬ y مانند عددی به شود هم گرا (ykn) دنباله k مانند طبیعͬ عددی برای اگر

.y عدد با

هستند زیر فرم به ها zkn دهید نشان آ.

zkn =

n∑
i=0

(
n+ k − 1− i

k − 1

)
xi

نباشد Ck−1⁃.جمع پذیر اما باشد Ck⁃جمع پذیر که بزنید مثال دنباله ای ب.

کند. مͬ صدق منظم جمع پذیری شرایط در Ck⁃جمع پذیری دهید نشان ج.

۲


