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�)��3���� xn×� [��� +Y��G*��R

√
� + δu = ∥Am×nxn×�∥ℓ� ≤ ∥Am×nqn×�∥ℓ� + ∥Am×n(xn×� − qn×�)∥ℓ� ≤
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;,��4 W��b� I��b ]��� I��b'.��X N���U�����#� ���� a��0[��L a��C'���7��� /��b,������T -� F��H��$��� ,��^ ]��J (��Y��J�a��T V���c��� ]��K��Q��� (��^'�a��T V���5��X (��Y��Y��J�a��T

�',��J (��^�[��% \'+Z�,��� �+

?��b-[��� V'[����a��0[��L -� ]��J `��\'���D���� �0� ���_��Y� �� ]��J (��c� �0+ ]��!��c� ��� �X W��b� ]��� V�[����a��T \(��T� ���0(��� <����Z+ +' ���G'�a��U��J ����

�(��X[��4 +���c�����%� a��0[��L ?��b-[��� Z `���^�]��b�+' ���� Am×n ,��L� ]��J ���0� W��b� �\(��4 N���U�����#�

P

(∣∣∣∥Am×nxn×�∥�ℓ� − E
{
∥Am×nxn×�∥�ℓ�

}∣∣∣ ≥ ϵS D
{
∥Am×nxn×�∥�ℓ�

})
≤ �e−mf(ϵ) ���	�

]� �� E[� �C `Z�� �1� �T�� �X ��/� �X�� �b+�Z +*� � � �� �0� +�� �c� �A� �T B�,� �$� �X� B,� �A� �T S D{.} Z +�(� �X�,� �J Z �� ��� ��� �T ?� ���� �� I� �b f ]� �J

`�,��� d���� +' ]��" V� -� `,����a��Q��J ���P���# ����1��c��X a��0[��L ?��b-[��� ]��� 'Z(��$��T ���_��Y��� Z '+�' �,��_��4 �\-�(��X� .��J,��U��� `Z���1��T���X

���� ��� ��� '+�' '[�� Z ,��b- �+[��6 ]��� ]�����C���b�S��c��U��A��� ]��c��:��G R���X ]��� (��4 ,��J) a��0[��L ?��b-[���

��"��� ���(� �� ��������� Rn �� &"������ N $���"��������� ���( Q ! #���� #��� �������
 ���( � < δ < � ���)�� ��� ����� ��� ���������

�un×�,vn×� ∈ Q ���% &����� $��� ���� �"���! f : Rn → Rm '����� �������	 m > m� = O
(

ln N
δ�

)
���% &�����

(�− δ)∥u − v∥�ℓ� ≤ ∥f(u) − f(v)∥�ℓ� ≤ (�+ δ)∥u − v∥�ℓ� ����	�

]� �� �� �_� �Y� �� �� �T Z ���0� ,� �D� �6 R�� �U� �� +�',� �� O� �T�� �4 Q ]� �J ���0� E[� �C ]� �c� �:� �G -� a� �6�� �% ���P�� �# ;,��4 ���H� �c� �H� �# +'

����0� ,��D��6 R���U��� +�',��� W��c��U��^ v Z u `���^+�',��� -� a��K��b ]��J S��c�����1��^ a��b���^�`Z���1��T���X N������X'

�������������	������ 	��������� ������
���	������� ���

I��b -� ,�����5��c��� �m� /��b,������T `���^,��>��0 '�(��A��� ,��L� ]��J S��b'�' V���5��X a��C'���7��� `���^�/��b,������T -� \'���D�����0� ���� ]�����4*��L 3��&��� +'

/��b,������T ���%���0 `���^�2Z+ N������X' ]��� 3��&��� W��b� +' ����0� a������c�����0' O������G ;,��4 �(��4���� k ln n
k ]������,��T ���� W��c��b���� V�,��J

�
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a��1,-��� �, =-��5 ��)*��"��T ,[��@��Y��T W��b� `�-��� �)-��J W��c��U��<��� �, =-��5 )[��!Z V�[������ ]��J `[��&��X ]��� S��c�����2��^ -��N��2��%

�S��c��Y��J�a��T

I��Y� ���k `�� �^,�)-� ���a� �T�� �U� �� `�-� �� �*� �Y� �J �� �;,� � ≤ δk < � ������ �� �� �� �, k ]� ��� ��-� �T =-� �5 Am×n 0��b-� ���� �T -� �M�

,) �)-� �c� �M�a� �U� �X ,�-� �G 0� �b-� ���� �T #[� �� `�� �<� �E ,) a� �K� �Y� ���k ,�)-� �� $� �c� �^ ]� �"� �c� ��� �X ,) �∥Ax∥ > � ]� �J S� �c� �X�)�a� �T xn×� O� ��� �T

A -��M� a��Y� �B��b �*��X� a��?��' O��H���� �2��T 0��b-������T `���^�V[���� �1 .� ����(���� �X� k -��^ ]��J S��c� �X�)�a��T -��?��1 k ���� *��X[��T,*��X�Z `���^�0��b-������T

`�]� �P/� �Y� �T ]� �� W� �b� �� �b� �� �T� �∥Ax∥ > � �� �5�) S� �c� �^�[� �' x O� ��� �T I� �Y� ���k ,�)-� �� -� �^ `�-� �� �*� �5�� �� *� �X[� �T,*� �X�Z 0��b-� ���� �T I� �b

`�� �^�]� �b�,) {xi}n
i=� Z A 0��b-� ���� �T `�� �^�V[� ��� �1 {ai}n

i=� *� �c� �Y� �J :-��E -� ��� �6� �c� �� a� �1,-� �� `�-� �� ����1� =-��5 `,�-� �G-� ��

�,[��8 W��b� ,) �*��X� -��F��8���X {xi� , . . . , xik} ���_��Y��� ]��J `[��&��X ]��� *��Y��5���� x ,�)-���

Am×nxn×� =
k∑

j=�

xijaij ����	�

]��J *��Y��J�a��T ����"��b� A 0��b-������T `Z, -��� =-��5 �A(sub)
m×k = [ai� . . . aik ] S��c��Y��J D��b-��B��� -��M�

∀xk×� ∈ Rk : �− δk ≤
∥A(sub)

m×kxk×�∥�ℓ�
∥xk×�∥�ℓ�

≤ �+ δk ����	�

	W��c� �K��� -��b)���H� �T -���� �J�*��% Z O��G�*��% ����B���-��T W��c� �� \,�[��U��^
∥A(sub)

m×kxk×�∥�ℓ�
∥xk×�∥�ℓ�

�,����� �A ]��J S��c� �X�)�a��T a��?��'-���� �!  ��b�� ��� �X I��U��J ����

\)Z*� �&� �T A 0��b-� ���� �T `�-� �� =-� �5 �-� ���\)�� �1 V�� �c� �� ]� �� �*� �Y� �J�a� �T ,�� �c� ��� �'� /� �c� �X �, `*� �% �� �P�� �% Z) Z *� �Y� �J�a� �T -� �c� �c� �C� ��

-��b. R���U��� 
���P�� �% )*��A �7���' ,[��> ]��� �*��Y� �J�a��T W��c� �c� �B� �� �, V� a��X[���� �1 k `���^�0��b-����� �T -��b. R���U��� W��c� �K��� -��b)�� �H� �T ��-��c� �c� �C� ��

`���^�0��b-������T ���P���% )*��A ]��X�� �F��1����� �T �*��Y� �5���� -���� �U��J ���1� ]���� �2����Z δk ]��� ���_��Y� �� ]��J a��X�-��J .� *��b���� A a��X[���� �1 k `���^�0��b-������T

�� �_� �Y� �� �, =-��5 *� �X[� �T,*� �X�Z 0��b-� ���� �T ]� �"� �c� ��� �X ,) Z �
�� *��X[� �5�a� �T )�� �b. m 4��b�/� �E� �� �� a� �b�� �U� �X �,[��8 ]� �� *� �X[� �T,*� �X�Z

a�����2��X `�]��Q��8���E �*������b 4��b�/��E� δk ]��J�a��T���N��Y��^ ��L,/��� `���^�m `�-���� *��Y��J ���;,� *��X�[����a��T I��b ]��� I��b)/��X δk -��b)���H��T `�-���

,�*��b�������X *��B��� ]��� a��b���! .� ���^�]��X[��U��X `.���1.���� O��U��A ]��"��c�����X ,) Z *��Y������b�a��T 4��^���J 0��b-������T #[��� `���<��E ���� W��c��K��� `���^,�)-���

����5�+��M ,���Y��J *��b���� �, *��X[��T,*��X�Z `���^�0��b-������T `�\*��Y��Y��J ,Z�*��c��T� ]��Y��b/��M O��c��P) W��b� ]��� �*��5 *��^�[��'

I� �U� �J ]� �� ]� �P�� �H� �T W� �b� ,) �)-� �J \,�� �5� ��
� ]� �� V�[� ���a� �T -� �N� �2� �% 0� �b-� ���� �T a� �Y� �c� �H� �b �� �'�� �1 `�� �^�3Z, W� �c� �PZ� .�

`,������'���1 ]��J ���1� \*��5 a��E-��B��T ±� `���^�]��b�,) ���� �l × �
l(l+�
� -��N��2��% 0��b-������T I��b RZ) ]������-��T `���^*��J
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ARM =
[
U� U� . . . U

�
l(l−�)

�

]
����	�

_���]�.��a+����� �S +��a, _�+��� @��F�Y *( ����/� )��S���B� ��� �S _���]�UZ���� �/ ���� �l × �l `��B���+��S .��a+����� �S H��a �� �]�Ui ,� Q�)��I +��] \��I (*�(

�� �]�.��a+� ���� �S +� �a, V��a� *( δ�l = � M� [)��a� ���O�� �$ (�� �!� �a� ���A�� �� \� �I )� �X� �W�� �0� �J� �a V��b� �J� �� +� �a(�� �G� �S�`� �S�� �T� �� ARM .��a+� ���� �S ,� Ui

U�Z����`��T��W \��!��b���� �W *( Y (*�)��W (Z�� Y _��\�� Z��� N������F _�\��!��b���� �W ARM _���]�.��a+������S +��a, _�\��b��G��� (*Z��S *( \��W���E��/������S �(Z��3�`��S

.��a+������S V��a� \��I )��](�`��S U���4��W ���]�_,���/�\��b� ��� �3 ���a����� �W M���$ V��a� ���� �(+��I V��b��T��;��� .��a+������S V��a� *( �* <+��3 _*�+��F+���

�(*�( `�����/���X��S (+��J��P��T��A

)��b��X��I 9+��D ��� )��X�����0��] @����Z��� _���X�����S +��� _���]�.��a+������S �`��X��b��G��a _���]�.��a+������S ,� CY+��B��S _���]�M������S ,� `��J��a

� ≤ β ≤ m Y � ≤ α ≤ m− � \��I αm + β �*Z��7 \��� U�Z����`��S �* m� ���� � V��b��� ()��A +��] ����/� `��B��b�����> ()��A H��a m

�(Z��3�`��S \�����&���/ +��a, �*Z��7 \��� aik _���]�\��a�*( ���� �Achirp� @����Z��� _���X�����S +��� m × m� .��a+������S �(�( 2��a���T��W
⎧
⎨

⎩
� ≤ i ≤ m

� ≤ k = αm + β ≤ m�
⇒ aik = ej �πm (αi�+βi) ����	�

�(*�(�R��] +��� (Z��T��A _���]+��?��/ Y � �√
m
���� U(+��I [-��b��O���S+��W ,� N�����F� )��$�Y [,�)��W� ���� =��P�����'��S _���]�\��a�*( N��7���$ .��a+������S

⟨rowi� , rowi�⟩ =
m−�∑

α=�

m∑

β=�

ej �πm (αi��+βi�−αi��−βi�) =
m−�∑

α=�
ej �πm α(i��−i��)

m∑

β=�

ej �πm β(i�−i�)

︸ ︷︷ ︸
�

= � ��	�	�

V� �a� \� �� �(*�( �* )� �WZ� �S*)� �W�Y _�� �]�.� �a+� ���� �S 5�Z� �& _)� �$ �� �� .� �a+� ���� �S V� �a� \� �I �� �/� [)� �3 [(�( U�� �4� �W �� *(

_*�(+����\��WZ��T��W _�+��� .��a+������S V��a� +��K� \��!��b� ��� �W *( Y )��W� `��?��& N��G���� �0��S UZ���� �/
√

m �+��] �m × m� .��a+������S *( \��I �*Z��7

�* H� �X� �� *�(+� �� �� ��� �J� �a *Z� �> \� �� [)� �S� �� �/)� �� _�� �]�\� �WZ� �T� �W �(+� �b� �K*�+� �F [(�� �E� ��� �/� (*Z� �S k ≤
√

m+�
� �� �� H� �X� ���k *�(+� �� H� �a ,�

����/� [)��b��/+��W ��������� \��� ���]�.��a+������S V��a� *( <+��3 _*�+��F+��� _�+��� `��X��b� �T��;��� \��WZ��K�"��b��] \��W���E��/������S �)��X��X� �I�`��S 6��'��4��S

`��AZ��W \��� U�Z����`��S H��X��� M���X��L��b��/ _,���/,���� _�+��� ����/���^��W� _�[(���/ *���b��0��� _,���/,���� 1Y* ���]�.��a+������S V��a� ���������S ����J��W ,�

N��b��O( \��� �(+��I *���J��3� �* H��X��� M���X��L��b��/ +��E��7���W _���]�U���J��S Y (+��I [(���E�����/� ���]�\��WZ��T��W `��L�����0�����T��] (Z��& *�(+��� N��a)������ ,�

����/� V��b��a���� *���b��0��� 1Y* V��a� *( `���������/���%��S `��K)��b��#��b��� R�����a*Z��L��O� ,� [(���E�����/�

<+��3 .��a+����� �S V��a� �)��3���� �
k−� ,� +���� �T� �I A .��a+����� �S `��/Y)��T��] ���a+��: +��K� \��I (�( R��b� �]�Z��& U���4��W 
 N��8��D *(

U�� �T� �] ����/� [(Z� �� �� �]�.��a+� ���� �S *( <+� �3 V� �b� �T� �;� �� 1Y* �� �^� �X� �� �� �P� �?� �S V� �a� UZ� �X� �I�� �� �(+� �I )� �]�Z� �& [(*Y�+� �� �*



*��K��0��# ^���\�.��`*������R *��� ^)X*��R �� M��7��A�	

_��A'���7��� ^���\�.��`*������R [��H ^'���?���� ���� _��`���\�.��`*������R [��� T�Y����_��S��V ���O��<��R U��`� +� Z'���B�����/� ���� �(��3 Z)���3� � M��7��A )' [��H )Y��;

X _��V�� �S� �\ .��`*� ���� �R ���a� �H*� ���[� �� T�Y� ���_� �R Q� �H _� �K� ��� �0� ��� �S� �\ ���`*� �9 �� �� .��`*� ���� �R Z'�� �/ ^�� �\�L�� ��� �R +� �(� �a� �/) (� �W� �W� �H�_� �R '�� �]� �W� �4� �a� ��

[� �`)Y� �A M� �`(� ��� �� _� �V�� �I� �` .��`*� ���� �R X _��V�� �S� �\ .��`*� ���� �R ���a� ��*� ���[� �� Fm×m X Im×m (��a� �W� �H 8*��A �'*� �H Z)�� �3� .��`*� ���� �R

�(��W��3���� .��`*������R U��`� +� ,��`���S�����R TY�����/ X' am×�,bm×� (��a��W��H 8*��A �Am×�m =
[
Im×m Fm×m

]
(��a��\' )�*��E X (��W��3����

U� �`� *� �a� �@ )' �'Y� �� (� �W� �\�Y� �& 'Y� �S� �>�Q� �\ *� �� �(� �W� �3�� �� Fm×m �� �` Im×m ^�� �\�.� �`*� ���� �R +� _� �I� �` [� �� D� �O� �?� ��� �R )�'*� �� X' *� �\ *� �J�

���]��W� �� am×� [��H �����T� +� ����/� Fm×m [��� D��O� �?���� �R ^*��K��`' X Im×m [��� D��O� �?���� �R �am×� �c���� �R� )�'*��� X' +� _��I��` �)Y��6

�Q��`)�' ����/� �√
m
*����*��� bm×� ^���\�T���S��N��_��R���S��� Z+�(��V� X ')�' *��B��6����V [��`�)' G��`

∣∣⟨am×�,bm×�⟩
∣∣ =

�√
m

��	���

.��� ����/� �√
m
*� ��� �H�(� �# �� �\�T� +� ���B� �� *� �\ _� �O� �&�' �*��9 Z+�(� �V� �(� �V��[� �I� �` A ^���\�TY� ��� �/ [� �H U� �`� *� �� ZXc��> [� ��� �a� ��� �V )'

L�� ��� �R )' �(� �W� �H�_� �R Z')X�*� �� �) k = ⌈
√

m ⌉ [� ��� ��*� �R +� :*� �3 A .��`*� ���� �R [� �H �� �/� _� �W� �?� �R T�(� �� U� �`� �µA = �√
m

)�(� �F� �R �� �\�T� +� TY� ��� �/ X' *� �\ _� �O� �&�' �*��9 Z+�(� �V� [� �H (� �V'Y� �� _� �V�� �I� �` .��`*� ���� �R X' X _��V�� �S� �\ ^�� �\�.��`*� ���� �R �CY� �A

(� �a� �W� �H 8*� �A �=Y� �9Y� �R U� �`� T(� �3 *� ���"� �9�X ^�*� �� (� �W� �`Y� �J�_� �R -X(� �S� �\�*� �a� �@ _� �`��� �\�.� �`*� ���� �R U� �a� �W� � [� �� �'Y� �� �√
m
�� ���� ��

[��H �����T� +� �(��W��3���� D X C ^���\�TY�����/ ���a���*����[��� {di}m
i=� X {ci}m

i=� X (��W��3���� _��V���I��` .��`*������R X' Dm×m X Cm×m

�(��W��H�_��R C(��6 
L�Y��/)���� [��<����) )' ����/� _��V���I��` C

� = ∥di∥�ℓ� = ∥Cdi∥�ℓ� =
m∑

j=�

|⟨cj ,di⟩|� ��
���

_��O��&�' �*��9 Z+�(��V� *�����H�(��# ^�*��� U��a��`���� T�*��H G��` �√
m
.��� �|⟨cj ,di⟩| ≥ �√

m
����\�cj +� _��I��` ^�*��� M��E�(��# [�����a�����V )'

�TY���� �/ *��\ _��O��&�' �*��9 Z+�(��V� [��H (��\'�_��R %) �_��R���K��W� �\ ^X���0��� !Y��9X [��� ����/� _��V���I��` .��`*������R X' ^���\�TY���� �/ U��a� ��

-X(� �S� �\�*� �a� �@ .� �`*� ���� �R X' [� �� �� �N�� �# U� �`� )' �X) U� �`� +� (� �3�� �� �� ���� �� ^)�(� �F� �R Dm×m +� �TY� ��� �/ *� �\ �� �� Cm×m +�

��b�� �# U� �`� P�� �S� �� ^�*� �� �� �R� (� �VY� �3�_� �S� �V X _� �V�� �S� �\ .��`*� ���� �R [� �� 'X(� �$� �R �� �]� �W� �� -X(� �S� �\*� �a� �@ ^�� �\��X+ �(� �W� �`Y� �J�_� �R

�'Y��� (��\�Y��& m × �m M��6���#�_��R���@'� .��`*������R

�� �� 5���& _���b���# )' �L����� �R T�Y��W� �> [��� ���/� Z(��3 !*��<��R ,��a� �V �TY���� �/ �m +� 2��a� �� [� �� CY��A 1X) +� _��`�� �\�Q��a� �S� �?� ��

[��H �����T� +� ���R� ����A���` ���/' G�� Y��H _��/X(��S��\ ���`*��9 ���� .��`*������R [��� T�Y����_��R _��V���I��` .��`*������R (��W�� T'�' )�*��E�Q��\ )���W��H

�� �/� *� ��� �]� �� _� �V�� �I� �` ^�� �\�.� �`*� ���� �R T'�' )�*� �E Q� �\ )�� �W� �H ^�� �� [� �� Q� �a� ��� �0� �\ .� �`*� ���� �R _� �/X(� �S� �\ �� �`*� �9 2� �\�� �H L�� ��� �V' [� ��
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,� �^� �!� �4� �c �f� �]�� �Z� �3�.� �Q e�� �c�X� �g.� �G �� �!� �3�- \� �g� -+ e`� �K e�� �c-�0� ��� /� f� �O� �g �X� �h� �^� �N ��� �*� �!� �]� e.� � ��� �3�� �^� �Y `� �(� �] b� �� �- �� �c�[`� �!� �3

e�.��� b��N e-`��? b��� ,��^��7���� b��!��7�+ +`��#_ � < α ≤ β < ∞ ���g�.��; a���Q.��c X��h��g`��Q X��g.��G {ai} ⊂ Rm b��C`��Z��$��Y b��� ����

�x ∈ Rm .��c

α∥x∥�
ℓ�
≤

∑

i

|⟨ai,x⟩|� ≤ β∥x∥�
ℓ�

����	�

�,��]-�+�f��Y b��R��] �������" e,��' ��� �- ���c-�+.��� W.��] �f��V��)�+ �.��; >��3`�� b��N ���3���c-�+.��� /� e��b��C`��Z��$��Y X��g.��G M��g B��K�_ -+

����3� I+���9 S�`��3-���� b��h��<��K f��C`��] b��� ���c�X��g.��G \��g� -+ �+`��7�f��Y a,��h��Y���] �P��^�� ����'j��@��9� X��g.��G �α = β b��N f�� -`��9 -+

���d� �# /� b� �N ,��]-�+ +`��#_ �� �c�X� �g.� �G /� e.��R� �g+ A`��] �,� �^� �!� �4� �c b� �O� �g ,� �Y�� �D� �!� �Y e�� �c�b� �g�� �� b� �h� ��� �7 -�� �h� �4� �� ���d� �# \��g� /� b� �$� �h� �!� �] -+

+_,� �(� �Y e,��D� �� m e���<� �G -+ b� �O� �g e�� �c-�+.� �� b� �� b� �N f� � -`� �9 -+ �,� �]��b� �h� ��� �7 b� �O� �g ,� �Y�� �D� �!� �Y e�� �c�b� �g�� �� b� �� f� �3_,� �Z� �c ���g.� �;

���� b��O��g ,��Y���D��!� �Y b��g���� �+`��7 T��K�,��' ���c�[� \��h� �� f��3_,��Z��c ���g.��; b��N X��h� �^� �N ����*��!� �]� e`��(��] b��� -�+.��� m X��h� �c�`��*��� _ X��h� �7����
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b� �N ,� �'�_ W.� �] �� �� �m ≤ n� e,� �D� �� m e�� �c-�+.� �� /� e`� �<� �C n b� �C`� �Z� �$� �Y b� �� �+`� �� ,� �c�`� �) .� �H� �9 /� .� �!� �Q-0� �� f� �3_,� �Z� �c

b��N X��g+.��N [���h��� � T��:��G -+ �,��^��g`��Q f��]���Z��3�.��Q X��g.��G �,��]-�+ �- �i���'�f��Y���Z�� \��h��� \��O��Z��Y f��3_,��Z��c ���g.��; \��g.��!��O��%`��N

[�.��N \��g� b��� [�`�� �f��Y ���g� ���Y� �6��U_ e_���4��Y���]� ���3� b��C`��Z��$��Y \��g� f��3_,��Z��c ���g.��; e�.��� \��h��g���� [�.��N M��g
√
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��� �Z��!� �' �,��7���� \��h� �g���� [�.��N \��g� ���� .����.��� e��b��C`��Z��$��Y f��3_,��Z��c ���g.��; .��Q� b��N ���3���#�\��g� -+ ���U���# b��!� �O��] ����G���g ���3+

\� �h� �^� �% +`� �#_ _ �� �3� f� ���� �h� �!� �3+ T� ���� �K n ≤ m(m+�)
� e�.� �� �� �d� �^� � [�.� �N \� �g� �\� �g� .� �� a_j� �C ���� �� �3� P� �^� � X� �g.� �G

W0� �V� �!� �4� �Y �� �c�b� �C`� �Z� �$� �Y \� �g� ���)�� �3 � n
m ≤ � �i�� �' /� .� �h� �E b� �� �� �Y� ���3� a,� �7 ��� ��� �"� 0� �h� �] �� �U�� �' \� �g� -+ f� �g�� �c�b� �C`� �Z� �$� �Y

� b��#-+ f��D������ /� ���<��C� +�,��D�� b��O��V��� ����4��h��] 1.��!��3+ -+ ���c-���!��)���3 \��g� e�.��� e��b��!��4��� W.��G ���d��^�� b��] f��^��D��g ����3� `��$��!��4��#

b� �@� ���-� f��G+�� �:� � e�� �c�2��g.� � �� �Y e+�� �d� �^� �8� �h� �� +�� �D� ��� \� �h� �� f� �L� �h� �Z� �C Fj��!� �)� b� �$� �h� �!� �] \� �g� ����3� .� �!� �O� �%`� �N �� �<� �G ,� �D� �� b� �� ����� �4� �]

�,��^��N�f��Y \��7_- �- ���c-���!��)���3 \��g� _ �m ���� n �f��Z��!��g-���R��U

M��Z��N b��� 5_- \��g� -+ ����3� �	� -+ a,��7 b����-� 5_- �.��R��4��' e���c�2��g.�� ���Y -+ ���c�&.��? \��g.�� �J��G`��Y b��V��Z��# /�

�- k < p
r + � b���� � .��Y /� =.��7 b��N ,��]��a,��7 f��'�.��? p� × pr+� e���c�2��g.�� ���Y �f��c���^� �!� �Y [�,��h� �Y -+ ���c�e� b��V��Z��# ,��^� �%

�� �c.� �@� �3 +�,� �D� � /� � b� �#-+ f� �D� ���� � b� �� ��� �Y_0� �U �n = pr+�� �� �c�[`� �!� �3 +�,� �D� � �5_- \� �g� -+ b� �N ,� �h� �^� �N �� �K+ �,� �^� �N�f� �Y �� �;-�

b� �� .� �g/ -+ ����3� a,� �7 T� �9�� �' 6��U_ [�.� �N /� \� �!� �G.� �Q b� �V� �9�� �G ���Z� �h� �K b� �� -�� �!� �)�� �3 \� �g� b� �!� ��� �U� ����4� �h� �] +_,� �(� �Y �m = p��
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�-^��9�c��W Y���e��� 4��d0��!���W  ��+���5 b�_^��*��[ 0��<��"��,��W /^��A

Q(x) .� �e� �\� �M =0� �G �.� �9�� �� p `� ��� �!0� �W �� �� c� �a�� �\� �"� �W Y�.� �e� �W GF (p) ] Q]� -.� �C L� �d 1� c� �[�^� �! p .� �e� �\� �M =0� �G

`� �M
(
x,Q(x)

)
�/^� �; `� �� �� �!0� �W b�� �a�$]1 U�� �X� �! `� �C^� �X� �&� �W G(Q) ] .� �9�� �� GF (p) �� �d�0� �> �� �� b��`� �T� �X� �%.� �\� �' L� �d

�� �!0� �W b�� �a�$]1 U�� �X� �! `� �C^� �X� �&� �W B .� �e� �\� �M =0� �G Q�� �) � � �5� b^� �?� �C p `� �C^� �X� �&� �W L� �d G(Q) c� �\� �D� �d �x ∈ GF (p)

B = {b�, . . . , bp�} .��e��\��M =0��G �8��d���X��[ c��O-���5 b�0��� �-^��� .��a�^��+ b^��?��C p� (^��>] `��� `��M .��9���� GF (p)×GF (p)

L��d �Q R��#��W b��`��T��X��% .�����\��' 0�����a b�0������ �.��[��_.��9 ���!0��W b� _2�] ���e��!0��!����� ���a�$]1 ]  ��5� ���!0��W $]1 L��d bi 0��a `��M

�-^��9�c��W F��d0��D��! 0��d1 �/^��; `��� ��� b���a�`��d�/- ���� �vQ� c��d���! p� /�-0���

vQ = [v�, . . . , vp� ]T , vi =

⎧
⎨

⎩
� bi /∈ G(Q)

� bi ∈ G(Q)
����	�

b���a�b��`��T� �X��% .��\� �' U���X��! `��C^��X��&��W Pr .��e� �\� �M =0��G Y^��\� �M� � ��5� 0��H� �; p(p − �) ] L��d �� �! p R��W���9 ��� �K� �e� �J- vQ Z��d�0����� �\� ��

�.��9���� r 0��#��M�.��) `��%/- ���� GF (p)[x]

Pr =
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a� + a�x + · · · + arx

r
∣∣ ai ∈ GF (p)

}
���	�

�-^��� .��a�^��+ b^��?��C pr+� `��C^��X��&��W L��d Pr �/^��; Z��d� /-
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}
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p c��5].��X��a ���d0��>

L��X� �M `� �� .� �9 `� ���/� /�� �"� �+�� �5 .� �\� �' /- �m ≥ O(k�) V��d/�- _/�^� �X� �a c� �5].� �X� �a ���d0� �> 0� �� c� �\� �"� ��� �W b�� �a�7]/ /-
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� /- �Q�� �#� �W Y�^� �\� �C `� �� �.� �[1�� �5�c� �W 0� �6� �e� �W �/ b1�� �51�� �� R� �X� �C Y�� �M�� �X� �M `� �M

E�0��O �.��\� �"� �6��a L��\� �!�k b���a�Q���\� �P��e� �5 c����� �d1���� `��� /-���J `��M .��[��_.��9 `����/� m = k�O(log log n)� b���a�4��d0��!�� �W

U�� �X� �! `� �%/- .� �e� �\� �M =0� �G �.� �d0� �e� �P� �� 0� �B� �[ /- |B| = k ] |A| = n `� �M b/^� �A `� �� B ] A b�� �a�8��,� �� �� �� �/ G c��:� �,� �� ]-

Γ(X) .��e� �\� �M =0��G X .��\� �[�� �W G b���a�3�/ 1� `��C^��X��&��W�0��d1 0��a b�0��� ] .��9���� dA = �O(log log n)� ���� 0����0��� A b���a�3�/
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